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Subordination en domaine et inégalités des modules pour certaines classes
de fonctions holomorphes dans le cercle umité

Podporzgdkowania obszarowe a nieréwnofci moduléw dla pewnych klas funkcji

holomerficznych w kole jednostkowym

OGaacTHRE NOJMMHEHHS H HEPABEHCTBA MOAYJEH 118 HEKOTOPHX KJIACCOB TOJOMOPOHBIX

dyHKIMié B €JHHHYHOM Kpyre

I.

Soit K, l’ensemble des nombres complexes z, {z:[z| < g}, 0 >0
Désignons par S la classe des fonctions de la forme

(1) F(2) =2+ Ay2*+ ...y

holomorphes et univalentes dans le cercle K,.
Soit 8|, la classe des fonctions de la forme (1) holomorphes dans
le cercle K, et telles que

2F'(2)

) )

< o(r) pour 2| <r<1,

ol w(t) désigne une fonction réelle définie pour te{ 0,1), non négative
et non décroissante, continue inférieurement et pas nécessairement finie,
satisfaisant & la condition w(0) = 0.

Par H, désignons la classe des fonctions

(3) flz) = a,2"+a, 2"+ ... a, #0

holomorphes dans le cercle K,.
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Désignons ensuite par S§(ae{0,1)) et par 8, les classes partielles
de la classe 8 des fonctions qui satisfont respectivement aux conditions:

2F'(2)
(4) e 7@ >a pour zeK,,
F'(
(5) Re {1+ zF,(‘i)} >0 pour zeK,.

Dans le travail [1] p. 68 se trouve démontré le théoréme suivant:

Théoréme. Supposons F(z)eS,) et soit f(2) = a,2" +a, 2" +...,3,>0
une fonction holomorphe dans K, telle que f(z) # 0 pour z # 0, zeK, 6t
f@) 3, F(2).

Dans ces condilions on a

If(2)l < F(2%)]| pour 2| <r(w)<1,

ou r(w) = ini{w; 0<r<1, w(z)+2arctgs > g—}

La subordination en domaine f(z) <3, F(z) signifie qu’il existe une
fonction g¢(z), holomorphe dans K,, |g(z)| < ¢. g(0) = 0 telle que

f(2) = F(g(2)) zeK,.

Dans le cas ou la majorante F(z) est une fonction univalente, la relation
f(2) 3, F(z) signifie que f(K,) = F(K,).

Remarque 1. Ce théoréme reste en vigueur si l'on remplace r(w)
(
par le nombre r,(w) = ini‘iw; 0<w<1, w(z")42arctgr > g} que 'on

obtient de 7(w) en remplagant o(z) par la fonction w(z"). Cela résulte
du fait que la limitation établie dans la démonstration de ce théoreme
peut étre améliorée, pour n > 2, en utilisant la limitation intermédiaire
ly(2, t)] < [2|™ au lieu de |y(z, t)| < |2|, limitation qui a ét déduite dans [1]
de l’inégalité (21).

Dans ce travail nous nous occupons de problémes étroitement liés
au travail [1], c’est — dire des relations entre la subordination en domaine
et en module des fonctions f(z) et F(z) dans différentes classes de fonc-
tions; nous y généralisons, d’une part, les résultats du travail [1] et,
de l’autre, nous y donnons des applications & certaines classes partielles
de fonctions de la classe §.

II.
Théoréme 1. Si F(2)e8, n =2, on a

(7) |F (- 6”)| < |F(2)]
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pour |z| < r(n), ot 0 est un nombre réel quelconque 6t r(n) est la racine posi-
tive unique de Vequation
(8) 1—r"—(14r)r»V2 = o,

Démonstration. On sait que si F(z)eS, on a

1 2]
g = F S T )
ey SEOIS g0y

Si z est un point quelconque fixé du cercle K,, ¢ = 2"-¢° varie sur la
circonférence || = |2|". On tire donc de (9)

(9) 2l < 1.

|2
(10) PO <— s
(1—|z")*
Si [2| < r(n), il résulte de (8) que

|2l l=|
(I—12")? = A+ 2])?
En vertu de (10), (11) et du premier membre de l’inégalité (9) on a:
|F(¢)] < |F(2)] pour |2| < r(n), ce qui équivant & la condition (7).

Le nombre r(n) ne peut étre augmenté, puisque pour F(z) = k(z) =

(11)

- (1_:‘_‘2),’ z =r, 6 = x l'inégalité (7) prend la forme:
(12) (1) = < = k().
(1—7™2 ~ (147)?

Si r > r(n), 'inégalité (12) cesse d’étre vraie.
Théoréme 2. Soit F(z)eS 6t f(z)eH,, n > 2.

St
(13) f(z) 2, F(z) on a
(14) |f(2)| < |F(2)] pour |z| < r(nm),

ou le rayon r(n) est racine de Uéquation (8).

Démonstration. Il résulte des hypothéses du théoréme 2 qu’il existe
une fonction g¢(z), holomorphe dans K,, |g(2)| <1, g(0) =0 telle que

(15) f(2) = F(g(2)).

Comme F(z)e8, on peut admettre g(z) = F~'(f(z)) = a,2"+ b, 2" +...
La fonction g(z) remplit les conditions du lemme de Schwarz précisé
[Golusin p. 364, théor. 4], on a donc

(16) lg9(2)| < I2I".
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Par conséquent
(17) If(2)] = |F(g(2)) < max [F({)].

=|g™

Le théoreme 1 et l'inégalité (17) entrainent donc
If(2)] < |F(2)] pour [2| < r(n).

Le nombre r(n) ne peut étre remplacé par un nombre plus grand. Pour
2

g(z) = 2" et z = r(n)6™/ ™V, L'exemple de ce couple de fonctions prouve
en méme temps que I’hypothése supplémentaire a, > 0 n’augmente pas
le rayon de subordination en module.

Dans la seconde partie de notre travail nous allons étudier quelques
problémes pour les classes partielles S de la classe S. Toute fonction
F(z) de la classe S, peut étre représentée par la formule

z # 0 on obtient 1’égalité dand (14) si I'on pose F(z) =

(18) F(2) = zexp|—2(1—a) [ log(1—e " 2)du(9)}
ou wu(6) est une fonction réelle, non décroissante pour 0Oe{—m, =)
telle que u(w)—pu(—=) =1.

Lemme. Si F(z)eS. on a

2l |2}

Ty SH@Is g <1

19
(19) 1—pl
Démonstration. De (18) on obtient

P ()] = lelexp{—2(1—a) [ logl1—o~2|du(0)}
et, comme

log(1—[2))< [ log[1—e 2 du(6) < log(1+ [2]),

il s’ensuit que
|z]exp{—2(1— a)log(1+ |2])} < |F(2)| < |2|exp{—2(1—a)log(1— |2|)}

d’ou résulte (19) Ce lemme nous permettra de démontrer le théoréme
suivant:

Théoréme 3. Si F(z)eSk; n=>2, on a
(20) |F(2"6")| < |F(2)] pour |2| <7(n,a),
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ol est un nombre réel quelconque et r(n, a) est la racine positive unique de
Déquation

(21) 1—r"— (14 r)plr=20-2 = g,
La démonstration est analogue 4 celle du théoréme 1, & cela prés qu’on
y utilise, au lieu de (9) la limitation (19).
Théoréme 4. Soit F(2)eS’ et f(2)eH,, n> 2.
Si f(z) 3, F(2) on a
(22) If(2)} < [F(2)| pour |2]| <r(n,a),

ot r(n, a) est le nombre défini dans le théoréme 3.
Pour démontrer le théoréme 4 il suffit de s’appuyer sur le théoréme 3
et de répéter la démonstration du théoréme 2.

Remarquons que si A(z)eS7, on a

(23) s z[-h e

l—a
] ¢S et inversement.

-~
~

Dans les théorémes 1 et 2 les fonetions extrémales sont des fonctions de
la classe S, on obtiendra donc les fonctions extrémales dans les théorémes
3 et 4 en transformant les précédentes par (23).

Ce seront les fonctions:

(24) F(2) =

1+ _:ei_ni;n"l])ﬂl—u)’ f(z) = F(2").

Désignons par 8, la classe des fonctions convexes dans le cercle K,. On
sait que S, c 8%,. Les fonctions (24) étant convexes pour a = } il en
résulte immédiatement le.

Théoréme 3. Soit F(z)eS,, f(z)eH,, n=>2. S8i f(2) 3, F(2) on a
If(2)] < |F(2)| pour |2| <r(n,3}), ol 7(n, ) est la racine positive unique
de Dequation
(25) 1—r"— (147" =0
et ne peut etre remplacée par un nombre plus grand.

Remarque 2. Les racines des équations (8), (21) et (25) ont les pro-
priétés suivantes:

(a) r(n,a)<r(n41,a)
() ay < a; > r(n, ay) < r(n,a,)
(¢) limr(n,a) =1,limr(n,a) =1

n—00 a—1

(d) r(n) = r(n,0).
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Streszczenie

W pracy tej rozpatrujemy zagadnienia dotyczace relacji pomiedzy
podporzagdkowaniem obszarowym i modulowym funkeji f(2) i F(z) gdzie
F(z) nalezy do klasy 8, S wzglednie S, a f(2) = a,2"+ ..., jest funkcja
holomorficzng. Dowodzimy, ze jezeli F(z2)eS(S:,8.) i f(z) = a,2"+ ...
jest holomorficzna i f(z) <2, F(z) to

If) < |F(2)] dla [2| <,
gdzie r dane jest odpowiednio przez réwnania (8), (21) i (25).

Pe3oMme

B artoit pabore paccMaTpMBAalOTCA BOMPOCH], OTHOCALINECA K COOTHO-
IIEHUI0O MEXIY INOAYNHEHMEM M HEPaBEHCTBOM MonyJeil ¢yHKumit f(2)
u F(z), roe F (z) npuHaQIesKUT K Kiaacey S, Sh mu6o S,, af(z) = a,2"+... —
ronomopduan ¢yukumua. JloxasmBaercda, uto, ecau F(z)eS (S5, S.),
a f(z) 3, F(2), To |f(2)] <|F(2)] B Kpyre |2| <7, rme r onpeaeleHo Co-
OTBETCTBEHHO IO ypaBHeHuAM (8), (21) u (25).



