ANNALES
UNIVERSITATIS MARIAE CURIE-SKLODOWSKA
LUBLIN — POLONIA

VOIL. XIX, 12 SECTIO A 1965

Z Katedry Statystyki Matematycznej Wydzialu Mat. IMiz. Chem. UMCS
Kurator: prof. dr Jan Krzyz

DOMINIK SZYNAL

Certaines inégalités pour les sommes de variables aléatoires et leur
application dans I'étude de la convergence de séries et de suites aléatoires

Pewne nieréwnosci dla sum zmiennych losowych i ich zastosowanie w badaniu
zbieznoéci szeregow i ciggow losowych

}‘lEKOTOPbIE HEPABCHCTBA AJSl CYMM C/AY4aHHbIX BEJIHYHH H HX IPHJIOKEHHE K HCCI1e10BAHHIO CXO-
JAHMOCTH CJIY4aHHBLIX PRI10B H 10C./1e10BaTe IbHOCTEH,

1. Introduction. Une des taches fondamentales dans le domaine
des problémes-limites du caleul des probabilités consiste a formuler des
conditions nécessaires et suffisantes (soit les unes soit les autres) pour
la convergence en probabilité (P.) ou presque siare (p. s.) de séries ou de
suites aléatoires, et — ce qui en est étroitement solidaire — la recherche
des conditions telles que la loi faible ou forte des grands nombres soit
satisfaite. I1 est evident que la réussite dans ces recherches (et non
seulement dans ces recherches) dépend de la ‘“‘force’” des instruments
dont nous disposons. Il est notoire que dans 'étude de la convergence
en probabilité d’une série aléatoire, de la loi faible des grands nombres
(1. faible g. n.), de la concordance des estimateures — ainsi que dans la
formulation d’autres théorémes appartenant a ce qu’on considére comme
loi limites faibles du calcul des probabilités, un role décisif revient a I'iné-
galité de I’. Thebycheff ([10], p. 1538) ¢t a sa généralisation qu’est I'iné-
galité de A. Markoff ([10], p. 158); par contre, I'inégalité de Kolmogoroff
([10], p. 238) et de P. Lévy ([8], p- 138, cf. également [10], p. 247), con-
stituent instrument fondamental dans les démonstrations de théorcémes
appartenant & ce qu’on appelle lois limites fortes du calcul des probabilités,
done dans les démonstrations de la convergence presque sire de séries
et de suites aléatoires, de la loi forte des grands nombres (1. forte g. n.),
de la loi itérative du logarythme et autres.

Les amdliorations ou les muodifications des inégalités en question
peuvent contribuer 4 un renforcement notable des théorémes connus
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ou a la formulation des résultats nouveaux dans ce domaine. Il suffit
de rappeler que les résultats de Ju. Prochoroff [13], concernant la con-
vergence essentielle de séries et de suites aléatoires ainsi que la 1. forte
g. n., résultats qui actuellement sont des corollaires allant le plus loin
dans ce domaine, ont été donnés & partir d’une modification de I'inégalité
de P. Lévy introduite par A. Kolmogoroff [13]. Ce qui plus est, ces amé-
liorations ou modifications non seulement permettent de formuler les
conditions de la convergence en probabilité ou presque sire de séries ou
de suites aléatoires, mais encore elles sont susceptibles de fournir une
certaine information, intéressant le statisticien, quant & la rapidité de la
convergence [2].

Dans cette étude nous donnons certaines modifications des inégalités
mentionnées plus haut, qui ont permis de renforcer ou de généraliser
des théorémes classiques soit connus de la littérature, qui concernent
la convergence en probabilité ou presque sire de séries et de suites alé-
atoires, et ce dans le cas de variables aléatoires (v.a.) indépendantes
aussi bien dans le cas de v. a. dépendantes. Les inégalités citées ont pour
caractéristique ce qu’on n’y fait aucune hypothése relativement a exis-
tence de la variance des v. a., ni méme & l'existence de I’espérance mathé-
matique. Si dans certains cas on pose l'existence de 'espérance mathé-
matique, ce n’est que pour pouvoir formuler les conditions de la 1. faible
g.n. ou bien de la 1. forte g. n., ou pour comparer les résultats obtenus
avec les résultats connus. Les inégalités données fournissent également
une information plus précise quant a la rapidité de la convergence con-
sidérée que les inégalités classiques.

Une partie de ces résultats constituent une généralisation ou un
renforcement des théorémes annoncés dans les travaux [14], [15], [16],
(17], (18], [19].

2. Notations et définitions.

Soit (2, o/, P) une prohabilité espace; c’est-a-dire 2 est un ensemble
abstrait d’éléments o sur lequel est fixé un ¢ corps de sous-ensembles
de 2 et P est la mesure de la probabilité sur (£2, &7). {X,} désigne une suite
des v.a. a valeurs réelles, EX, Despérance mathématique de X,, 02X,
la variance de X,, et Cov(X;, X,) covariance entre les v.a. X; et X,.
Nous désignerons par Ei(X;,) I'espérance mathématique de la variable
X;,r lorsqu’on connait les valeurs des variables X,, X,,..., Xy,
c’est-a-dire

Ex(Xyx) = BE(Xppu Xi = @4 Xiy = @y ooy Xy = ),
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et par sup|Ei(X; x)—EX; ., pour j fixe, la borne supérieure de
|Ex(X;,x)—EX; i lorsque les valeurs que prennent les variables X,, X,, ...
, X varient dans D’ensenble des valeurs admises.
Soient X, et X (k =1,2,...,n) de v.a. telles que tout X posscde
la méme répartition que X, et soit X = Xi— X, (la v.a. Xy est dite
n

symétrisée). Posons 8, = 3 Xy,
K1

Sk = 2 AXs et Sk == v Xk, ol Ak -= Xk-—EXk

k=-l

Dans ’étude nous aurons dgalement besoin des v.a. tronquées que
nous obtenons en tronquant X; ou X3 (k = 1,2,..., %) en points ¢, ke,
ne (¢ — désigne un nombre positif quelconque) ainsi que des v.a. queues
leur correspondant. Nous noterons les unes et les autres a laide de
Pindicateur.

Soit I4 désigne lindicateur de 1’événement A, c’est-i-dire une v.a.
telle que I 4 = 1 ou 0 suivant que A est réalisé ou non.

Désignons

Ur = Xelyxy<qs Ve = Xidyxng, S = 2 Uiy 8, = 2 Vis

m - Xgl[ngKA]’ Vl‘» i ‘ik Jr{|.\L| €] S. :1.2 'r;y S:;‘ =,_2 VI:;

=1

Te = Xelyx,<keyy Wi = XiIpx,oke) S, ZkZ; Tk,

Bo= 3 Wafky8n= 3 Xfk,8n = 3 Th, 8n = 3 Wi
kel k=1 k=1 k=1
TI: — XI(:I[|X?‘|<I“]’ 1‘7; - Xg[]XgJ}ka], S’; == kzl Tl.c/ky
- Wik, & = 2 X3k, St — 2 T, 80— 2 W
0 |

. n % n
Yi = Xilyxyicnny Ze = Xedyxymngs Sa :kz Yy, 8, :,.2 Zs
=] E=1

Yi = -T?;I;!xg;{m,_.zi I X?‘I[lxglkml’ :9’,‘. =) Yi, 8u" = b Zy.

k=1 kel
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Pour une plus grande clarté et simplicité des résultats formulés et
pour eviter de nombreuses répétitions de certaines formules nous posons:

ax(r) = B[ Xel"/ (41 Xi)], ax(r) = E[1XRI"/(¢"+] X2I)],
b, = E*U,/e?, by = E*Uy/e?,
ex(r) = E[| Xyl (K" + | Xil'], ek(r) = E[1XiI"/(K"e"+ | Xi["],
dy = E*Ty|k2%?, d. = E* T} /k%2,
er(r) = E[|1 X" (W'’ + | Xi)], ek(r) = E[1X}I"/(n"e"+ | Xi|'],
fi = E* Y 0*é, fx = E* Y [n'e,
hi(r) = E[IXE"/(e -+ 1 XR|"], se(r) = E[IXE"/(K"e" + | Xz|)],
te(r) = B[ X"/ (0" + | X7|")], we(2r) = 0" E[| X"/ {(ne)*" + | Xal*)],
up(2r) = W B[ Xk /((ne)” + | X21)],
oll r est un nombre tel que 0 < r< 2,k =1,2,...,n.
Nous nous servirons des définitions suivantes.
Soit {X,} (» = 1,2, ...,) une suite des v.a. Nous disons que la série
2 X, est convergence essenticlle, s’il existe une suite de constants {c,}
telle que la série X(X,—¢,) est convergente presque sure. La suite {X,}
est stabile en probabilité ou presque sarement, si X, —e¢, il 0, n — oo,
ou X,—e, > 0, respectivement. En étudiant la stabilité en probabilité
ou presque sire de 8, /n ou 85, /n, nous désignerons
(i) Sn/n— ES,n = 0, ou (i S%/n—ESh/n - 0,n — oo,

8} S,‘/n—Eé',,/np—'i' 0, ou (j% S(,),/'IL—ES;/’)L”—.H; 0, n — oo,

Nous disons que la suite {X,} obéit & la loi faible ou forte des grands
nombres, si

(k) Sy /n + 0, ou (1) 8&/n"3 0, n - oo,

respectivement.

Nous disons que la répartition de v.a. Y conditionnée par v.a. X
est symétrique (par rapport a zéro), si pour tout a >0 P[Y > a|z]
=P[Y < —a|z] p.s. [1].

3. Inégalités pour les variables aléatoires queues.

Nous donnons d’abord les inégalités que nous utiliserons pour dé-
montrer toutes les autres inégalités.
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Lemme 1. 8i les X, (k =1,2,...,n) sont des v.a. quelconques, on
a pour toul e >0 et r >0

(A) P[I8,] = ] < f’lllkl«l\ Skl 2 2 EQVl (€ + Vi1,

(B)  P[I8;] = ¢] < P[max|8i| > e] < 2 3 BUWM (K -+ Wi,

k<n

(€) P8y = nel < P[mMISm = ne]j - 2;.2 ETIZy" (W +|Zk)],
ve=]

§u

et dans le cas de Uexistence de l'espérance mathématique finie EX,

(D) PS> €] ‘P[gmxw;‘l > €] < kz E[V /(€4 VDI,
<n =1

(B) P[SI>¢]: P[nm|s | > €] < "ZE[WI/( K +1WiNI,

&11

(F) P8 = nel < Plmax|S3°| > ne]l < 2 3 E[1Z4 /(€0 +123")].
k< kil

Demonstratlon. I1 suffit de démontrer Pinégalité (A4). Soit A}

ﬂ (1871 < €], B = Ak_y ~ [I8k_,| = €].

En observant que
[18% = £] = |[185] = e] w [Vi # 0]
(puisque |[|[X +Y| > e]l ~ [Y = 0]] = [|1X] = ¢]

et [1X+¥)> el [¥ 7 0] < [¥ 70,
nous avons

Bi c {45, ~ (185l = el o [Vi # 0]]) = A5y ~ [Vi # 0]

c [V # 0],
done
n n n
Pimax |8 =>¢] = P(U (18| = ¢]) = P[ Y Bel = Y P[1 Xyl = ¢]
k<n k=1 k==l k=1

" "
= E El[u\".-,,-q <3 .}: E[1X; (4 Xk.rﬂﬂ:.\‘h ely
k=1 k=1

ce qui termine la démonstration. Les autres indgalités sont démontrées
d’une facon analogue par la mise en oeuvre des notations appropriés
de 2. La formulation explicite de toutes ces inégalités est donnée pour
faciliter les développements ultérieurs. La convergence en probahilité
de séries et de suites aléatoires.
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La convergence en probabilite de series et de suites aleatoires

4. Inégalités utiles dans 1'étude de la convergence en probabilité de séries
et suites de v.a. indépendantes.

Lemme 2. Si les X, (k=1,2,...,n) sont des v.a. indépendantes,
on a pour tout ¢ >0

(I) P[|S,—ES,| > 2¢ > 2 3 E[Xi/(&+X})]— 3 E*U/e?,
k=1 k=1

ou (en supposant Uexistence de Uespérance mathématique EX,)
(I PlS,—ESi|>2e]1<2 3 E[Xi (& +X¥)]— 3 E*Uklet.
K= K21
Démonstration. En utilisant 1’inégalité élémentaire, P(|X + Y| > 2¢)

SPlX|=e]+P[|Y| =€), on a
(1) P[|8,— ES;| = 2¢] < P[|8,— ES,| > ]+ P[I8q] > ¢].
Par l'inégalité de Tchebycheff, nous avons

P|S,— ES,| > €] < 028, /2.
En remarquant maintenant que
. I ¢! € e X
0?8 fe? = ;, E— Tixy<q — kZ,:Elellka‘l

=1

n

< 2 kZ‘l E[Xlzt‘/(ez+Xl:)c)]I[|Xk|<,] - kz:l E2 Uk/e’,

on a
(2) P[IS,—ES,| > e]1<2 Y E[UL[(+TUh)]— 3 E'U,/¢.
k=1 k=1

En ajoutant (2) et (A) par (1), nous avons (I).

Les inégalités (I) et (I°) seront utilisées pour I’étude de la convergence
en probabilité des séries XX, ou ZXJ respectivement. Pour obtenir une
inégalité utile dans ’étude de la stabilité en probabilité S,/n, il faut
substituer, dans l’inégalité (I) X,/n & X, et s;./n a S,. Pour donner les
conditions faisant que la suite X, obéisse a la 1. faible g. n., il sera fait
appel a l'inégalité (I°) ou & X, on a substitué Xj/n et & S, on a substitué
S‘,',/n. Les démonstrations de ces inégalités transformées sont effectuées
de maniére analoge aprés avoir utilisé des notations appropriées de 2.

Comme dans certaines considérations nous avons affaire & des cas
spéciaux de variables aléatoires indépendantes (p. ex. v.a. symétriques),
il est intéressant d’en analyser de plus prés certaines. Pour ces classes
de v. a. les inégalités du lemme 2 revétiront une forme plus ‘‘élégante’.
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Lemme 2': Si les X, (k =1,2,...,n) sont des v.a. indépendantes,
telles que KU, = 0 ouw EU; =0, et EY;, =0 ou EY, = 0 pour tout k
(p. ex. si X, sont symétriques par rapport a Dorigine ou symétriques par
rapport a UVespérance mathématique EX,), on a

(L) P(18,] > 2¢] < 22‘} E[X*[[e;+X)],
et

() PISA > 2e1 < 2 3 BLXE/(e* + X))
respectivement. L

Ces inégalités, comme il est aisé de Pobserver, constituent dans le
cas considéré un renforcement de l'inégalité de Tchebycheff.

Dans 1’étude de la convergence en probabilité, presque siire et essen-
tielle de la série de v. a. indépendantes une role important est joué par
la méthode de la symétrisation des v.a. C’est pourquoi I'inégalité pour
les v. a. symétrisées est fort opportue. (Pest une telle inégalité que donne

Lemme 3. Si les X, (k =1,2,...,n) sont de v.a. indépendantes, et X
les v. a. symétrisées correspondant aux X,, on a pour tout ¢ >0

(IT) PISL > 2e] < 2 3 ELXRE + (A7),
et en particulier
(IT") P18 > 2ne) <2 3 BUXRP (0’ + (X))

La démonstration des ces inégalités s’effectue de la méme facon que
celle du lemme 2.

L’inégalité faible de la symétrisation et l'inégalité des lemmes pré-
cédents permettent d’obtenir des inégalités bornant la probabilité de la
déviation de la somme des v.a. de sa médiane. Cette horne est donnée
dans les termes des moments de certaines fonctions des grandeurs X,
de cette somme.

Lemme 4. Si les X, (k =1,2,...,n) sont de v.a. indépendantes, on
a pour tout ¢ >0

P18, —m(8,)| > 4]

P[185] > 4] !
P[|8,—m(8,)| > 4e] ) )

(IIT') | P[1S5] > 4e] < 4{2 Sf‘. BX;/(£+ X3)]1— 2 E*Uy/¢},
P[18,— ES;| > 2¢]

ou m(X) désigne une médiane de X.

(L) | <4 kZ E[(XR)?/((2¢)+ (X07)],
=1
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Démonstration. Utilisant 1’inégalité faible de la symétrisation

(8) PlX—m(X) > Le] < 2P[|X°] > 4e]
< 4P[|X —a| = 2¢] ([10], p. 245),

vraie pour tout ¢ > 0 et a > 0, et du lemme 2, 2’; et 3, posant X = §,,
X* = 8, et substituant ES, a4 a, nous obtenons les inégalités requises.

On peut donner des inégalités analogues pour les v. a. centrées sur
Pespérance mathématique.

Considérons maintenant certaines généralisations des inégalités men-
tionnées, consistant & remplacer la seconde puissance des v.a. (r = 2)
par une puissance telle que r > 1.

D’abord nous prendrons en considération le cas 1< r» < 2. Dans
I’étnde de cc cas un réle important revient a l'inégalité de Bengt von
Bahr et Carl — Gustav Essen [1].

Siles X, (kK = 1,2,...,n) sont des v. a. indépendantes avee EX, = 0,

n

alors H|(S,"<[1—D(r)]"' 3 E|X:", ou r obéit aux inégalités suivantes
k=1

(4) D(r) = [13,52/(=2,6) 1 (r)sinar/2 < 1
e 1<r<2;
on

n
E|8,"<(2—n"") 3 B\X,/.
k=1

Done nous pouvons appliquer 'inégalité
n
(5) E|8." < M(r,n) > E| X4,
¥
ou M(r,n) =min{2—n-Y [1—D(r)]"} si (4) est satisfait et M (r, n)

= 2—n"1! au cas contraire.

Lemme 5. 8i les X (k=1,2,...,n) sont des v.a. indépendantes,
on a pour toul ¢ >0

(IV)  P[I8,—ES;| > 2¢] < 4¢, M(r, n) kZ E[I1 X" (£ +( X1,
-]
ou (en supposant Uexistence de Despérance mathématique EX,)

(IV%)  P[|S3—ES;| > 2¢] < 4, M(r,n) i‘ E[I1 X" (&4 XkN1,
k=1

o 1<r<2 e c =2,
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Démonstration. 11 suffit de démontrer (IV). KBn utilisant l'indgalité
de A. Markoff, nous obtenons

P[|S,—ES,| > ] < E|S, —ES8,["|¢’
L’inégalité (5) permet d’écrire
E|(8,—ES,"|e < M(r,n) ¥ E{U,—EU,|"|¢
fim1

En utilisant maintenant P’inégalité ou ¢, = 2" ' pour » = 1 ([10], p. 155),
et £ X <(EIX", on a

e E|\Ux—EU" < e "¢, (E(|Uel+E|Usl) < 26,6 "B |Uil"

o 7 T r r

Et donc 4('rE[lUlsl /(6 +lUkl )]'

(6) P[|8,—ES;| > €] < 4e, M(r, n)kg E[1U"[(£+ U]

En ajoutant (6) et (A) par (1), nous avons (IV).
Pour les v. a. considérées dans le lemme 2 nous obtenons
Lemme 5'. Dans les conditions du lemme 2', on a

(Ivy) P[|8,| > 2¢] < 2¢, M(r, ")kZ E{ Xk (+ X1,
=1

ou

(IVY) P[I8% > 2¢] < 2¢, M(r,n) 2 E[ X2 (£ +|X3N)].

Les indgalités (IV,) et (IV]) dans le cas étudié renforcent 1’inégalité
de Markoff. Pour les v.a. symétrisées, nous avons

Lemme 6. 8¢ les X (k=1,2,...,n) sont des v.a. indépendantes,
et X les v. a. symétrisées correspondant aur X, on a pour tout ¢ > 0

(V) P[|8) > 2¢] < 2¢, M(r, n) 2 E[1 X" (e +[X)],
et en particulier
(V') P[|87] > 2ne] < 2¢, M (r, 'n)kZ B[ X [(n"e" 4 | X&M)].

On peut transformer de maniére analogue le lemme 4.

Lemme 7. 8i les X, (k=1,2,...,n) sont des v.a. indépendantes,
on a pour toul £ > ().

P[|8,—m(8,)| > 4e]
P[I8:] > 4e] |
IP[ISn—m(Sn)I > 4e]
(VI') [ P[I185] > 4e]
P[|8,—ESy| = 2¢] I

(VI) ‘ < e, M(r,n Z E[ X ((2e) +1Xal)],

< 160,.M(T, n) E E[|Xk|r/(5r+ IXkIr)]
k=1
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Considérons & présent le cas ou » > 2. Dans ces considérations un
role important reviendra a Pinégalité de Marcinkiewiez et Zygmund [11].
Si les X, (k=1,2,...,n) sont des v.a. indépendantes avec KX,
=0, on a
(7) EIS,[" < e 3 BIX, ™
. K1

ou 7 = 1, et ¢, est une constante dépendante de .
Grace 3 (7) nous pouvons démontrer

Lemme 8. 8i les X, (k=1,2,...,n) sont des v.a. indépendantes,
on a pour tout ¢ >0
(VID)  P(I18,~BS,| > 261 < 4" 3 BUX (24 a1,
ou (en supposant lexistence de l’espéra;we mathématique KX,)
(VI PLIST—BSH > 2] < 4’ 3 BOXI /(& +122)],

ot r>1 et ¢, > 1.

La démonstration de ce lemme est en principe la méme que les dé-
monstrations des lemmes précédents si ’on utilise ’inégalité de Marcin-
kiewicz et Zygmund pour les v. a. tronquées.

Des transformations analogues se laissent cffectuer dans le lemme 3.
En éerivant cependant ici les inégalités pour les moyennes, par I'inégalité
(7) nous obtenons

Lemme 9. Si les X (k=1,2,...,n) sont des v.a. indépendantes,
on a pour lout ¢ >0

P[18n/n—m(Sa[n)| > 4¢] o A 8 2r 2r 8 \2r
< E X Xn !
P[|85] = 4ne] 4cm k; LXE[((2ne) + | Xa*)]

P[|8n/n]—m(8a[n)| = 4e]

(VIIT') } P[|8%] > 4ne] < adn" 3 BUIXY ((ne) 1 Xal*)]
= K=l

P[|8,—ES,| > 2ne]

(VIII)

ou r=>1.

Prenons finalement en considération les v.a. indépendantes & la
méme répartition. Dans ce cas nous aurons hesoin seulement d’inégalités
pour les moyennes. Nous pouvons démontrer.

Lemme 10. St les X, (k =1,2,...,n) sont des v.a. indépendantes
a la méme répartition, on a pour tout ¢ > 0
(IX)  P[IS.—ES,| > 2ne] < 2ne, M(r, n)E[|X]"[((ne)" +|X|")]
pour 1 < r < 2,
(IX') P[|8,—ES,| > 2ne] < 4e;n” E[| X[ [((ne)*" +|X[")] pour > 1;
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ou (en supposant Dexistence de Vespérance mathématique EX),)
(IX0)  P[|85—ESy > 2ne] < 2ne, M(r, n) E[1X°"[((ne) 4| X°|")]

pour 1 < r <2,
(IX) P[|S5—ESS| = 2ne] de,n” B[IX 1 [((ne)” +|X°*")] pour r > 1,

o ¢,, ¢, et M(r,n) désignent des grandeurs introduwites précédemment.
La démonstration est conforme au raisonnement des démonstrationes
des lemmes précédents.

Remarque. Observons que, en supposant Pexistence de D’espérance
mathématique LX, = u, ES, wjn =, et ES,,/n — 0, n — oco. Done, des
2 suffisamment grands (n > N), les incgalités (IX), (IX"), (IX9), (IX?®)
donnent une borne de P[|Sy| > 2ne]. Les inégalités ainsi transformées
donnent une borne plus précise de la probabilité de P[|Sy| > 2ne] que
les indgalités de Brillinger [2], qui estiment la rapidité de la convergence
S,/n vers p. En outre, ces inégalités comportent seulement des quantitiés
explicites et ainsi les inégalités données dans [2] constituent des cas
particuliers des inégalités du lemme 10.

5. Les conditions de la convergence en probabilité de la série de variables
aléatoires indépendantes.

Théoréme 1. St {X,} est unc suite de v.a. indépendantes, telles que
2 (2a,(2)— n)< oo, ou dans le cas de Vexistence de lespérance mathé-
matique finie EXn,Z(2an(Z)— 2 < oo, on a E(X,—EU,)< oo, ou
(X% —EU;) < oo en probabilité wspectivenwnt.

Démonstration. La démonstration de ce théoréme résulte aussitot

de inégalité (I) notée sous forme de
nik
WP [|(Spix—ESn k) — (Sk—ESi)| = 2¢] <lim ) (2a,(2)— ;) =0,
k0o

ko0 1. l
n—>00 f—>o00

et D’inégalité (I°) notée sous une forme analogue.
Les inégalités (I,) et (I{) permettent de formuler des théorémes analo-
gues (plus effectifs) pour la classe de v. a. considérées du lemme 2'.

Remarque. Comme la convergence en probabilité de la série de v.a.
indépendantes équivaut & la convergence presque sire de cette série
({10], p- 249), donc les conditions de théoréme 1 sont également des
conditions de la convergence presque sire des séries données considérées.

Lemme 5 permet de démontrer

Théoréme 1'. Si {X,} est une suite de v.a. indépendantes telles que
Za,(r) < oo, ou dans le cas de Vexistence de lespérance mathématique EX,,

Annales 7
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Sag(r) < oo, 00 1<r<2,onaX(X,—EU,) < oo, ou Z(X,—EUy) < oo
en probabilité respectivement.

Dans le cas particulier, lorsque » = 1, nous pouvons obtenir un résultat
plus fort. Notamment.

Corollaire 1. Dans les conditions du théoréme 1', la convergence des
séries Xa,(1), Za,(1) sont des conditions suffisantes pour la convergence
en probabilité des séries £X, et XX, respectivement.

Démonstration. Tl suffit d’observer que la convergence de la série
Za,(1) implique la convergence de la série TEU,. Il résulte de Pinégalité

|EUa| < 2E[|Unl[(e+|Ual)] < 2E[|1Xal[(e+ [ Xa])] = 2a,(1).

Remarquons que pour certaines classes particulicres des v. a. on peut
donner les conditions nécessaires et suffisantes de la convergence en
probabilité de la série ZX,. Pour ex. on peut démontrer.

Théoréme 2. 8¢ {X,} est une suite de v.a. telles que EU, = 0 pour
tout n, alors la convergence de la série Za,(2) est une condition nécessaire
et suffisante pour la convergence en probabilité de la série XX,.

Démonstration. La suffisance résulte du théoréeme 1'. Etant donné
que la convergence en probabilité de la série de v. a. indépendantes équi-
vaut & la convergence presque stre de cette série, il suffit de démontrer,
4 partir du critére des trois séries de Kolmogoroff, que:

ZEU, < 00, ZP[|X,| > e] < oo et 22U, < oo ([10], p. 237).

L’observation que dans la condition EU, = 0, la convergence des
séries SP[|X,| > ¢] et ZEU; équivaut i la convergence de la série Za,(2),
termine la démonstration. La derniére équivalence résulte de l'inégalité.

E[Va/(¢+7V, ] P[IX,] > el < 2E[Va/(£+V3)], et
E(UL/(+ U] < EUsle* < 2E[Us/(£+U3)].

Il importe de signaler un cas particulier de ce théoréme, qui concerne
les v.a. symétrisées. I’inégalité (II) permet d’obtenir.

Théoréme 3. Si {X,} est une suile des v.a. indépendantes et si {X3}
est la suite des v. a. symélrisées correspondant aux X,, alors la convergence
de la série Zh,(2) est une condition nécessaire et suffisante pour la conver-
gence en probabilité de la série XX;,.

En substituant, dans les théorémes 2 et 3, aux conditions Xa,(2)
< 00, Zh,(2) < oo les conditions Za,(r) < oo, Zh,(r) < oo, nous pou-
vons seulement démontrer

Théoréeme 2'. Dans les conditions du théoréme 2, la convergence de la
série Za,(r) < oco(l <r < 2), est une condition suffisante pour la conver-
gence en probabilité de la série XX, .
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La démonstration résulte de Dinégalité (IV).

Théoréme 3'. Dans les conditions du théoréme 3, la convergence de la
série Th,(r) (1 < r < 2) est une condition suffisante pour la convergence en
probabilité de la série XX, .

La démonstration résulte de l'inégalite (V).

Des théorémes analogues se laissent formuler pour les v. a. centerées
sur Pespérance mathématique.

Nous remarquons maintenent que les inégalités (11T) et (VI) permettent
de donner les conditions suffisantes de la convergence en probabilité
des séries symétrisées de v.a., exprimées par des v.a. auxquelles on
a appliqué la symétrisation.

Théoréme 4. Si {X,} est une suite de v.a. telles que X(2a,(2)—b,) < oo,
ou Xa,(r) < oo, ot 1 <r <2, alors la séric X, est convergente en pro-
babilité.

Evidemment, le théoréme 4 est aussi une conséquence directe des
théorémes 1 et 1’y grice & P'équivalence essentielle de la convergence
P. 8. des séries de v. a. symétrisées, mais comme ce théoréme a été obtenu
par des inégalités, il fournit une certaine information sur la rapidité de
la convergence de la série de v.a. symétrisées. Cette information est
exprimée en des termes primitifs des v. a.. Ceci concerne également les
théorémes précédents qui fournissent une certaine information sur la
rapidité de la convergence en probabilité de la série XX, X(X,—EU,);
ou ZX%, X(X0—EU;).

Du théoréme 4 nous obtenons

Corollaire 2. 8i {X,} est une suite de v.a. telles que X(2a,(2)—b,) < oo,
alors Xh,(2) < oo.

6. Stabilité de S,/n et la loi faible des grands nombres.

Les inégalités (I), (IV), (VII) transformées convenablement perme-
ttent de démontrer.

Théoréme 5. Si {X”} est une suite de v.a. mdépendantes telles que:

2(2ek(2)—fk)—>0 ou S‘ek(r)—>0 ot 1<r<2, ou Zuk 2r) - 0, ou

=21,n = oo,

alors on a (i).
Dans le cas de Pexistence de I’espérance mathématique finie, on peut
donner les conditions de la stabilité en probabilité de S)/n. Nous nous
bornerons seulement 4 donner les condltlons de la satisfaction de la 1.

faible g.n., c’est-i-dire pour que S5 /n . 0. Nous observons cependant
d’abord que le lemme 7 permet de démontrer
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Théoreme 6. Si {X,} est une suite de v.a. indépendantes telles que

D h(r) >0,1<r<2,n > oo,
k=1

alors 8,/n—m(S,[n) 5 0, et Sy/n s 0, n — oo.
Théoréeme 7. Si {X,} est une suite de v.a. indépendantes telles que

n "

D (2e(2)—fx) > 0, ou N ex(r) -0,

kel k=1

n
o 1<r<2, ou kz e (20) -0, r = 1, n — oo,
-]

alors S,[n—m(8,/n) kid 0, Sy/n ¥ 0, et Sn/n—EAST',,/n =] 0,n — oo.

Remarque. Observons que le théoré¢me 6 donne les conditions pour
la convergence en probabilité vers zéro S,/n— m(S,/n) et 8,/n qui sont
exprimées en termes de v.a. symetrisées. A cause de la symétrisation,
la vérification de la satisfaction de ces conditions n’est pas toujours
facile dans la pratique. C’est pourquoi il convient d’avoir (pour des
raisons pratiques) ces conditions exprimées en terms de v. a. de la suite
initiale. Ces conditions donées le théoréme 7.

Des théorémes analogues, formulés pour des v. a. XJ peuvent s’avérer
utiles dans la formulations des conditions de la satisfaction de la 1. faible
des g. n. Observons qu’entre autres on peut démontrer.

Théoréeme 8. Si {X,} est une suite de v.a. indépendantes telles qu’il
existe l'espérance mathématique EX,,

S up(2r) =0, ou r>1, et m(Sp/n) =0, n — oo,
K21
alors la suite {X,} obéit a la loi faible des grands nombres.
Nous formulerons a present quelques autres theoremes concernant la
1. faible g. n.

Théoréme 9. 8i {X,} est une suite de v.a. telles que 3 (2€x(2)— fz) >0
i K=l

et ESh|n —0, ou 3 en(r) >0 et ESh/n — 0,00 1< r<2 ou Y up(2r) >0
~ k=1 k=1
et ES;[n — 0, ot r =1, n —> oo, alors la suite {X,} obéit a la loi faible des
grands mombres.
La démonstration résulte aussitoét des indgalités (I°), (IV?), (VII?),
convenablement modifiées.

Dans le cas » = 1, nous pouvons obtenir un résultat plus fort.

Corollaire 3. 87 {X,} est une suite de v.a. indépendantes telles que
n
D ex(l) >0, alors la suite {X,} obéit & la 1. faible g. n.
kel
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n
Démonstration. Il suffit d’observer que la convergence de ) (1)
3 K=l
vers zéro implique la convergence de ES;/n vers zéro. Cela résulte de

Pinégalité
|BY g nel < 2E[Y;/(ne+Y3)] < 2E[Xy/(ne+X3)

et du théoréme 9.
Dans les conditions du lemme (2'), nous obtenons le critére pour la 1.
faible g. n.
Théoréme 10. Si {X,} est une suwite de v.a. indépendantes telles que
EY; =0 pour tout k(k=1,2,...,n e n =1,2,...), alors la conver-
n

gence de Y E[X:*[(n*+ X})] vers zéro, est une condition nécessaire et suffi-
k=1

sante pour que la suite {X,} obéisse a la l. faible g. n.

Démonstration. La suffisance résulte de 1'indgalité modifiée (I°).
La nécessité par contre résulte du critére de la convergence dégénérée
de Kolmogoroff ([10], p. 278). Notamment les conditions

n

2 P[1X;| = ne] —> 0, ESL/n — 0, 6285 /n? — 0, n — oo,
prenant dans I'hypothése EY, = 0 la forme

n n
2 P[|Xy| > ne] -0, pX BY;*[n’s* -0, n — oo,
1 k=]

k=~
équivalent & la condition Y E[X;’[(n’¢+X:")] — 0.
k=1
En effet, vu que

E(Z} (w8 +2Z:1)] < P[1 Xkl = nel < 2E (23} |(n* e+ 23],
et
E[Y (w8 + Y] < EYR n*e < 2B[ Y, [(n’8+ XiH)].

En ajoutent les deux derniéres inégalités, nous obtenons 1’équivalence
requise.

Ce théoréme non seulement donne, dans le cas considéré, le critére
de de la loi faible des grands nombres, mais encore, grace & 1'inégalité
modifiées (II°), il informe de la rapidité de la convergence en probabilité
de S /n vers zéro.

Etant donné que les v.a. symétrisées satisfont la condition

EXiI[ - = 0, nous pouvons formuler pour elles un critére de la
Xl <na)

stabilité de la convergence en probabilité.
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Théoréme 11. Si {X,} est une suite de v.a. symetisces, alors la con-

n

vergence de D 1(2) vers zéro, est une condition nécessaire et suffisante pour
k=1

P
Su/n — 0, n — oo.

Remarque. Les théorémes donnés ici, entre autres, renforceront la
1. faible g.n. de Tchebycheff et de Markoff. En effet, de la condition

de Tchebycheff 3 628, /n* — 0 pour la 1. faible g. n. il résulte que
k=1

3

S [26e0(2)—fe1< 2 Y ek(2) <2 3 o' Xy /0 -0,
k=l ke kel

—

et

\ES%/n| = |ES:* [n) < Y B\Zkn < 3 a*Xi/n’s® -0,
K=l

c’est-a-dire les conditions du théoreme 9. Et quoiqu’elle ne soient pas
toujours équivalentes du critére de Kolmogoroff de la convergence dé-
générée, grace aux inégalités appropriées clles fournissent une certaine
information sur la rapidité de la convergence en probabilité de S5 /n.

Il importe encore d’attirer ’attention sur les conditions de la 1. faible
g.n. qui se laisse formuler griace aux inégalités (III') et (VI') convena-
blement modifiées.

Théoréme 12. Si {X,} est une suite de v.a. indépendantes telles qu’il
existe espérance mathématique EX, , et:

5 [262(2)—f2] - 0 et m(Sh/n) 0, ou
k=1

kZ er(r) >0 et m(Sy/n) -0, okt 1 <r<2,n — oo,
=1
alors la suite {X,} obéit a la 1. faible g. n.

Le dernier théor¢me peut s’avérer maniable dans ’étude de la 1. faible
g. n. pour ces classes de v. a. indépendantes pour lesquelles il est facile
de vérifier si m(8%/n) -0, n — oo.

Considérons maintenant la suite de v.a. indépendantes & la méme
répartition. Le théoréme connu de Khintchine constate que ’existence
de l’espérance mathématique est une condition suffisante pour que la
suite {X,} obéisse a la 1. faible g. n. Nous pouvons démontrer ici.

Théoréeme 13. Si {X,} est une suite de déterminations indépendantes
d’une v. a. X, et 8'il existe Vespérance mathématique finie KX, = u, alors
les suites:

(8)
{nE [le(n2+xz)]l[lX|>nJ}’ {"E [le('”'2 +X2)]I[|X|<n)}7 {"’E [le(n2 _+X2)]}’
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sont convergentes vers zéro et la suite {X,} obéit a la 1. faible ¢. n.

Démonstration. Puisque D'existence de 'espérance mathématique
EX, implique la convergence simultanée des séries:
Z‘E[X’/(7L2+X2)][[,XL},,], L‘E[X”/(af+X2)]I“x,<,,], YE[X?(»'+X°)][17],
done par la la convergence des suites (8) vers zéro. L’application de
Pinégalité (IX) termine la démonstration.

A la fin des considérations concernant les v.a. indépendantes a la
méme répartition, observons que l’inégalité (IX) améliorée permet de
démontrer d’'une maniére simple [3] le théoreme de P. L. Hsu et H. Robbins
[5] relatif & la convergence presque compléte de la suite {S,/n}.

Théoréme 14. Si {X,} est une suite de détermonations indépendentes
dune méme v. a. X, et s'il existe EX; = EX?, alors

D P[|8,—nu| = ne]l < oo.
Nne=1

Démonstration. Remarquons que
= - - n
P18, —ES,| = 2ne] < E(8,—ES,)' [n'e' + 3 P[|Xy| > ne]
k=l

< E[Yi—EY.)*n’ ”_"__” _R
k k) e+ . [E(Y,—EY )]+ nP[| Xy = ne]
16 3 1

(:3'54“) E* Y+ nP[IX] > nel.

,

Pulsque l'existence du deuxi¢tme moment implique la convergence
des séries: Z(E]Xr‘lnxqu [n3), ZnP[|X]| = ne] et
Z(E2X21[|.\']<ﬂl]/,nz)’ ([3], D. 56, 57)7
at aussi celle des séries
Znk [X4 /(75454 ”i"X‘)]IuXKm]’ ZnE [X4/(n454+X4]I[|X|>na] .
D’ou
(9)

. 3(n—1
P[|8,—ES;| > 2ne] < 32nE[X/(n'e + X*)] + —{:38‘ !

2 v2
-E° X1 x1cnep
Et comme les expressmns de droite sont des expresmons d’une série

convergente, ZP[|S, ES,,' > 2ne] < oo. Mais ES' [n — u, doncZP[|S,—
—np| = ne] < oo, ce qui prouve la convergence presque compléte de S, /n.
Nous sommes en état de démontrer le théoreme plus fort.

Théoreme 15. Si {X,} est une suite de déterminations indépendantes
d’une méme v.a. X, alors les séries:
(10)
InE[X*[(0*+ X*) I x cnyy EnE [ X* [(n* + X*) ]I x)5n) EnE [ X*(n* 4 X1)],
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sont équivalentes deux a deux en convergence, et la convergence de chacune
d’elles est une condition nécessaire et, suffisante pour qu’on ait EX? < oo;
par suite, elle est une condition nécessuire et suffisante pour que LI [|S, — nu|
= nej < oo.

Démonstration. La vérité du théoréme résulte de ce que la con-
vergence des séries:

ZnE[Xt/(n4+X4)]I[[.\‘|<n]’ ZnE [X4/('"/4 ‘+‘X4)]I[|X|:,n],

est équivalente de la convergence des séries: S(EX‘I|, Xj<n)[?®) ZnP[|X]|
> n]; et la convergence de chacune des deux dernitres séries est équi-
valente pour qu’on ait EX? ([3], p. 56, 57).

Ainsi donc la convergence des séries (10) constitue une condition
nécessaire et suffisante de la convergence presque compléte se S, /n.
Ce qui plus est, grace a 'inégalité (9), nous avons la possibilit¢ d’estimer
la rapidité de cette convergence et ceci peut servir dans des considéra-
tions statistiques.

Les inégalités données dans 4. se laissent détendre, avec certaines
modifications, sur les variables aléatoires dépendantes.

7. Inégalités utiles dans Pétude de la convergence en probabilité de séries
et suites de v.a. dépendantes.

Lemme 11. 87 les X, (kK =1,2,...,n) sont des v.a. quelconques, alors
on a pour toul € > 0

(X)
P(I8,—ES,|>261<2( 3 B X4 /(& + X})] +e72 ¥ Cov(Uy, Up)}—e~% 3 B2 Uy,
k=1 lf<hken ]

ou (en supposant Uexistence de Vespérance mathématique EX;)

(X%  P[I8,—ESi| > 2¢] < 2{ 3 E[XP?/(£+X¥)]+e* 3 Cov
K=1 ;

1<i<kgn

T, ; U;)}—e-’kz E*'U;.
=]

Démonstration. Il suffit de démontrer (X). En utilisant Iinégalité
de Tchebycheiff, on a

(11) PSi—ES;| =z e]l<e 68, =Y a?Ur+2 3 Cov(Uj, U
k=1

N l§1<k<n
= 8_2(2 EU,2‘+2 2 Cov (U, Uk)_z E? Us)
kel lgi<kan kel

< 2{"‘_“,1 E[U{/(e2+ U1+ 3 Cov(Uy, U,,)}—.s-zkgl B U,.

Igi<kgn
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En ajoutant linégalité (11) a D'indgalité (A), par (1), nous obtenons
Pinégalité (X).

Nous obtiendrons des inégalités beaucoup plus faibles si nous utilisons
les inégalités de Markoff et

n
EI8. <w ' Y E|Xyyr>1.
P

Lemme 12. 87 les X; (k=1,2,...,7n) sont des v.a. quelconques,
on a pour tout ¢ >0 et r >1
(XI) PIS,—ES)| = 261 < 4,07 3 ay(r),
k=1
ou (en supposant Deristence de Uespérance mathématique EX),)

(X1I°) P[|S,—ESy| = 2e] < de,n™ " Y ap(r).
k=1

Pour certaines eclasses particuliéres de v.a. dépendantes, on peut
obtenir des inégalités qui permettront d’étendre certains résultats obtenus
dans les 4. et 5. pour les v. a. indépendantes sur certaines classes de v. a.
dépendantes.

Lemme 13. 8¢ les X, (k=1,2,...,m) sont des v.a. telles que
Cov(U;, Up) < 0, ou Cov(U;, Uy) <0, on a (I), ou (I°) respectivement.

Si les sommes de v.a. tronquées forment une martingale, nous
obtiendront des inégalités étendant (I,) ou (I9).

Lemme 14. Si les X, (k =1,2,...,n) sont des v.a. telles que les
EU,=0,EU,\U,, U,y,..., Uy, =0p.s.,, ou EUf =0, EU|U;, Us, ...
ey Upy =0 p. 8. (k=2,3,...,n), on a (I,) et (I}) respectivement.

Démonstration. Dans les conditions du lemme 14, par D’inégalité
de Tchebycheff, nous obtenons

P[|8,] = €] <k21 EUi[e* < 2k21 E[Ui/(e*+ UR)].

En ajoutant cette inégalité a (A) par (1), on a (I,).

Prenons maintenant en considérations les v.a. conditionnellment
symétriques.

Lemme 15. Si les X (k =1,2,...,n) sont des v.a. telles que la
répartition de tout U, conditionné par S, ou de tout Umyr conditionné
par Sy sont symétriques 1 < m < n—1, on a

(XII) P18, = 26] < 2k§ B[ Xl [(€+1XxN)],
-l

et '

(XTI P[|8a > 2e]1< 2 ,‘Z‘IE[IXZI’/(E'HXZI')]

respectivement.
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Démonstration. Etant donné que pour les v.a. obéissant aux conditions
du lemme 15

E|Sn|r : E E|Uk|r9 pour 1<r<2 [1]7
k=l

faisant un raisonnement analogue a ceux des démonstrations des lemmes
précédents, nous obtenons (XII).
Mettant a profit 1’étude [1] nous sommes encore état de démontrer
Lemme 16. 8i les X, (k=1,2,...,n) sont des wv.a. telles que

il

B(UilRy) =0p.s. 1<i<m+1l<nou R,y = Uy ou E(U{ | Rm:)

mi1 k=1, k#1
=0p s 1<i<m+l<n,ou Ruy= 3 Uz,ona
k=l ki
(XIII) P8, = 2] < 2(2—7‘»")k2 E[| X" (€ +| XD,
=]
et
(XIII®) P[IS =261 < 2(2—n7") Y E[| X" [(F+(Xkl)]
ka1
respectivement.

La démonstration du lemme 16 s’appuic sur l'inégalité
EIS,"<@2=n") N E|X, pour 1<r<2 [1].
=1

Lemme 17. 8¢ les X, (k=1,2,...,n) sont des v.a. telles que
E(U,118u) =0 p. s. ou E(Up 1 |80m) =0 p. s, on a pour tout ¢ >0

(X1V) PUIS.I > 261 < 4 3 BILKE +1 X,
et )

(XIV?) P83 > 261 < 4,2;: E[ X /(& +1 X))
respectivement.

La démonstration s’appuie sur l’inégalité
EIS," <2 ¥ E| Uy pour 1 <r<2 [1],
k=1
qui est vraie dans les conditions du lemme 17.

8. La convergence en probabilité de certaines séries de variables
aléatoires dépendantes.

Le lemme 11 permet de démontrer:

Théoréme 16. Si les {X,} est une suite de v.a. telles que v.a. Up—EU;,
ou dans le cas de Uexistence de Uespérance mathématique EX,, v. a. U,—EU,
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sont deux a deux orthogonaux, alors la convergence de la série X (2a,,(2 bn)
ou de la série X (2a,(2)— b,.) est une condition suffisante pour la convergence
en probabilité X(X,—EU,) et de X(X,—EU,) respectivement.

Démonstration. Puisque les v.a. U,—FEU, sont deux & deux ortho-
gonaux, donc Cov(U;, U;) = 0. Cette observation termine la démonstra-
tion grace a linégalité (X). La deuxi¢me partie de la démonstration
résulte de la méme facon de l'inégalité (X°).

Attirons maintenant ’attention sur certaines classes particuliéres
de v.a. dépendantes. Les théorémes donnant les conditions suffisantes
pour la convergence en probabilité de la série de ces v.a. étendent les
théoréemes analogues concernant la série de v. a. indépendantes.

Théoréme 17. 8¢ {X,} est une suite de v.a. telles que Cov(U;, Uy) < 0,
SEU, < oo et L‘(2an(2) b,L)< oo, ou (en supposant DVexistence mathé-
matique EX,) Cov(Uj, Uy) < 0, XEU; < oo et X(2an(2)—by) < oo, alors
les séries XX,, ou XX, sont convergentes en probabilité respectivement.

Corollaire 4. 8i {X,} est une suite de v.a. telles que Cov(Uj, Uy) <0,
alors la convergence de la série Xo? X, est une condition suffisante pour la
convergence en probabilité de la série ZX,.

La vérité de ce corollaire résulte du théoréme 18, si 'on observe que
la convergence de a série Zo2X,, implique la convergence de la série SEU,.

Lemme 12 permet de formuler les conditions suffisantes de la con-
vergence en probabilité de la série de v. a. quelconques. Ces conditions
sont pourtant trés exigeantes. IIn particulier, on peut démontrer.

Théoréeme 18. Si {X,} est une suite de v.a. quelconques, alors la con-
vergence de la série Xa, (1) est une condition suffisante pour la convergence
en probabilité de la série XX,.

Pour les v. a. constituant dans leurs parties tronquées une martingale,
nous pouvons démontrer des théorémes voisins de ceux qui concernent
la série de v.a. indépendantes.

A partir du lemme 14 nous avons

Théoréeme 19. Dans les conditions du lemme 14 la convergence des
séries Xa,(2) ou Xa%(2) est une condition suffisante pour la convergence
en probabilité des séries XX, et LX), respectivement.

Pour des v. a. telles que la répartition de tout U, , conditionné par
S, ou de tout U, ., conditionné par 8, est symétrique, 1 < m < n—1,
alors nous pouvons obtenir.

Théoréeme 20. Si {X,} est une suite de v.a. telles que la répartition de
tout U, ., conditionné par 8S,., ow tout U, ., conditionné par S, est symé-
trique, 1 < m < n—1, alors la convergence des séries Xa,(r) ou Xan(r),
1< r<2, est une condition suffisanie pour la convergence en probabilité
des séries LX, et ZX, respectivement.
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La démonstration de théoréme résulte de lemme 15.

Lemmes 16 et 17 premettent encore de démontrer.

Théoréme 21. 8i {X,} est une suite de v.a. telles que E(U,, ,,|8n) =0
p. 8. et Za,(r) < oo, ou E(Un,,|8n) =0 p. s. et Zan(r) < oo, 1<r <2,
alors les séries XX, et X3 sont convergentes en probabilité.

Théoréeme 22. Si {X,} est une suite de v.a. telles que E(U;|R;.;) = 0

mil

p.sl<i<m+l<nou R, =) Uy et Za,(r) < oo, ou E(U{|Ry) =0
J._:,L-;”““

p.- 8 1<i<m+1<m, ot Ry =3 Uy et Zap(r) < oo,1 <7< 2, alors

k=1,k#1
les séries X, et XX, sont convergentes en probabilité.
Remarque. Du lemme 11 il résulte que I’amélioration ultérieure des
résultats considérés peut consister entre autres a imposer des hypothéses
moins restrictives quant au degré de dépendance des v.a. tronquées.

9. La stabilité en probabilité de S, /n et la lois faible des grands nombres
dans le cas de variables aléatoires dépendantes.

Griace aux indégalités données au 7. on peut formuler les conditions
de la stabilité en probabilité de S,/n ainsi que de la 1. faible g. n. dans
le cas de v.a. dépendantes. Ces résultats sont obtenus sans hypothése
quelconque relativement & la variance. Les résultats donnés ici générali-
sent entre autres les résultats de I. Kozniewska [7] qui étudiait les v. a.
a variances également bornées.

Théoréme 23. Si {X,} est une suite de v.a. telles que Cov(Y;, Y;) < 0

et Y (2e:(2)—fi) > 0, on a (i).
k=1

La démonstration résulte de l'inégalité (X) convenablement trans-
formée.

Théoréme 24. Si {X,} est une suite de v.a. telles que

(12) o* XY < L* pour tout k, o L est une constante positive,

(13) kZ (2ek(2)—fk) —->0,n > oo,

-]

(14) il existe pour tout n > 0 un entier positif m tel que

n—m

’SCov(Yk, Yeu)| < /2,
=1
pour tout n» >m et k=1,2,...,0n a (i).

Démonstration. On a en vertu des conditions (12) et (14), pour tout
4 > 0, il existe tel N, que pour n > N

n?] D Cov(Y;, Yi)l < é/2.

lf<k<n
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I’hypothése (13) évidemment équivaut a l'indgalité
| X [2e(2)—fi]l < 6/2 pour n > N.
k=1

En utilisant maintenant l'inégalité (X), convenablement modifiée, on
a (7), que démontre le théoréme 24.

Théoréme 25. Si {X,} est une suite de v.a. telles que (13) est satisfait et

(15) limn~"' 3 sup |Cov (Y, Y;,x) =0
=1k

n—-oo
on a ().
La démonstration de ce théoréme résulte aussitot de ce que (15)
entranie limn=* 3 Cov(Y;, ¥;) = 0, donc avec (13) également (i).
n—»00 1<i<k<n

Théoréme 26. Dans les conditions (12) et (13) du théoréme 25 et

n
(16) ' Y sup|Ej(Y;,x)—EY k] > 0,0 — oo,
f=1
on a (1).
Démonstration. A partir du lemme A donné dans [9),

|3 Cov(Yy, Y| < xygmgmé;_njzl |Ej(X¥;,)—EY,,].

1<i<k<n

Puisque par maxE[S',-_,'/n est borné [9], donc (16) entraine limn *x
j<k nsco
x 3 Cov(Y;, Y;) =0, et par cela avee (13), on a (i).
I<i<k<n
Comme il résulte de ces considérations, le renforcement des théorémes

Y

mentionnés consiste i estimer plus précisément de N Cov(Y;, Y,).
I<i<k<n

Donnons encore les conditions de la stabilité en probabilité de S,/»n dans

le cas de v.a. quelconques. I’inégalité (XI), convenablement modifiée,

permet de formuler de telles conditions.

n

Théoréme 27. Si {X,} est une suite de v.a. quelconques et n” lkZ ex(r) - 0,
=1

r=1, on a (7).

On peut donner des théorémes analogues pour des v.a. ayant det espé-
rances mathématiques finies. Sans répéter les formulations, en principe
identiques, arrétons — nous 3 la formulation de quelques théorémes con-
cernant la 1. faible g.n.

Théoréeme 28. Si {X,} est une suite de v.a. telles que
(17) 02 Y} < L2 pour tout k, o L est une constante positive,

n

(18) 2, [2€i(2)—fi] >0,

k=l
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(19) il existe pour tout y > 0 un entier positif m tel que

ZCovuk, Yo )| < n/2

n—m

pour tout n >m et k —=1,2,... et Eé‘,‘./n —>0,n —> oo, on a (k).

La démonstration résulte de ’inégalité (XI), convenablement modifiée,
et du raisonnement analogue fait dans la démonstration du théoréme 24.

Corollaire 5. Si {X,} est une suite de v.a. telles que o0;.(Y!, Y;) <0,
ou op( Y], X3) > 0 uniforme, lorsque |k—j| - oo (o — coefficient de
corrélation entre les v.a. Y; et Y}), alors la condition (18) est suffisante
pour (k).

Le corollaire est une extension du probléme ([4], p. 246).

On peut démontrer de facon analogue.

Théoreme 29. 8i {X,} est une suite de v.a. telles que (18) est satisfait,

limn™! Z suplCov(lk, Yi.0) =0,

fi—»00 1

et ES’,‘,/n — 0, on a (k).
Théoréeme 30. Dans les conditions (17) et (18) du théoréme 28 et si

n“jZ sup |Ej(Y ) —EY] k] >0,n — oo,
- ]

et Eé‘,‘,/n -0, on a (k).
Formulons encore les conditions suffisantes pour la 1. faible g.n.
qui concerneront des v.a. queleonques.

Théoréme 31. 8¢ {X,} est une suite de v.a. quelconques que telles que
'n"lkz en(r) > 0,r>1, ESS/n — 0, alors on a (k).
|

La démonstration résulte de I'inégalité (XI) convenablement modifiée.

Pour certaines classes particuliéres de v.a. dépendantes on peut
formuler des théorémes qui seront une extension des théorémes analogues
connus pour .des V. a. indépendantes.

Pour les v. a. dont les sommes de v. a. tronquées forment une martin-
gale, on peut démontrer.

Théoréeme 32. Si {X,} est une suite de v.a. telles que EU; =0,

i

EULIUL, U3, ..., Uz, =0, p. 8. et Y e(2) >0,n > o0, on a (k).

kel
La démonstration résulte du lemme 14.
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Théoréme 33. Si {X,} est une suite de v.a. telles que la répartition de
n

tout Y., conditionné par S, est syméirique et kZ e(r) >0,1<r<2,
-]
on a (k).
La démonstration résulte du lemme 17.
Remarque. Dans le cas des v.a. indépendantes le théoréme 9 est une
cas particulier du théoréme 33.
Les lemmes 16 et 17 permettent de démontrer.

Théoreme 34. Si {X,} est une suite de v.a. telles que E(Y,, . ,|8y) =0
p.s.et Yex(r) >0,0u1<r<2 ona/(k).
¥

Théoreme 35. Si {X,} est une suite de v.a. telles que E(Y ;‘li?,',n') =0

ma-1 "
p.s.l<i<m+l<mouRn; = 3 Yyet ) ei(r)—>0,1<r<2 onal(k).
Pt K1

La convergence presque siire de séries et de suites aléatoires.

10. Inégalités utiles dans I’étude de la convergence presque siire de séries
et de suites de v.a. indépendantes.

Dans 'étude de la convergence presque sire de séries et de suites
de v.a. indépendantes un role fondamental est joué par les inégalités
de A. Kolmogoroff et de P. Lévy ainsi que leurs diverses modifications
Nous donnerons ici des inégalités d’un type analogue qui permettront
d’obtenir certains résultats plus forts ou plus généraux que ceux qui
résultent directement de ces inégalités classiques. En autre, ces inégalités
fournissent certaines informations quant &4 la rapidité de la convergence
presque stire de séries ou de suites aléatoires.

Lemme 18. Si les X, (k =1,2,...,n) sont des v.a. indépendantes,
on a pour tout ¢ > 0

n 1w
(XV) P[max|8;—ES;| = 2¢] < 2’;5_' E[Xi/(ez—l-Xi)]—kZ E*Uyle?,
=1 =1

k<n
ou (en supposant Dexistence de lespérance wmathématique FEX;)
n L
(XV?) P[max|Si—ES; = 2¢]<2 Y E[X/(££+XP)]— Y E*Uyrfet.
k<n s ]

Démonstration. Par ’inégalité élémentaire, on a

(20)  P[max|S;—ES};| = 2¢] < P[max |8y —ES;| = ¢]+P[max S| > ¢].
k<n k<n

k<n

L’inégalité de A. Kolmogoroff donne
(21) P[max |8, —ES;| > e] < 028, /¢%.
k<n
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Mais

(22) o 8yfet < 2 X BLUL(s+UD1— 3 B e,

done " ¥

(23) Pmax |8, —ES)| > ] <2 2 E[Ui/(&+T)]— 2 E2 U, €.

k<n

En ajoutant (23) et (A) (avec r = 2), par (20) et (22,) on a (XV).

Dans les démonstrations des théorémes, concernant la stabilité presque
siire de S, /n et de la loi forte des grands nombres & pwrtlr des mégmhté%
(XV) et (XV9), il faut substituer, dans ces dernicres, Sk a S, Sh & S, S,,
A 8, Sh A S et X;/k & X, Xz/k & X} respectivement.

Dans les considérations ultérieures nous avons besoin des cas parti-
culiers de ces inégalités que donne

Lemme 18'. Si les X; (k = 1,2, ...,7) sont des v.a. telles que EU, = 0,
ou EU; = 0 pour tout k, alors on a respectivement pour tout ¢ > 0
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