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Характеристика некоторых классов голоморфных функций в понятиях подчинения по модулю

I. Ce travail est en rapport aves le théorème B', relatif à la majori- 
sation modulaire des fonctions holomorphes, démontré par Z. Lewan- 
dowski [1]: nous y établissons le théorème inverse du théorème B', en 
admettant cependant l’hypothèse supplémentaire que la fonction F(z)

1 ^(0)1est régulière dans le cercle |«| < 1 et que Re J ® •

De la démonstration du théorème B', établi dans [1] it découle direc­
tement que l’univalence de la fonction f(z) peut être remplacée par

f(z)
l’hypothèse plus faible: ----- 0 pour |«| < 1.z

Dans l’énoncé du théorème inverse nous remplaçons aussi l’hypothèse 
f (z)

de l’univalence de la fonction /(s) par l’hypothèse plus faible: ----- 0
z

pour |z| < 1.
Ce théorème peut être formulé de la façon suivante:

Théorème. Soit F(z,t) une fonction régulière dans le cercle |«| < 1,

et pour tout <c<0, <5>, telle que F(0,t) = 0. Si — 0 dans
Z Z

le cercle |«| < 1 et si la limite:

(1) lim
F(z, t) — F(z, 0) 

f
= F(z)
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existe pour un g > 0, F(z) étant une fonction régulière pour \z\ < 1 et telle 
qrie:

(2)

alors Vhypothèse:

^0

(3) I FW 1
Ee ChTj 0 pour < 1

entraîne que pour tout r«<0, 1) il existe un nombre ô(r) > 0 tel que

(4) |.F(«, *)K !/(«)! pour <e<o, d(r)>, |2| < r; r«<0,l).

Démonstration. Comme la limite (1) existe lorsque t tend vers zéro
et g > 0, ou a lim[#(2, t)—F(z, 0)] = 0 (puisque tÿ tend vers zéro avec 

L»0+
t et g > 0). Donc

lim.F(z, t) = F(z, 0)
<-►0+

et, par suite, F(z, t) est une fonction de la variable t continue à droite 
au point t = 0 pour tout z fixé, |z| < 1.

Posons

œ(«, Z)(3)
F(z, t) F(z, t) 
F(z, 0) f(z)

On a donc m(z, 0) = 1 pour |«| < 1 et, 
g > 0 l’égalité

en vertu de (1), on a pour un

(6) lim
<-►0 +

\F(z,t)-F(z,0)
1

m(z, /) —1

____2___ }
F(z,t)+F(z,0)\

2 1 _ F(z)
w(z, <) + l)l

Le dernier nombre de l’égalité (6) vérifie les hypothèses (2) et (3); de 
plus, la fonction F(z, t), donc aussi u>(z, t), est continue à droite pour 
t = 0. Il existe un ô(r) > 0 tel que

(7) Re
œ(z, /)—1| 

{(l)[zf t) -)- 11 < 0

pour tout Ze<0, <5(r)>, |z| < r et re<0,1), car dans le cercle \z\ < r on 
a l’inégalité

< h < 0.
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En vertu d’un théorème établi dans [2], p. 365, il résulte de (7) que 
pour |z| < r; re<0, 1) et tout Ze<0, à(r)>, c’est-à-dire

\F(z, t)\ |/(«)|

pour |«| < r, re<0, 1) et tout <e<0, à(r)y.

IL D ans la suite de ce travail nous indiquerons quelques applications. 
Désignons par T la classe des fonctions /(2) = »+a22a+... régulières 

/(2)
dans le cercle |«| < 1 et telles que----- 0 pour |«| < 1, par $ la classe

z
des fonctions f(z) = zf-a2z2+... holomorphes et univalentes dans le 
cercle |»| < 1. Désignons encore par 8C, S*, K, K, S**, 8* les sous — 
classes de fonctions $ ou T qui représentent le cercle unité respectivement 
sur des domaines convexes, étoilés, presque convexes, presque étoilés, 
étoilés par rapport aux points symétriques [3], étoilés par rapport aux 
points conjugués [4]. Enfin, désignons par 0 la sous — classe de la 
classe $ des fonctions à rotation bornée. Les sous — classes mentionnées 
sont définies par les conditions suivantes:

f(z)eSc si EeU^+lj >0,

f(z)eS* si Ee

f(s)eK s’il existe une < }U'(0)1 eSc telle que Ee /'(«)!
</(«))

№)f(z)eR s’il existe q(z)e8* telle que Ee(2!-:—^}>0,

*/'(«)№).«“ si

> »,V(«)+/(z) I

>0,

f(z)e8* si Ee

/(»)e0 si Ee {/'(«)} > 0

Corollaire 1. Pour que f(z)eS soit étoilée il faut et il suffit que pour 
tout re<0, 1) il existe un nombre <5(r) > 0, tel que

dans le cercle |»| < r j r « <0, 1), pour tout /e<0, <5(r)>.
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L’insertion de ce corollaire dans le travail [1] avait pour but de 
caractériser la classe des fonctions »8* en termes de la subordination 
modulaire.

Démonstration. La condition est suffisante. Soit F(z,t) =/[(1 —
On a donc F(0,t) = 0,F(z,ti) = f(z) et f(z)eS. Pour tout <e<0, d> il 
existe un nombre ô(r) >0 tel que

/[(!-/)«] = (z)+0(t2)

0(t2)
pour |»| < r; re<0, 1) et tout te<0, <5(r)>, ou lim------ = 0.

<-►0+ t
Donc

f(z) = lim 
<->o+

P(z, t)-F(z, 0) 
t

et par suite

< 0 pour |«| < 1,

c’est-à-dire f(z)eS*.
La condition est nécessaire. Supposons maintenant que f(z)eS* pour 

|«| < 1. Soit F(z,t) = /[(1 —t)z] pour l«r| < 1 et tout te<0, <5(r)>.
Pour |«| < r; rc<0,1) on a:

m

---------- /(«)\F(z,t)/t.o

Donc pour |«| < r-,f(z)eS* et Ee J(Q)1 
/(0) I 0 il vient

Ee
dF(z, t)

dt <0
F(z,t (-0

par conséquent il existe un nombre <5(r) > 0 tel que pour tout te<0, <5(r)> 
et z fixé, |«| < r; re<0, 1) la fonction \F(z, t)\ = |/[(1— t)s]| est une 
fonction décroissante du paramètre t et, en vertu de (1), continue à droite 
pour t — 0 car

lim/[(l—t)«] = /(»)
<-»0+

Donc |/[(1 —t)z]| <\f(z)\ pour |«| < r; re<0,1) et tout te<0, <5(r)>.
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Corollaire 2. Si f(z)eT, pour que f(z)eR par rapport à la fonction 
g(z)cS* il faut et il suffit que pour tout reffù, 1) iZ existe un ô(r) >0 tel 
que pour tout teffi, <5(r)> on ait l'inégalité

\f(z)—tg(z)\ < |/(z)|

dans le cercle |z| < r; re<0,1).

Démonstration. La condition est suffisante. Soit F(z,t) = f(z) — tg(z). 
On a -F(0, t) = 0 pour Ze<0, <5> et F(z, 0) = f(z) pour |»| < 1. En vertu 
de (1) on obtient:

F(z) = lim 
t-»o+

F(z, t)—F(z, 0) 
t -9^)

pour |z| < 1, donc en vertu du théorème démontré plus hunt on a

< 0

pour |z| < 1, c’est-à-dire f(z)eR.
La condition est nécessaire. Supposons que f(z)eR pour |z| < 1, la 

fonction définissante étant la fonction g(z)eS* pour |z| < 1. Soit F(z,t) 
= f(z) — tg(z) pour |z| < 1, et tout Zc<0, é(r)>. On a F(0,t) = 0 pour 
tout <e<0, ô) et F(z, 0) =/(«) pour |»| < 1. Pour un z fixé, \z\ = 1, on 
obtient :

Donc

pour |z| < 1.

< 0

puisque f(z) eR et g(z)eS* dans |z| < 1; par conséquent il existe un <5(r) > 0 
tel que pour un z fixé |z| < r et /«<0, <5(r)>, la fonction

\F(z, t)\ = \f(z)-tg(z)\

est une fonction décroissante du paramètre t et, de plus:

lim[/(z) — tg(z)] =f(z) 
t-.o+

donc |/(z) — tg(z)\ < \f(z)\ pour |z| < r; re<0, 1) et tout Ze<0, <5(r)>.
Dans les corollaires suivants, nous nous bornerons à donner la forme 

de la fonction F(z,t) et nous omettrous les démonstrations, qui sont
analogues aux précédentes.
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Corollaire 3. Si f(z)eS, pour que la fonction f(z)eK par rapport à la 
fonction g (z)eSc il faut et il suffit que pour re<0,1) il existe un nombre 
ô(r) >0 tel que

\f'W-tg'Wï^\f'M\
dans le cerle |«| < r; re<0,1) et pour tout te(O,ô(r)y.

La fonction F(z, t) est de la forme:

F(z, t) = zf'(z)—tzg'(z)

dans le cercle \z\ < r; re<0,1) et pour tout /e<0, <5>.

Corollaire 4. Si f(z)eS, pour que f(z)eS** il faut et il suffit que pour 
tout re<0, 1) il existe un nombre <5(r) > 0 tel que

№~t /(«)-/(-«) < \f’W\

dans le cercle |z| < r;re<0,1) pour tout te(O, 
La fonction F(z,t) est de la forme:

F(z,t) = zf'(z)-t[f(z)-f(-z)]. 

pour |«| <1 et /e<0, <5>.

Corollaire 5. Si f(z)eS, pour que f(z)eS* il faut et il suffit que pour 
tout r«<0, 1) il existe un nombre <5(r)>0 tel que

/(«)+/(«)
!/'(«) I

dans le cercle |«| < r; r«<0,1) pour tout f«<0, <5(r)>. 
La fonction F(z,t) est de la forme:

F(z,t) = zf'(z)-t[f(z)+f(z)] 

pour |«| < 1 et /e<0, <5>.

Corollaire 6. Si f(z)e8, pour que la fonction f(z)e0 il faut et il suffit 
que pour tout re<0, 1) il existe un nombre ô(r) > 0 tel que

!/'(*) —*1 «S !/'(*)!

dans le cercle |«| < r; re<0,1) pour tout /e<0, ô(r)>. 
La fonction F(z, t) est de la forme:

F(z, t) = z-tzf'(z) 

dans le cercle |«r| < 1 et pour tout <5>.
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Streszczenie

W pracy tej dowodzimy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia B' 
Z. Lewandowskiego [1], przy dodatkowych założeniach, że funkcja F (z) 
jest regularna dla |«| < 1 i Re[J1(0)//(0)] 0, przy czym zastępujemy
również założenie jednolistności funkcji f(z), założeniem słabszym, tj. 
f(z)/z 0 dla |«| < 1.

W zastosowaniu tych twierdzeń charakteryzujemy znane klasy funkcji 
holomorficznych w terminach podporządkowania modułowego.

Резюме

В работе доказывается теорема, обратная теореме В’ 3. Левандовского (1). 
при дополнительных предположениях, что функция Р(г) является голомор­
фной в единичном круге: |г| < 1 и Ле [-Р’(О)//(0)] #= 0. Кроме того, предполо­
жение, что /(г) — однолистная функция мы заменили более слабым предпо­
ложением /(г) /г ф 0 для |#| < 1. В приложениях этих теорем мы определили 
некоторые классы голоморфных функций при помощи понятия подчинения 
по модулю.




