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I. Ce travail est en rapport aves le théoréme B’, relatif a4 la majori-
sation modulaire des fonctions holomorphes, démontré par Z. Lewan-
dowski [1]: nous y établissons le théoréme inverse du théoréme B’, en
admettant cependant I’hypothese supplémentaire que la fonction F(z)

F(0
est régulicre dans le cercle |z] < 1 et que Re{ fl(ﬂ))} £ 0
De la démonstration du théoréme B’, établi dans [1] it découle direc-

tement que l'univalence de la fonction f(2) peut étre remplacée par

’ f(z
I’hypothése plus faible: —(z—) ~0 pour |z] < 1.
Dans 1’énoncé du théoréme inverse nous remplacons aussi 1’hypothése

f(2)

de 'univalence de la fonction f(2) par I’hypothése plus faible: ———z— #= 0

pour [2| < 1.
Ce théoréeme peut étre formulé de la facon suivante:

Théoréeme. Soit F(z,t) une fonction réguliére dans le cercle |z| < 1,
f(z) F(z,0)

et pour tout te{0, ), telle que F(0,1) = 0. Si # 0 dans
z z
le cercle |2| < 1 et st la limite:
F(z,1)—F(z,0
(1) lim (2, 1)—F(2,0) — F(»)

0.4 1
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existe pour un o > 0, F(2) étant une fonction réguliére pour |z| < 1 et telle
que:

(2) R%FmW¢o
f(0)
alors Uhypothése:
(3) {j"((z)l <0 pour |z/<1

entraine que pour tout re {0, 1) il existe un nombre 6(r) > 0 tel que
(4) IF(Z, )| < If(z)l pour te 0, 6(T)>, 2| < 7 rel0,1).

Démonstration. Comme la limite (1) existe lorsque ¢ tend vers zéro

et o >0, on a lim[F(z,t)—F(z,0)] = 0 (puisque t* tend vers zéro avec
{50+
t et p > 0). Donc

limF(z,t) = F(z,0)
{50+
et, par suite, F(z,t) est une fonction de la variable ¢ continue & droite
au point ¢ = 0 pour tout z fixé, |z| < 1.
Posons
F(z,1)  F(z,1)

F(z,0)  f(2)

On a done m(z,0) =1 pour [2|] <1 et, en vertu de (1), on a pour un
p > 0 D’égalité

(5) w(z,t) =

|[F (2, t)—F (2, 0o 2z }

(6) Lul 1 F(z,t)+F(z,0)
—nm{M“”_l. 2 A Bil2)
e t w(z t) +1 ) f(2)

Le dernier nombre de D’égalité (6) vérifie les hypotheses (2) et (3); de
plus, la fonetion F(z,t), done aussi w(z,t), est continue & droite pour
t = 0. Il existe un 4(r) > 0 tel que

fo(z, t)— 1]/0

(7) “No, o1l

pour tout ted0, d(r)>, 2| < r et rel0,1), car dans le cercle |z] < r on
a l'inégalité
rel £

elf(Z) I < h<0.
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En vertu d’un théoréme établi dans [2], p. 365, il résulte de (7) que
[w(z, 1) =< 1 pour [2| < r;red0,1) et tout tel0, o(r)), c’est-a-dire

|F(2 f ()
pour 2| < r,rel0,1) et tout te(0, H(r)d.

II. Dans la suite de ce travail nous indiquerous quelques applications.
Désignons par T la classe des fonctions f(z) =zt a,2%2+ ... réguliéres
dans le cercle [2| < 1 et telles que ﬂzﬁ # 0 pour [2] < 1, par 8 la classe
des fonctions f(z) = 2-+a,22+... holomorphes et univalentes dans le
cercle |z| < 1. Désignons encore par S, 8%, K, R, 8%, 8* les sous —
classes de fonetions 8 ou T qui représentent le cercle unité respectivement
sur des domaines convexes, étoilés, presque convexes, presque étoilés,
étoilés par rapport aux points symétriques [3], étoilés par rapport aux
points conjugués [4]. Enfin, désignons par 0 la sous — classe de la
classe S des fonctions & rotation bornée. Les sous — classes mentionnées
sont définies par les conditions suivantes:

I (2)

| 2f" (2 Jl
i 1~

f(z)e L §’il existe une { H;:)}:S telle que Re{f’”g;} =0,

f(2)eR §'il existe g(z)eS8™ telle que R(*!lj((z.-} >
g

f(2)eS; 1 Ror +]} >0,

f(z)e8* si Re

’

(]

’

f(z)eS8*" si Ro{ﬂ f()- }>0,

[ zf*(2) \
i@ +1@
f(2)e0 si Re{f'(2)} > 0.

f(z)eS* si Re >0,

Corollaire 1. Pour que f(z)eS soit étoilée il faut et il suffit que pour
tout re<0,1) il eriste un nombre 6(r) > 0, tel que

flit=0z] < 1f(2)

dang le cercle |z| < r;rel0,1), pour tout tel0, o(r)).
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L’insertion de ce corollaire dans le travail [1] avait pour but de
caractériser la classe des fonctions S* en termes de la subordination
modulaire.

Démonstration. La condition est suffisante. Soit F(z,1) = f|(1—1#)z].
On a donc F(0,t) = 0, F(z,0) = f(2) et f(z)eS. Pour tout te(0, é) il
existe un nombre 4(r) > 0 tel que

FlA—10z] = f(2)—tf' () +0(t*)

2
pour |z| < r;7re{0, 1) et tout te(0, 6(r)), ou lim 0() =0.
-0+
Donc
F— F(z t)—F(z,0) E—_————
>0+ t
et par suite
PO _ pf 2]
Re{f(z)}—Re — @) < 0 pour 2| <1,

c’est-A-dire f(z)eS".

La condition est nécessaire. Supposons maintenant que f(z)eS* pour
|2] < 1. Soit F(z,t) = f[(1—1t)2] pour |2| <1 et tout tel0, 6(r)).
Pour [2| < r;rel0,1) on a:

)

A C)
it |
F(z,t) |,

f(2)

(0
Donc pour |2| < r; f(z)eS* et Re if ] £ 0 il vient

0F (z,1)
N ot
F(z,t

Re <0

par conséquent il existe un nombre d(r) > 0 tel que pour tout te(0, §(r))
et z fixé, 2| < r;re(0,1) la fonction [F(z,t)] = |f[(1—1)2]| est une
fonction décroissante du parameétre t et, en vertu de (1), continue & droite
pour ¢t = 0 car

lim f{(1—1)2] = f(2)
—04

Donc |f[(1—1t)2]| < |f(2)] pour |z| <r;7e{0,1) et tout te0, o(r)).
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Corollaire 2. Si f(2)eT, pour que f(z)eR par rapport a la fonetion
g(2)eS* il faut et il suffit que pour tout re(0,1) il existe un 6(r) > 0 tel
que pour tout tel0, 8(r)) on ait inégalité

|f(2)—1g(2)| < 1f(2)|
dansg le cercle |z| < r;rel0,1).

Démonstration. La condition est suffisante. Soit F(z,t) = f(z)—1g(2).
On a F(0,t) = 0 pour te(0, 8> et F(z,0) = f(z) pour [2| < 1. En vertu
de (1) on obtient:

Pe) =t E2 80— F(5,0)
04

= —g(2)

pour [2| < 1, done en vertu du théoréme démontré plus hunt on a

POV _p | sto)
Re{f(z) “Re{ &) =°

pour |z| < 1, c’est-a-dire f(z)eR.

La condition est nécessaire. Supposons que f(z)eR pour [2| < 1, la
fonection définissante étant la fonction g(2)eS* pour |2| < 1. Soit F(z,t)
= f(2)—1tg(z) pour |2] <1, et tout te(0, é(r)>. On a F(0,t) = 0 pour
tout te(0, ) et F(z,0) = f(z) pour || < 1. Pour un z fixé, |2] = 1, on
obtient:

0F (z, 1)
* _9(?)
L = ———f( 2 pour |z| < 1.
F(z7 t) t=0
Done
6F(z t)
Re ot <0
If(z t)

puisque f(z) e R et g(2) ¢ S* dans |z| < 1; par conséquent il existe un 4(r) > 0
tel que pour un z fixé 2| < r et te{0, 6(r)), la fonetion

|F(z, t)| = If(2)—1tg(2)|

est une fonction décroissante du paramétre t et, de plus:

lim [f(2) —tg(2)] = f(2)
t04
done |f(z)—1g(z)| < |f(2)] pour |2] <7r;rel0,1) et tout te0, o(r)).
Dans les corollmres suivants, nous nous bornerons & donner la forme
de la fonction F(z,!) et nous omettrous les démonstrations, qui sont
analogues aux précédentes.
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Corollaire 3. 8i f(2)eS, pour que la fonction f(z) e K par rapport a la
fonction g(z)eS, il faut et il suffit que pour re(0,1) il existe un nombre
o(r) > 0 tel que

I ()—tg' (2)] < |f'(2)]

dans le cerle 2| < r;rel0,1) et pour tout te(0, 6(r)).
La fonction F(z,t) est de la forme:

F(z, 1) = 2f'(2)—tzg' (2)
dans le cercle [z| < r;7e{0,1) et pour tout te0, é>.

Corollaire 4. Si f(z) €8, pour que f(z)eS* il faut et il suffit que pour
tout re {0, 1) il existe un nombre 5(r) > 0 tel que

Fa— A== )

-~

dans le cercle |z] < r;rel0,1) pour tout tel0, d(r)).
La fonction F(z,t) est de la forme:

F(z,1) = of"(2)—t[f(z)—f(—2)].
pour |z| <1 et te{0, ).

Corollaire 5. 8i f(2) €8, pour que f(z)e8* il faut et il suffit que pour
tout re(0,1) 4l existe un nombre 4(r) > 0 tel que

| =
@t HOI g

dans le cercle [z| < r;re0, 1) pour tout tel0, 8(r)).
La fonction F(z,t) est de la forme:

F(z,1) = 2f'(2)—t[f(2) 1+ f(2)]
pour [z2] <1 et te0, 6).

Corollaire 6. Si f(z) 8, pour que la fonetion f(2)€0 il faut et il suffit
que pour tout re{0,1) ¢l existe un nombre 6(r) > 0 tel que

' )—t < 1f (2

dans le cercle |z| < r;rel0,1) pour tout te0, 6(r)>.
La fonction F(z,t) est de la forme:

F(z,1) = z—tzf'(2)

dans le cercle |z| < 1 et pour tout fe{0, 5).
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Streszczenie

W pracy tej dowodzimy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia B’
Z. Lewandowskicgo [1], przy dodatkowych zalozeniach, ze funkeja I7(2)
jest regularna dla |z2] < 1 i Re[F(0)/f(0)] # 0, przy czym zastepujemy
réwniez zalozenie jednolistnodei funkeji f(z), zalozeniem slabszym, tj.
fl2)[z #0 dla |z| < 1.

W zastosowaniu tych twierdzen charakteryzujemy znane klasy funkeji
holomorficznych w terminach podporzadkowania modulowego.

Pesome

B pa6ote q0ka3biBaeTcA Teopema, obpaTHas Teopeme B’ 3. Jlepannosckoro (1).
NPH JOMOJIHHTEbHBIX TMPENNOJIOKEHUAX, YTO (yHKuns I'(z) aBaserca ronomop-
droit B exnnuanom kpyre: [2| < 11 Re[F(0)/f(0)] +# 0. Kpome Toro, npeanosio-
KeHHe, 4YTo f(z) — OMHONMCTHasA QyHKUMS Mbl 3aMeHHaH Gonee cnabbiM mpeano-
noxeHueM f(2)/z # 0 aas 2| < 1. B npHaoXEHUAX 3THX TEOPEM Mbl ONPEAETHAN
HEKOTOpLIE KJacChl rOJOMOPGHbIX GYHKUMIA NMPH MOMOLLH TOHATHA MOAYHHEHHS
o MoayJio.






