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Sur les hyperplans osculateurs orientés d’une courbe dans I’espace
euclidien a n dimensions

0 zorientowanych hiperplaszczyznach écisle stycznych krzywej w przestrzeni
euklidesowej n-wymiarowej

O CONIPHKACAIOUWHXCH OPHCHTHPOBAHHLIX THNEPNJAOCKOCTAX KPHBO#H B N-MEPHOM €BKJIH10BOM
NpOoCTPAHCTBE

Introduction

Dans ce travail nous avons introduit les définitions des hyperplans
osculateurs orientés & (n—1) dimensions des types VI et VIII pour une
courbe plongée dans ’espace euclidien 4 n dimensions, généralisant ainsi
les types correspondants des plans osculateurs dans la classification de
Van der Waag [3], et nous y avons établi I’équivalence de ces hyperplans.

Le présent travail est en rapport avec le probleme des courbures des
courbes dans ’espace euclidien 4 » dimensions étudié dans le travail [1]
de K. Radziszewski. Nous admettrons que les courbes considérées sont
régulicres de classe C!.

Notations et définitions

n

Dans I’espace euclidien & n dimensions K" le symbole (A * B> désignera
un arc de courbe fermé d’extrémités A et B. Nous supposons que la courbe
(A* B) admet en tout point un vecteur tangent continu.

Nous appellerons hyperplan osculateur & (n— 1) dimensions du type VI
de la courbe (A+* B> au point Me{A* B> la limite des hyperplans & (n—1)
dimensions qui passent par les » points différents P,, P,,..., P,e(A*B)
lorsque ces points tendent vers M de la maniére quelconque et sont rangés
dans ’ordre qui correspond & des valeurs croissantes du paramétre sur
la courbe (A*B), c’est-a-dire P;e(P;_,*P;,,), ¢t =2,3,...,n—1. L’hy-
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perplan osculateur & (n— 1) dimensions du type VI au point Me(A*B)
sera noté:
ayp(M) = lim a(Pyy Pyy ...y Pp)
P, Py, ... Py >M

Nous appellerons hyperplan osculateur & (n—1) dimensions du type
VIII au point M de la courbe (A*B) la limite des hyperplans & (n—1)
dimensions qui passent par le point 1 et sont paralléles & (n —1) vecteurs
tangents t(P,), t(Py), ..., 1(P,_;) de la courbe (Ax*B) lorsque les points
P,P,,...,P, , tendent vers M et P;e(P; *P; ,), 1 =2,3,...,n—2.
L’hyperplan osculateur & (7 —1) dimensions du type VIII au point M e
e(A*B) sera noté:

ﬂVIII(AM‘) == e liil‘l @ :T{”]’d. ”!"2)1 ey t(Pn—l))
1 P oy By =

On appelle produit vectoriel généralisé des vecteurs P,P,, P,P,, ..
eooy Py Pp, tels que les composantes du vecteur P;P; , sont (} i
— o, & — %, ..., 34, —a;) le vecteur dont les composantes scalaires
(coordonnées) sont les valeurs des déterminants obtenus de la matrice

(| @ — @ x2— 1t aa—ap ||
Ha:;—a:; x5 — o &y — Xy “
|

|-, d-zh, .. a—a,

en supprimant successivement les colonnes et nmunis d’un signe convena-
ble. Le produit vectoriel généralisé de la suite des vecteurs P, P,, P, Py, ...
<.y Py_ P, sera désigné par [P,P,, P,P,,..., P, ,P,]l.
I’hyperplan passant par les points P,, P,,..., P,, Pie(P;_ ,*P; ),
1 =2,3,...,n,—1 et muni d’un vecteur normal convenable
|1J1P!! P2P87 ) Pn--IPn]
(P,P,, PPy, ..., P, P,]
sera désigné par =*(P,P,, P,P,, ..., P, \P,).
L’hyperplan osculateur du type VI au point M de le courbe (A * B) sera
dit orienté si les hyperplans =n*(P,P,, P,P,, ..., P, ,P,) ont une limite

lorsque les points P,, P,, ..., P, tendent vers J. L’hyperplan osculateur
orienté du type VI au point M e (A* B> sera noté nyy(M). Le vecteur

Ny (M) = lim [Py Pyy PPy, ...y Pn1Pn]
VI Py Py... PysM [Py Py, Py Py, ...y Py 1Pl

sera appelé vecteur normal de I’hyperplan osculateur a (n—1) dimensions
du type VI au point M e A+ B). Si I’hyperplan osculateur & (» —1) dimen-
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sions du type VI au point M e{A*B) existe et est orienté, le vecteur
Nyi(M) existe, n’est pas nul et posséde un sens fixe lorsque les points P, , P,,
veey Pp—> M.

On de¢finiera de la méme manicre ’hyperplan ogculateur orienté & (n—1)
dimensions du type VIII ay (M) et son vecteur normal

PPy, vy H(Pas)
Ny (M) = lim [H(Py), HPy) LI :J_.l_
o B ot [P, (P, ooy U P )]

Dans le cas ol la courbe (4A* B) contient des arcs situés dans un hyperplan
a (n—2) dimensions, on entendra par hyperplan osculateur & (n—1)
dimensions aux points intérieurs de ces arcs le plan qui conviendra le
mieux a nos raisonnements, mais le méme pour tous les points de l’arc
donné et tel que la continuité soit respectée.

Equivalence des hyperplans osculateurs

Nous montrerons d’abord que ’existence d’un vecteur tangent cotinu
et d’un hyperplan osculateur orienté & (n—1) dimensions du type VI au
point M de la courbe (A* B) entraine ’cxistence en ce point d’hyperplan
osculateur orienté a4 (n—1) dimensions du type VIIL.

Avant de démontrer ce théoréme nous établirons le lemme suivant:

Lemme. Désignons par le symbole (a, b, by, ...y biy €y b yyenny by_y)
l’ensemble ordonné de n vecteurs de I’espace E™ de méme origine 0 et de
longueur 1. Si les hyperplans 7, (@, bybay <.y by briyy <vy by_g) €t 2 (byy by,
veey by €y by ooty by ) tendent vers le méme hyperplan orienté limite
7 (e), lorsque les vecteurs a, b, by, ..., bi,y €, br, 1,y ..., b, , tendent vers
le vecteur e, le| = 1, les hyperplans z* (@, by, byy ..oy bi 1y €, bpryy o.ny ba ),
admettent une limite lorsque les vecteurs @, by, bay ..oy by 1, €, 0y ooy bn sy
tendent vers e et cette limite est =* (e).

Remarque 1. Si les vecteurs a, b,, b,, ..., b, ¢, bpy,. ..., b, , sont les
valeurs d’'une méme fonetion vectorielle z(t),te{a, ), pour les valeurs
correspondantes du paramétre i, c’est-a-dire si a = z(f,), b = z(t),
i=1,2,...,n—2, ¢ = x(t*), le symbole précédent déterminant 1’ordre
des vecteurs sera considéré comme équivalent a la relation

ez A - e A Ty L e M 2 Bl

Remarque 2. 1.’hypothése, en vertu de laquelle les origines des vecteurs
ont 6té prises au méme point 0 et leur logueur est 1, n’est pas essentielle
et ne joue qu’un réle accessoire dans la démonstration du lemme.

Nous établirons celui-ci par récurrence.

Démonstration. Dans 1’espace E® on a b, = b; = b et nous supposons
que Pordre des vecteurs est (a, b, ¢). Par hypothése nj(a, b) et = (b, c)
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tendent vers n*(e) lorsque les vecteurs a, b, ¢ tendent vers e. Les extrémi-
tés des vecteurs a, b, ¢, e déterminent sur la sphére unité les points A, B,
C, E. On obtient donc sur la sphére un triangle ABC dans lequel I'angle
au sommet I3 tendra vers la valeur =z, donc les autres angles du triangle A BC
tendront vers zéro; il en résulte que le plan zn*(a, ¢) tend aussi vers n*(e).

Supposons maintenant que le lemme soit vrai dans ’espace E", c¢’est-
a-dire que 8i 7y (@, byyoovy biy bpinyovey bug) €t @ (byby,y oooybiy €y biyyy.nnn,
b,_,) tendent vers ' (e), "hyperplan a*(a, by, by, ooy bi_yy €y by veny bu_y)
tend vers n*(e) lorsque les vecteurs a, b, ..., b 1, bx, ¢, byry.yba ,
tendent vers e.

Supposons que dans l’espace E"' les hyperplans =;’(a’, by, ..., b,
Bonity evey On 1)y 72 (byy bayeeey by € yboniry.ouy by y) tendent vers z*’(e’),
lorsque les vecteurs de cot espace a’, b’y ..., by, €y bo ity ..., by, tendent
vers €', ces vecteurs constituant un ensemble ordonné de (n—1) éléments.
Les extrémités de ces vecteurs déterminent sur la hypersphére unité S”
respectivement A’, B, By, ..., B'» ,C', B1n.\, ..., B;,_, et E'. Ayant fixé
l’ordre des vecteurs dans ’espace E"™' on obtient un ordre déterminé
des points correspondants sur I’hypersphére unité &4 » dimensions §",
8oit (A’, By, ..., Bn,C'y By, 1y ..., Bn)).

Par le point E menons I’hyperplan E" & n dimensions tangent & I’hypers-
phére S". Comme les vecteurs a’, bi, ¢', i = 1,2, .. ,'n,—l tendent vers

le vecteur ¢’, on peut admettre que < (a’,e’) < =y < - F(b;, €) < 3

1=1,2,...,n—1, X (c,¢) < . Apres le prolongenment de ces vecteurs

jusqu’a I’hyperplan E" nous obtenons respectivement les points 4, B;, C
¢E", la correspondance entre les points A’, B;, C', E'eS" ¢t A, B;,C, E
¢ E" étant biunivoque et 'ordre des points correspondants étant conservé.
On pourra done, dans la suite, au lieu des points A’, B;, €', E'eS8" consi-
dérer les points A, B;, C, EeE".

L’ordre des points (A4, B,,..., B,,,C, By, ..., B,_)) induit & son
tour ’ordre des vecteurs correspondants: (AB,, B, B,, ..., B,,C,CB,, ,, ...

B, _,B,_). On peut admettre que ces vecteurs ont une méme origine 0
(on peut les transporter parallélement en leur orgine commune 0). Menons
m (AB,, BBy, ..., Byu_\Bpy, BBty ooy Ba_sBn_)), m (BB, B, B,, ...
B B BB TCH € Bl A s B, ) ~at- -1 (AR, B BRI B, O,
CBp.\y..., By ;B,_,). Comme les hyperplans =}, =i, n* dans ’espace E"
constituent ‘‘I’aréte” d’intersection de I’hyperplan dans l’espace euclidien
E" < E™! avec les hyperplans correspondants = , m ,n"’ de D’espace
E"“ (ils ont % points communs) et les hyperplans n}’, 7’ tendent par
hypothése vers n*’(¢'), lorsque les vecteurs a’, byy ..., by, €y by ony by
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tendent vers e, il s’ensuit que les hyperplans z; et n; tendent vers =z* (k)
lorsque les points A, B,, ..., B,,, C, B,, .y, ..., B,_, tendent vers le point E
(leur orientation étant conservée, puisque celle-ci est induite par 1’orien-
tation des hyperplans a} ct = .

En vertu des propriétés der déterminants (du produit vectoriel) on a:

nl.(A-Bla Bl B'_'v D) Bm 2 Bm- 1 If,,, 1 Bm, Bm Hm- Ly +o°y Bn—2Bn—l) =

- Jtl. (.AB), Bl Bz, ceey 1;"[—~2 l;m—l 9 1;1", 1 l;,”, l{"l 1 -Bm+17 cray Igll—Z B"—l) et

73 (By B3 By By, . N B B 1 €, OB, ' B, B )=

L 7‘2.(131327 ByBy, ..., By BpyBy C, ”m~1BmHa ceey By 2 Bay).

En introduisant les notations: AB, =a, BB, =b,,..., B, ;B,_, =b,,_,,
Bm—l Bm — bm-l, Bm_lc = ¢, Bm_me-[.l — bm; BmHBm Ly = b-m+1’ ..
vy Bu_yBn | = b,_, on obtient: nr(a’ biyeesybin_gy bn_y,y biny eevy bn_a)
tend vers I'’hyperplan =*(E), et 7 (by, bay ooy b 1,€, bu, ..., by_,) tend
vers I'’hyperplan 2*(E), d’oli, en vertu de I’hypothése de récurrence, il
résulte que DVhyperplan =*(a,b,,...,bm_3,€, by, ..., b, ,) tend aussi
vers n'(E). En revenant aux notations précédentes on obtient:
-"‘(ABU BBy, ..., Bu_3Bn_y, Bu. 1Cy B _1Bumiyy ooy Bn_yBy ) =
=a"(AB,, BBy, ..., By_yBpn_1, By 1C,CBy 1, ..., By_,B, ;) tend vers
’hyperplan z*(E), d’ou résulte directement ’existence de la limite des
hyperplans 7" (a’, byy ..., by_1y € bniry -y ba_y) 6gale & a*'(€), lorsque
les vecteurs a’, by, ..., bp_1, ¢, b, 1y ..., by, tendent vers le vecteur e’.

Théoréme 1. Si la courbe (A+*B) admet un vecteur tangent continu et
un hyperplan osculateur orienté & (n— 1) dimensions du type VI, elle admet
un hyperplan osculateur orienté a (n—1) dimensions du type VIII.

Démonstration. Sur la courbe {4+ B) choisissons arbitrairement (n—1)
points P,, P,,..., P,_, tels que Pie(P;_*P;,), 1 =2,3,...,n—2.
Admettant ’existence d’un hyperplan osculateur a (n—1) dimensions du
type VI au point Me(A+*B) nous allons prouver que les hyperplans
a®(t(P,), t(P,),...,t(P,_,)) passant par le point M et paralléles aux
vecteurs tangents {(P,), t(P;),...,1(P,_,) de la courbe (A=*RB) tendent
vers une limite lorsque les les points P,, P,,..., P, , tendent vers M.

Prenons sur 'are {4+ B) n points quelconques @,, @),, ..., ), tels que
Qie(Qi_1*Q:,,), 7 = 2,3,...,n—1. En vertu de I’hypothése les hyper-
plans x*(Q,0,, 0,0, ..., Qn_10,), ont une limite =3 (M) lorsque les
points Q,, Q,, ..., Q, tendent vers M. Comme ’hyperplan limite 7y (M)
ne dépend pas de la maniére dont les points @,, @4, ..., (), tendent vers
le point M, 7y (M) sera aussi la limite de I’hyperplan af (¢(P,), P, P,, P,Q,,
QiQsy ...y Qn_19Q,), lorsque les points P,, P,, Q,,Qs,...,Q, tendent vers M
(puisque le vecteur tangent ¢(1’;) est un cas particulier de la position de 2
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points de la courbe (A* ), a4 savoir les points ), et ¢, lorsque ces points
tendent vers P,; on peut aussi admettre @, = P’,). On prouve d’une ma-
ni¢re analogue que Phyperplan z)’ (P, P,, {(Ps), PyQqy ...y Qn_1Q5) tend
aussi vers znyr(M), lorsque les points P,, P,, Q,, Qs, ..., @, tendent vers M
(on peut admettre ¢, = P, @,, @, — P,). 11 en résulte, en vertu du lemme,
que I’hyperplan = (t(P,), 1(P3), Py@4y ..oy @u_1Qn), aura aussi la méme
limite zny;(M) lorsque les points Py, Py, Q,, Q,, ..., Q, —~ M. Comme les
points Q,, Qs, ..., @, sont encore arbitraires, on ne changera pas la limite
de ’hyperplan 7 en admettant Q, = P,, ¢’est-a-dire en prenant 1’hyper-
plan “;(t(Pl)’ UPs)y PyPyy Pyl -, Qn—l(l)‘n)-

Considérons encore I’hyperplan m:’ (¢(P,), P, Py, t(Pg), P3Qs, ... Qn 1Q0),
(comme position particuliére de I’hyperplan zn*(Q,Q., Q.Qs, ..., Qnu_1Q,),
lorsque @,, Q,, = P,, @3, Qs — Pg). 11 tend vers la méme limite =y (M),
lorsque les points P,, P;, @5, Q¢, --., @ — M. Considérant les hyper-
plans 7z et a3’ et profitant du lemme on constate que I’hyperplan
73 (L(Py)y UP,), t(Py), PyQsy ...y @n 1Qa) tend vers myy(M) lorsque les
points P,, Py, Py, Qs, ..., Q, — M.

En répétant ce raisonnement (n—2) fois on obtient les hyperplans
”;—2(t(P1)a t(P2)y .oy t(Pn_g)y Pn_s n--l) et n:.'_2(t(P2), UPs)y ..., t(Py_s),
J iy o il t(P,,_l)). Ces hyperplans ont le méme hyperplan limite z%;(M).
En vertu du lemme on en déduit que ’hyperplan =z ,(t(P,), t(P2),
viey U(Pn_3), t(Pn_,)) tend aussi vers wyy(M) lorsque les points Py, P,, ...
...y Pn_, tendent vers M.

Les points P,, P,, ..., P,_, ayant été choisis arbitrairement sur Parc
{(A*B), cette limite en dépend pas du systéme de points Py, P,,..., Py,
tendent vers M, pourvu que soit vérifiée la condition: P;e(P;_,*I;,,),
i=2,3,,...,n—2. Par conséquent I’hyperplan osculateur orienté a (n—1)
dimensions du type VIII existe et il est égal & a3y (M) ce qu’il fallait
démontrer.

Nous allons maintenant prouver que ’existence d’un hyperplan oscu-
lateur orienté & (n—1) dimensions du type VIII au point M de la courbe
(A* B) entraine celle d’une hyperplan osculateur orienté a (n—1) dimen-
sions du type VI en ce point.

Théoreme 2. Si la courbe (A* B) admct en tout potnt un vecteur tangent
continu et un hyperplan osculateur orienté ¢ (n—1) dimensions du type
VIII, elle admet aussi un hyperplan osculatewr orienté a (n—1) dimensions
du type VI.

Démonstration. Sur ’arc (A* B) choisissons arbitrairement » points
P,P, ....,P, tels que P;e(P; *P;,,), ¢=2,3,...,n—1. Sur les
ares (P,*P,), (Py*Py), ..., (Pn_1*P,) il existe des points Q,, Q,, ..., Qn_,
tels que les vecteurs tangents t(Q,),t(Q.), ..., t(@._,) sont paralléles &
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Phyperplan  n(P, Py, P, Py, ..., P, P,). L’hyperplan a(t(Q,), t(Q,), ...
ooy 1(Qn_y)) est déterminé univoquement et tend vers myy (M) d’oit il
résulte que Ihyperplan =(P,P,, P,P;, ..., P, P,), étant paralléle o
at(Q1), HQa)y .oy t(Qy_ ), tendra vers la limite myy (M) = myyp(M)
lorsque les points P, P,, ..., P, tendent vers Jl.

Nous allons montrer que ’hyperplan zy; (M) est orientd.

Supposons le contraire. Alors il existe dans tout voisinage U (M)
du point M deux suites de points: P,, P,, ..., P, et P|, P;, ..., P, telles
que les vecteurs normaux des hyperplans =*(P,P,, P,P,,..., P, ,P,)
et n*' (P, Py, P,P;, ..., P, ,P,) ont des sens contraires. Sil’on désigne par
N et N’ les vecteurs normaux des hyperplans n* (P, P,, P,P,, ..., P,_,P,)
et =% (P,P,, P,P;, ..., P,_,P,) et si 'on admet que

lim N =N(M)et lim N = —N(M)
PPy P, M Py Py, P M

les produits scalaires N-N (M) et N'-N (M) seront de signes contraires.
Entre la suite de points P,, P,, ..., P, et la suite P,, P, ...., P, il y a une
transition continue et les valeurs des produits scalaires N- N (M), N'- N (M),
varient d’une maniére continue en méme temps que les points (comme
polynémes des composantes des vecteurs respectivement P,P,, P,P,, ...
veey PP, et P,P,, P, P, ..., P,_,P,), lorsque les vecteurs normaux N
et N' sont déterminés; par conséquent dans tout voisinage U (M) du point
M il existe une suite de points Py, P, ..., P, tels que P e¢(P; ,*P;,,),
t=2,3,...,n—1et N'-N(M) = 0, 8i N’ est le vecteur normal de I’hy-
perplan z*' (PP, ,P,P,,...,P, \P,), ou bien [P,P,,P,P;,...,P._,P.]
= 0 8i le vecteur N’ est indéterminé.

Dans un voisinage suffidamment petit U (M) du point M le vecteur N’
ne pouvant étre orthogonal &4 N (M) comme vecteur normal de ’hyper-
plan »*'(P,P;, P,P;, ..., P,_,P,), determiné par hypothése et colinéaire
a la limite avec la vecteur N (A1), égalité N''- N (M) = 0 entraine que
le vecteur N'’ est indéterminé, d’ou [P,P,,P,P;,...,P. ,P,] = 0.
De cette derniére condition résulte que les vecteurs P, P, , P, Py, ..., Pn_,P,
sont linéairement dépendants et le hyperplan a (n—1) dimensions
*7'(P,P, ,P)Py,..., Py \P)) nest pas déterminé. Par les vecteurs
p/'P),P'P;,..., P, P, on peut donc mener deux hyperplans distincts
A (n—1) dimensions: =, (P,'P,,P,’P},.. , Py \P)), n(Py P, , PPy ,. .
.oy Py _\P.). En g’appuyant sur la premiére partie de la démonstration
on prouve que les deux hyperplans =, et n, tendent vers la méme li-
mite my (M) = myrr(M), en contradiction avec I’hypothése m, +# m,.

Il existe donc un hyperplan osculateur orienté a (n—1) dimensions
du type VI qui se ay(M), ce qu'il fallait démontrer.
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Streszczenie

W niniejszej pracy zostaly wprowadzone definicje (»—1) — wymia-
rowych zorientowanych hiperplaszczyzn §cigle stycznych typu VI i VIII
dla krzywej zanurzonej w n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej sta-
nowiace uogoélnienie odpowiednich typéw plaszezyzn $ciSle stycznych
w klasyfikacji Van der Waaga [3] oraz zostala wykazana réwnowaznosé
tych hiperplaszezyzn.

Peslonme

I3 pa6Gote BBegennl onpenenennsd (n—1) — MepHBIX CONMPHKACAIOMIMNXCH
runepniaockocteit Tuna VI u VIII KpuBoit B n-MepHOM MNpOCTpaHCTBe,
ABIALLMeCA 00001eHNeM COOTBETCTBYIONIMX THIOB CONPHKACAIOUINXCH
miockKoctelt B Kaaccudukaunn Ban nep Baara.

Jloka3biBaeTcA, 4TO 3TH INIOCKOCTH 3KBMBAJIEHTHHI.



