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Sur les domaines des valeurs de certaines fonctionnelles 
dans la classe U (p)

O obszarach zmienności pewnych funkcjonałów w klasie V (p) 

Мажорантные области для некоторых выражении в классе Щр)

1. Introduction.

Désignons par U(p), 0 < |p| < 1, la classe des fonctions méromorphes 
et univalentes dans le cercle K, K = {z:\z\ < 1}, développables dans le 
cercle |z| < \p | < 1 en une série de la form

(1-1) f(z) = z+a^+...

et admettant au point z = p, 0 < |p| < 1, un simple pôle de résidu R, 
R = rwe~pf(z).

Sans nuire à la généralité des raisonnements, nous pouvons admettre 
que 0 < p < 1, car is feU(p), on a e-ltf(zell)eU(pe~',t) pour tout t réel, 
donc en particulier aussi pour t = Argp.

Y. Komatu [4] a démontré que le domaine de variabilité de l’exp­
ression log ( — p2R~2) dans la classe U(p), 0 < p < 1, est le cercle

|log( — p2/<T2)| < -log(l-ps).

Il en résulte, en particulier, l’inégalité

(1.2) p2(l-p2) < |E| ^/(l-p2)-1

où il y a égalité respectivement pour les fonctions

/1(2) = pz(l-pz)(p-z)~1-, f2(z) = pz(p~zy\l~pzrl
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De ce résultat et du théorème correspondant de Hurwitz il s’ensuit que 
U(p) est une famille compacte et que, par suite, il est posible d’étudiea 
les méthodes et problèmes extrémaux relatifs à cette famille par les métho­
des variationnelles. Une de ces méthodes est la suivante

Théorème A. [5] Si f*U(p) et zk(k — 1,2, ..., m) sont des points 
quelconques du cercle K distincts du point z — p, et si Ak(k =1,2, ..., m) 
sont des nombres complexes quelconques fixés et a == —pli1, il existe 
un nombre positif 20 tel que pour tout 2 e < 0, 20) il existe des fonctions de 
la forme

(1.3) f(«k)-f(z)
m

i V a*. [/(«)-L Zk — Zk=l L k
+ af(z) l+J'ffcl 

1 — P*/.J

Jfe-1
,, X (O X !+«Z*- , ft, x 1+P2*-f(z) - zf (z)  --- — + af (z)  ----- —

l — zzk 1— pzk
0(2J),

(1.4) /**(«) =f(z)+Af(z)-zf'(z)Z^ +a/*(s)^±*l + 0(2J) 
L s0-z «0-PJ

|«0| = 1, appartenant aussi à V(p).
Si le complément du domaine f (K) contient les points wk (k = 1,2, ... w)

il existe des fonctions de la forme
m •>

(1.5) f”(z) = f(z)-k yAk-f-^r- +0(2»)

appartenant aussi à U (p) pour tout 2« < 0, 2„).
Les expressions 0(22)2~2 sont uniformément bornées sur tout sous-ensem­

ble compact du cercle K ne contenant pas le point z = p.
Dans ce travail nous proposons de déterminer exactement le domaine

zf'(z)
de variabilité de l’expression --- - - si z est fixé, ztK\{p}, et f par- 

/ (»)
court toute la classe U(p). Nous y trouvons aussi la valeur exacte du 
rayon de convexité dans cette classe.

zf"(z)
Soit D(f) l’ensemble des valeurs de l’expression <1> = ———- et 

J (z)
dD(f) la frontière de cet ensemble dans la classe compacte.

Les points de l’ensemble dD(f) peuvent etre partagés en deux classes,
suivant que les points frontières sont réguliers ou irréguliers [2], [7], [8].
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Le point PoedD(f) sera dit point frontière régulier, s’il existe une sphère 
K(a,r) c VDlj) telle que K(a,r) r\ D(f) — {Po} tout autre point sera 
dit irrégulier.

On démontré [7 J p. 36-41, [8], que l’énsemble des points réguliers est 
dense dans dD(f) et [1] et qu’aux points de cet ensemble correspondent 
les fonctions pour lesquelles l’expression où z est fixe et f parcourt la classe 
considérée, atteint son maximum pour tout t, 0 < Z < 2n. Comme il suffit 
en général pour déterminer l’ensemble D(f), de conaitre l’ensemble dD(f) 
sera déterminé lorsqu’on aura trouvé de maximum mentionné. Ce maxi­
mum est atteint, puisque nous considérons le problème dans une classe 
compacte.

2. Le domaine de variabilité de l’expression dans la classe U (p).
№

En utilisant la méthode variationelle nous établirons le
p, est un point fixé du cercle K et les fonctions f 

zf'(z)
U(p), Venseble des valeurs de Vexpression

Théorème 1. Si z, z =£

parcourent toute la classe 
est le cercle

i zf"(z) l + p2 + pz\z\2 — pz — 2pz 4z 1 — pzl P(k)\1.m + 2~ (l-|«|»)(p-«)(p»-l) + 1 -7|2 V “ K(k))

où

41*1 
1 - I*!2

1 — pz 
p — z

n/2 n/2
E(k) = f (l-jfc2sin2/)1/2d/; ff(fc) = f (1 - k2 nin21)~1,2 dt;

« 0
k = ip-zlil-pzi-'.

Dans le cas limite p -> 1 (k 1), ce cercle se confond avec le cercle

zf"(z) w £|*|
f'(z) ” 1—|z|* ^1-kl’

qui donne la domaine de variabilité de cette fonctionnelle dans la classe S. 
Démonstration. Nous allons déterminer le maximum de la fonctionnelle

j=j(/) = Ee^^

0 < q> if dans la classe U (p). Soit f l’une des fonctions extremales. 
Nous démontrerons d’abord que le domaine f(K) n’a pas de points exté-
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rieurs. En effet, si w, était un point extérieur du domaine f(K), nous 
aurions pour la fonction variationnelle (1.5) et pour m = 1

D’ou

J*

f.......(z) f"W
/***'(*) /'(z)

= J***(/) = J-2ÂEe(e1”A1

wif (z)
2141 /... + 0(A2)K-/(«))*

h*A w'f'W 1 
V 1 (w,-/«) + 0(22)

Comme u\ 0 et, par conséquent, l’expression sous le signe de la partie 
réelle est =# 0, on aurait, en choisissant convenablement ArgA,,

J*** > J
ce qui est en contradiction avec la propriété extrémale de la fonction /. 
Le domaine /(K) n’admet donc pas de points extérieurs.

Pour trouver l’équation différentielle des fonctions qui correspondent 
aux points frontières de l’enseble D(f), nous utiliserons la fonction varia­
tionnelle (1.3), en y posant m = 1 et z1 = ?

On a

f"W ,L . ttf'MY WWW 
fw ~ rw l ‘‘/(0 / (/o-W

où

z

1 + Z?

1-z?

(?~Z)2

2?
(1-z?)2

+2af (g)ï±Ll 
c-z)3 :-2>J -ł-

+2“№ï^i]} + 0(Â2)
2?(l + z?) 
(1-z?)3

+ A

F

D’où on déduit, en tenant compte de la relation Re{a + 6} = Ee{a-t-5}

I ’H /(?) / (/(?)-/« +

-L
\ 1-2?

(?-z)2 

2?
(1-2?)’ (!—»?)

Ç-pI
e” +

(?-z)3

2?(l+z?) e-dl _|_ 0(22).
(1-z?)3 J K ’ 1-pÇ Jl

+

En vertu de la propriété extrémale de la fonction f et du fait que l’argu­
ment ArgA, est arbitraire, l’expression qui figure entre crochets sous le
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signe de la partie réelle doit être identiquement nulle. Nous obtenons 
ainsi l’équation differentielle des fonctions frontières sous la forme suivante :

(2.1) ifW(C)
I/o / (/(£)-/«

z+Ç 2?= B~^-+G
(C-2)2 

2?

2î(f+«)e1’ ,nZ+P , 5 1 + 2? ,
\3 ' «. I & * _fc 1

(C-2)3 1-2?

2?(l + z?)c-’’’ -1 + «?
—-, ■ +Dzr~ = -<?(?)

ou
(l-z?)2 (1-2?)S ' 1-X

B = Bieiv, G = G,eiv, D = a/'(«)<*.

+ G

On voit aisément que le second membre de l’équation (2.1) est réel sur 
la circonférence |?| = 1.

Nous prouverons maintenant que Q(?) > 0 sur la circonférence |?| = 1. 
A cause de la formule (1.4) nous avons donc

/"(2)
/'(2)“ + 2

20 + 2 
2p —2 (20-2)2

2z0(z„ + z) 
(20-2)3 + I> 2p + j>~[

2O-PJ
+ 0(2^).+ c

d’où, en vertu de la propriété extrémale de la fonction f, on obtient sur 
|z0| = 1 la condition

Re(B
20 + g 

2p — Z

2z0
(2p-«)a

+ C
2g0(z0+z) pg0+j>|

(2p 2) Zg P )
< 0.

Cela prouve en même temps que — Q(?) + ü sur la circonférence |?| = 1. 
La forme du premier membre de l’équation (2.1) montre qu’il admet au 
point ? = 0 une racine double et qu’il est différent de zéro pour |?| < 1 
te ?=é0, par conséquent la fonction ^(?) est différente de zéro pour |?| < 1 
te ? #: 0 ainsi que pour |?| > 1 et ? 00 et elle a, de plus, une racine double
au point ? = 0. En outre, comme <?(?) > 0 sur la circonférence |?| = 1, 
les racines de la fonction Q sur la circonférence-unité ont une multiplicité 
paire.

L’équation (2.1) prend finalement la forme

(2.2) W)\2 /W2(C) = A?*(?—t)»(?—??)2
/(?) / (/(«)—/(?))’ (?-2)’(l-Z?)3(?-p)(l_X) = <?(?)

OÙ
|t| = |rç| = 1; A = eif(l-|z|2)3(2-p)(l-pz)(z-T)"2(z-»?)-2
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Des propriétés de la fonction Q(£) il résulte que l^Q(C) est une fonction 
régulière sur |£| = 1, on a donc [3], [7]

j- /<№)Re const, ICI — 1

Étant donnée l’équation (2.2) nous constatons que les fonctions fron­
tières représentent la circonférence |£| = 1 sur un arc analytique de la 
cardioide dont l’équation est

(2.3) Re 11/I' /(*)-
(g)
7(0

En nous appuyant sur la condition (2.3) nous allons déterminer l’ensemble 
D(/) sans résoudre l’équation (2.2). Dans ce but, nous utiliserons le fait 
que la fonction qui figure sous le signe de la partie réelle dans la formule 
(2.3) peut aisément être complétée à une function régulière.

Connue sur la circonférence |£| = 1 on a

(g-Q(gC-i) = g-c2 
(p-£)(p£-l)

on obtient, en tenant compte de (2.3),

(2.4) Re ;'<r /'(z)(z-£)(żC-i)
(p-£)(p£-l)(/(z)-/(£))

(g-C)(l-zÇ)
(p-O(i-pf) = tf(0

La fonction

f(s)(s-C)(2C-l)

comme fonction de £, est régulière pour |£| < 1 et continue pour |£| < 1; 
en outre, sa partie réelle sur la circonférence |f| =1 est donnée par la 
formule (2.4). On peut donc représenter cette fonction dans le cercle |£| < 1 
par la formule de Schwarz

n«)(^-£)Ci-gC)
(p_C)(l—pC)C/(«)—/(0)

dû + wq

où c, = ëj.
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En égalant les coefficients du développement taylorien des deux membres 
au voisinage du point Ç = z nous obtenons

(2.5) l~Jz|2
(p — z)(ï—pz) dû + iCi

(2.6) ,’V kl2
(p-2)(l—j>Z)

f"(z) 1+p2+pz\z\*-2pz-pz x
4f'(z) 2(l-pz)»(p-z)*

r l-№

2n- f R(eie)
7t »'0

e'ttdO 
(e^z)2 '

La forme de l’équation (2.6) montre que pour écrire l’équation de la fron­
tière de l’ensemble D(f) il suffit de connaître la constant c. Pour cela, 
nous égalons les parties réelles des deux membres de l’équation (2.6) et 
nous obtenons ainsi

(2.7) -(/ (p — z)(l—pz)
’-g. )

(p — z)(l — pz) I(p-z)(l-pz)

, 2»
(l-|z|*)J R(eiB)\eit-z\ 2d0

1-|Z|2

En portant (2.7) dans la formule (2.6) nous avons

(2 8) ^'(g) .p:-2j>g
/'(«) (1- |2|2)(p2-l)(p-2)

+ 1-|Z|2

te ir |/(P -g)(l-pg) 
1— |2|2 V (p — Z)(l—pz)

E(c’8)c'"(2-r,fi) 2d0

L’équation (2.8) est déjà, en principe, l’équation de la frontière de l’ensem­
ble D(f) de valeurs de la fonctionnelle J (f). Néanmoins, pour on tirer de 
nouvelles conclousions et achever la démonstration du théorème, nous 
ramènerons à la forme normale les intégrales elliptiques qui y figurent.
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A cause de (2.4) on a

et

dt
7(<-ż)(l— tz)(t—p)(l-pt)

2n

i ß(ei9)eie(g-ei0)-2dO = 
0

(t — z)(l — zt) dt 
(<-p)(l—pt) (1 —zf)2

Si l’on munit le plan (/) de coupures le long des segments [z, p} et [z-1, p-1], 
on pourra déterminer dans le domaine ainsi obtenu une branche régulière 
de la racine, et ensuite déformer le chemin d’intégration pour obtenir le 
segment [p, z].
Nous aurons alors

H - J ')e,fl(z-e’T2dO
2n

7 / jz—e' dO,l0|-2

(t—z)(l — zt) dt / r dt
(1-Xt)/ J - z)(1 - tz)(t-p)(l-pt)

En effectuant dans les deux intégrales les substitutions

t = (w + z)(l + wz)“1; w — (l—pz)(z—p)~lx2 

nous a vons finalement

(2.9) 1-p-zL EW\ 
p — z \ K(k)j k = \z—p\\l — pz\ *.H =

Le condition (2.8) prend alors la forme

(2.10) zf"(z)
f'W

2z(l + p2 + pz|z|2—pz —2pz) 
(1- |z|2)(p-z)(l-pz)

4z+--------H
1— 1*1*

<

4 1^1 
l-|z|2

\H\

Dans le cas p -> 1 on a limE(fc)/7f (fc) = 0 et (2.10) prend la forme

i ^"(g) _ 2|g|2 < 41*1
\ f'(z) l-|z|2 ^l-|z|2

ce qui donne, comme on le sait, le domaine de valeurs de cette fonctionnelle 
dans la classe S et le théorème 1 se trouve ainsi démontre.
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3. Le rayon de convexité dans la classe U(p).

En nous appuant sur le théorème 1 nous établirons maintenant:
Théorème 2. Toute fonction f de la classe U (p) représente le cercle

|z| rc, où

rc = 2-1 [</+(*/2+8)1/2 — (2qi + 2q(q2 + 8)llî + 4)1/2] <p, 

q = 2-ï(p+p~l)

sur un domaine convexe, le nombre rc ne pouvant être remplacé par un nombre 
plus grand que si Von impose d f des conditions dupplémentaires.

Démonstration. Pour déterminer la rayon de convexité il suffit, comme 
on le sait, de trouver une limitation inférieure exacte de l’expression

I «/"(») IRe<—-------- (-1} sur la circonférence |»| = r. En remplaçant dans (2.10)
1/(2) I

le signe du module par celui de la partie réelle prise avec un signe négatif, 
nous avons

{«/"(2)Re
/'(2)

4
1-|2|

> l + 2Re

+1U 1 + 2Re !z j _
) 1 (l-|2|s)(l-p2)(p-z) I

{1+P2+1>2 |z|2 —pzZ-------

(1-
|z|2)(l-pz)(p

o P-PIZI2)!+ Eel‘y^(J’

2-p|2|2) 1+ 2-pkl2 11
p-2 J p-z J

— 2pz | 4 |' z—p |z|2
-2) 1 1-— I«|2 Ll p-Z +

l’égalité ne pouvant avoir lieu que pour z = — r.
D’où

, I>(, (2/"(g) ( | pr4-(l + p2)r3-6j?r2-(l+p2)r-|-p
1 /'(2) I (1 - f2) (1 + PV) (p + r)

Il s’ensuit que rc est la plus petite racine positive de l’équation 

pr*— (l + p2)r3-üpr2— (l + p2)r+p = 0
égale à

2_1[g+(ç2-|-8)1/2 —(2g2+2g(32+8)1/2+4)1/2], q = 2~1(p+p-1) 

L’égalité dans (3.1) n’est possible que pour la fonction
f(z) = pz(p — z)~lÇl—pz)~1

qui représente le cercle K sur le plan muni d’une coupure le long de l’axe 
réel négatif. Dans le cas où p -> 1 nous obtenons ainsi le rayon de convexité 
dans la classe $.
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4. Le domaine de variabilité du coefficient a».

Divisons les deux membres de l’inégalité (2.10) par |«| et posons-y 
ensuite « = 0. Alors

f"W
/'(*)

— 2uo , h

et la condition (2.10) prend la forme

W) I <i p-a2+l—p2 —2
\ K(p)lкм :

On obtient ainsi le domaine de variabilité du coefficient a., dans la classe 
U(p), déterminé d’une manière différente dans le travail [0].

Moyenant le théorème A on peut aussi démontrer que les domaines
, zf (z)log—— dans la classe U(p) 

JW
des valeurs des expressions log-—,

/(«)
sont des cercles fermés dont les centres et les rayons s’expriment par des 
intégrales elliptiques de tous les genres. Dans le cas limite où p -> 1, ces 
cercles deviennent les cercles de variabilité de ces expressions dans classe S. 
Les résultats correspondants seront préntés par l’auteur dans un article 
à paraître.
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Streszczenie

Przedmiotem noty jest wyznaczenie dokładnego zbioru wartości wyra­
żenia zf" (2) lf'(s) gdy f przebiega całą rodzinę, funkcji meromorficznych 
i jednolistnych w kole |z| < 1 i odpowiednio unormowanych, (Tw. 1). 
Jako wniosek otrzymuje się dokładną wartość promienia wypukłości 
w tej klasie (Tw. 2).

P e 3 ю м e
Целью работы является определение точного множества значений

выражения —- для класса мероморфных и однолитных функций

в единичном круге, соответствующим образом нормированных 
(теорема 1).

Из проведенных расчетов найдено точное значение радиуса вы­
пуклости (теорема 3).


