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ANNA ZMUREK
Deux remarques sur les plans osculateurs orientés

Dwie uwagi o plaszczyznach scisle stycznych zorientowanych

Ilna JaMeEwAHHE O COMPHKACAIOLHXCA OPHEHTHPOBAHHLIX NOBEPXHOCTHX

Dans le travail [2] Van der Waag a donné une classification des plans
osculateurs d'une courbe dans l’espace euclidien & trois dimensions et
il a établi les conditions d’existence de tous les types de plans, ainsi que
les relations entre les plans osculateurs de quelques types, en admettant,
en général, I’existence du plan déterminé avant la limite.

K. Radziszewski a introduit dans le travail [1] la notion de plan
osculateur orienté et, moyennant cette notion, il a démontré ’équivalence
des plans osculateurs de tous les types considérés; il y a établi le théoréme
suivant:

Si la courbe (4AB) admet en tout point un vecteur tangent continu
et un plan osculateur orienté continu de 1'un des types considérés, elle
admet aussi un plan osculateur orienté continu de tous les autres types.
(Le symbole (A A B) désigne un arc de courbe fermé d’extrémités A et B).

En rapport avec ce théoréme on peut se demander g'il reste en vigueur
lorsqu’on rejette I’hypothése de la continuité orientée du plan osculateur
d’un type. Nous allons montrer que pour 1’équivalence des définitions
IIT — I et V — III au sens de Van der Waag la continuité est nécessaire.

1. I —III

Considérons la courbe dont les équations paramétriques sont:

r =1t
= 18 e
(1) r = r(t) y=1t pour ¢ # 0
Y 1
g =% sm?—}—Z
r=9Yy=2=0 pour t =0
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Le plan osculateur du type 1 de la courbe au point (0, 0, 0) est la
limite des plans passant par ce point et paralléles au couple de vecteurs:
t(0) et OP, ou t(O) désigne le vecteur tangent de la courbe au point
(0,0,0) et OP le rayon-vecteur du point P de cette courbe.

D’autre part, le plan osculateur du type III de la courbe au point
(0, 0, 0) est la limite des plans passant par ce point et paralléles au couple
de vecteurs: ¢(0) et t(P), ou ¢(0) et ¢t(P) désignent les vecteurs tangents
4 la courbe respectivement aux points (0, 0, 0) et P.

Le plan osculateur du type I au point (0, 0, 0) de la courbe (1) est
donc la limite des plans de la forme:

1
—t’(sinF +2) y+2 =0, lorsque ¢t - 0.

Ce plan existe, il est orienté et son équation est: z = 0. Il est pourtant
aisé de montrer que ce plan n’est pas continu. D’autre part, le plan oscu-
lateur du type III au point (0, 0, 0) de la courbe (1), en tant que limite
des plans de la forme:

1 1
[—2t2(sin—t7 +2) +cos?2—] Yy+2 =0 lorsque t >0

n’existe pas.
2. IIT — V.
Considérons la courbe représentée par les équations paramétriques:

rx =1

_t6 °l_ 2 5
y = smt+ +¢ pour t #0,

1
2 =t (xsinT +2) 40,413

p=y=2=0 pour ¢ = 0.
Le plan osculateur du type I de la courbe (2) au point (0, 0, 0) existe,
il est orienté et son équation est: —y = 0, mais ce plan n’est pas continu.
Le plan osculateur orienté du type IIT au point (0, 0, 0) existe aussi.
Son vecteur normal, limite du vecteur:

—1 ik
0, ———r—— ———-—| lorsque t-> 0, o
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existe et ses composantes sont: (0, —1,0). Le plan osculateur du type
III est orienté, puisque %' > 0,2’ > 0, mais il n’est pas continu.

Le plan osculateur du type V de la courbe au point (0, 0, 0) est la
limite des plans passant par ce point et paralléles au couple de vecteurs:
OP et t(P), ou OP désigne le rayon-vecteur du point P de la courbe et
t(P) — le vecteur tangent de la courbe au point P.

Le vecteur normal du plan osculateur du type V au point (0, 0, 0)
de la courbe représentée paramétriquement est donc la limite des vec-
teurs de la forme:

z \
fy-iz ey 2
2 T
- — 1 , lorsque ¢t — 0.
#$AL = s
x z

Pour montrer qu’il n’existe pas de plan osculateur du type V au point
(0,0, 0) de la courbe (2) il suffit de trouver la limite du rapport:

b Yy — Z 12 [5t(sin-% +2) + (4—008%)]
(3) —=— — lorsque ¢ —> 0.

, T
?—— 3t (sm? —{-2) + \0,8—008 7)

& | &

Or,s8it =1/2kn, o0k =0,1,2,..., ce rapport tend vers zéro, lorsque
k — oo.
Mais, 8i ¢ -~ 0 en prenant les valeurs des racines du dénominateur, ce
rapport reste toujours égal & oo.

Le rapport (3) n’a donc pas de limite, d’ou il résulte que le plan
osculateur du type V au point (0, 0, 0) de la courbe (2) n’existe pas.
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Streszczenie
W pracy tej wykazujemy, ze dla r6wnowaznoéci definicji plaszezyzn Sei-

éle stycznych III z I i V z III w sensie Van der Waaga warunek cigglodci
zorientowanej plaszczyzny &cifle stycznej danej krzywej jest konieczny.

Peslome

B aToit paGoTe 0Ka3LIBAETCA, YTO [JIA 3IKBHBAJIEHTHOCTH OlpeeneHunit
NJI0CKOCTel, conpuKacaowmuxca B cmuicie Ban nep Baara III ¢ I, ¢ III,
ycI0BHe HeNnpephBHOCTH OPHEHTMPOBAHHON CompHKacawwenca MI0CKOCTH
3TOit KpUBOIl ABIAETCA HEOOXOAMMBIM.






