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Sur une généralisation d’un théoreme de H. Kneser
O pewnym uogélnieniu twierdzenia H. Knesera

O6 o0606wennn oanoit Teopemtl I'. Knezepa

Dans la note [7] je me suis occupée d’une généralisation étendue
d’un systéme d’équations différentielles ordinaires i argument retardé
dite équation au paratingent 4 argument retardé. Dans la note [8] j’ai
étudié certaines propriétés des familles de solutions d’une telle équation,
assujetties & certaines conditions initiales.

Je vais démontrer ici que le théoréme bien connu de H. Kneser [4],
[6] concernant les intersections d’une zone d’émission d’un point par
Tapport & un systéme d’équations différentielles ordinaires subsiste dans
1? théorie des équations au paratingent 4 argument retardé. Plus pré-
cisément, je vais montrer que certaines familles de solutions envisagées
Comme éléments d’un espace topologique jouissent d’une propriété de
(Gltimnexité dont le théoréme de H. Kneser est une conséquence immé-

ate.

J’adopterai ici toutes les définitions et notations introduites dans [7]
et [8]. En particulier, I’équation au paratingent & argument retardé

8’écrira :
(1) Pto(t) = Fph, telr, B,

la condition initiale aura la forme

(2) p(t) = &(1), tela, 1),

{E}J[‘f’]m,b étant une fonction initiale donnée d’avance, les émissions
et les zones d’émission, par rapport & I’6quation (1), d’une fonction ini-



26 Barbara Krzyzowa

tiale {£}, ou bien d’un ensemble initial Z c [®], 4, seront désignées par
&(F, &, 1), §(F,Z), e(F, &, 1), e(F, Z) respectivement.

Bien que le théoréme généralisé de H. Kneser qui va étre établi dans
cette note ait une forme bien analogue & celle du théoréme classique, [4],
la méthode de démonstration bien connue ne subsiste plus dans le cas
des équations 4 argument retardé; c’est pourquoi j’aurai & appliquer
une autre méthode, qui sera basée sur la notion d’homotopie. Mais celle-
-ci exigera que I’équation envisagée remplisse certaines conditions addi-
tionnelles de régularité, n’intervenant pas dans I’énoncé du théoréme en
question. Ainsi je devrai me servir d’une suite d’équations plus réguliéres
approchant 1'équation donnée. Une telle approximation convenable sera
possible grice au lemme 1, qui jouera ici un réle fondamental et qui res-
semblera au théor¢me bien connu de Baire sur ’approximation d’une
fonction réelle, semi-continue supérieurement par nne suite décroissante
de fonctions continues, ainsi qu’au lemme sur I’approximation analogue
des champs de pinceaux appliquée dans la théorie de ’équation au para-
tingent sans retard [11], [1].

1. Sur I'approximation d’nn fonction de la classe P dans une ensemble
compact par des fonctions continues

Lemme 1. Soient A un sous-ensemble compact de I’espace métrique
D, p(¢) une fonction de la classe P et p*(¢) une fonction de la classe P*.
Si p(Z) < p*(¢) dans A4, il existe une suite de fonctions continues p;(¢) €D,
i=1,2,... telle que

1° () € pi(l) = p*(0), CLleDyi=1,2,...

2° p(8) = v:i(0), G A Win="1 ;s2575%

3 p) = :ﬂ i(£), led,

4° le produiéh('l‘(C) = () p:(¢) est une fonction appartenant i P
i=1,2,...

et continue dans D/A (c’est-a-dire dans I’ensemble de points appartenant
a D et n’appartenant pas a A).

En vertu du critére de Xausdorff ([10], p. 49) concernant la compacité
des ensembles dans un espace métrique quelconque, il existe dans ’espace
D une suite de sphéres dont les centres (;,¢% =1, 2,... appartiennent
a A et les rayons 7r;,7 = 1,2,... convergent vers zéro, telle que tout
point de l’ensemble A appartient & une infinité de ces sphéres. Pour
i =1,2,... désignons par ¢; les fermetures de ces sphéres et par C; les
fermetures des sphéres concentriques de rayon double.

Soit q' = chJ p(&),7 =1,2,.... On constate que () = ¢'¢Z pour

«C;



"~ Sur une généralisation d’un théoréme de H. Kneser 27

{eC; et pour i =1,2,.... Considérons une suite de fonctions définie
par récurrence dans D comme il suit:

pl(c) - p‘(C)’
Pira() = (L= 2(D)pe (0} + 4:(O)(p:(2) ~ )
ol 2;(¢) désigne une fonction continue, égale 4 1 dans ¢; et & (2r;—
I&, &il)[r; dans C;fe;, nulle en dehors de C;. On vérifie facilement (en
tenant compte, entre autres, des propriétés d’un agrégat, [7]) que les

fonctions p;(Z) appartiennent 4 P et sont continues dans l’espace D
tout entier. En outre on a pour ¢ =1,2,...:

p(&) = pi(0), led,
Pia(l) = pi(8) = p*(L), (leD,
Pia(l) = ¢, {eC;.
Le produit q(¢) = () pi(¢) est une fonction de la classe P (cf. [7],

i=1,2,...
chapitre 7). Elle est continue dans D /A, car {,eD/A étant un point fixé,
i existe pour tout i, & partir d’un certain ,, un voisinage de {, contenu
dans D/C;, et par conséquent P;(&) = pi,(£) pour ¢ = ¢, dans ce voisinage.
Je vais maintenant montrer que ¢({) = p({) dans A. Dans ce but
fixons un ¢eA et désignons par ey J = 1,2, ... 1a suite formée de toutes
les sphéres ¢i,t =1,2,... contenant le point . Or, pour tout &£ > 0 il
existe un entier positif N tel que ¢'” = 8(p(¢), &) pour j > N. En méme
temps  p;g.,(0) = ¢ pour j=1,2,..., donc Pig.() < S(P(L),e)
pour j = N, dou () Piys1(L) = 8(p({), ¢) et par conséquent g(l) =

tm]l,2,,..

=; O Piy+1(8) = p(¢) pour LeA, & pouvant étre aussi petit que 1’on
=13....

veut. L’inclusion inverse étant évidente, on a q(¢) = p(f) dans A, ce
qui achéve la, démonstration du lemme 1.

En substituant 1’espace métrique [®].,, & ’espace D et l’ensemble
compact (ALap = [Plas, (cf. [7], chapitre 5) & l’ensemble 4, on en
déduit le lemme suivant:

Lemme 2. Si Fe@,, et Fe{p) = S(0, M@)+N(t)lpl+1) dans
[P)cap, (Vinclusion F{g} ¢ iF*{pheFtas,, (@he[Play, 6tant remplie
vu la définition de la classe % apyy [7], chapitre 8) il existe une suite de
fonctions continues #, Fiapyy t=1,2,... telle que

1: Foodeh  Filph = F*{p}, {@he[Plapyrt =1,2,...,

20 Fiph < Fi{p}, {ohelAlapyy 1 =1,2,...,

3" Fiph =i_Q Fi{e}, {9}iel4)as;,

4° le produit H{p}, = N F;{p};, est une fonction appartenant
il ...
é’i{a,ﬁ}g continue dans [P qy/[Aas-
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2. Une homotopie

Dans ce chapitre tout entier nous admettrons les hypothéses et les
définitions suivantes: :

Soit F une fonction appartenant & la classe @, 4, , fe<(T,b) et F* —
une fonction de la classe #7,, telle que les deux conditions suivantes
F*{p} = 8(0, M(t)+N (%) lgli+3/2), Fig} = F*{p}, sont remplies dans
Pespace métrique [P],p. Soit {£},e[Plias, Te<(T, B> une fonction
initiale et ¢ — une constante positive telle que |£], < C. Désignons
par B, l'ensemble compact formé de toutes les fonctions ¢eP
qui remplissent la condition initiale ¢(t) = £(¢) pour te<a, v) et la condi-
tion de Lipschitz avec la constante L* = (C+41) L,(B) (cf. [7], chapitre 4)
pour telr,f), et par [B].a,, le sous-ensemble de l'espace métrique
[(@)(as, formé de toutes les fonction {p}, remplissant la condition initiale
@(t) = £(t) dans Dintervalle (a,r) et celle de Lipschitz avec la con-
stante L* dans lintervalle (z,s) c (r, f). L’ensemble [B],,, est com-
pact dans lespace [Pl (cf. p. ex. [7], lemme 6).

Cela posé, fixons un e€(0,1/2). La fonction F* étant uniformément
continue dans 1’ensemble compact [B],s,, il existe un 6’ > 0 tel que
dist (F* {p};, F* {p}u) < €/2 lorsque {p}i, {y}ue[Blasy et [{g}, {v}u] < 8.
On a aussi dist(S(F*{p}, r), S(F*{p}., 7)) < /2, ol T est un nombre
positif quelconque. Posons enfin 6 = 1/2 min(4’/1+L*, 6’/2L*).

Lemme 3. Soient {p}; et {y}; deux fonctions appartenant & ’émission
E(F, &, 1) et soit 1ye(T, B).

S’il existe une fonction h(¢, 1) définie et continue pour te<a, 1,),
4€{0,1), remplissant les conditions

h(t,A) = &(t) pour tela,7) et Ae(0,1),
h(t,0) = @(t) pour telm,y),
h(t,1) = y(t) pour tela, 7o)

et satisfaisant pour chaque 1e¢(0,1) fixé, & 1’équation au paratingent
4 argument retardé

(2.1) Pty(t) c R*{x}y pour telr, 7y

ol R*{y}; = S(F*{xh, ¢), alors il existe une fonction H(t,u) ayant des
propriétés analogues, mais définie pour teda, 7,4+ 6> et ue0,1).

En effet, admettons que pour 0 < 1 <1 k; soit le centre de gravité
de P'ensemble F*{h(t, 4)}actcr,»

|h(t1“ ' 8i t‘(“v"o);

o — |
Kol lh(r.,,l)—{—(t-—r(,)k‘, 81 telry, 7o+ 0)
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et posons
(1—3u)@(t)+3ux,(?) pour  pe<0,1/3)
H(ty p) = | A34-1(2) pour  ue<1/3,2/3)
(Bu—2)p()+(3—3u)x1(t) pour uel2/3,1).

La fonction H est identique & la fonction £ pour a <t <t et remplit
la condition de Lipschitz avec la constante L* pour 7 <t < 1,4 6 (c’est-
-a-dire elle appartient & [Bla,sy), donc cette fonction est continue par
rapport & t uniformément dans le domaine a <t <7t+4d, 0 < u <1.
Je vais montrer qu’elle est continue par rapport & u. Cela étant bien visible
pour 0 << u <1/3 ou 2/3 <pu <1 et pour a <1t < 7,, envisageons le
Ca8 ol 1 =3u—1e0,1) et 17, <t <71,+48. Dans ce cas H(l, u) =
= h(ty, 4)+ (t— 7o) k;. Or le premier terme du second membre est con-
tinu par hypothése; quant au second, il suffit de constater qu’il en est
de méme de la fonction k; = centre F*{h(t, Aactcr,- En effet, soit
% > 0. La fonction centre F*{(}, étant continue par rapport & {{};e[P]a,s,
11 existe un 8, > 0 tel que la distance |centre F™* {¢1}:, — centre F* {3}, | <
< & 81 [{1}ey{Ca}s,] < - Mais la fonction h(t,4) est continue et par
Conséquent, il existe un 7, > 0 tel que [{A(t, A)}egs (R (Ey A2)}e ] < 8o b
de méme s, — Kz,| < & lorsque Ay, 2,6<0,1> et [A,— 4| < 7.

La continuité de la fonction H(t, x) par rapport & u et sa continuité
uniforme par rapport & t entraine évidemment la continuité de cette
fonction par rapport au couple (f, u) des arguments, ou te(a, 7o+ d),
£e0,1).

Je vais maintenant démontrer que, pour un ue{0,1) fixé, la fonction
H(t, u) satisfait toujours dans lintervalle {(r, 7,4 6> & 1’équation (2.1).
Cela étant évident pour te{r, 7,», admettons que te{zy, 7o+ 6) et envisa-
geons les trois cas suivants:

L Si pec13, 2/3) on a H(t,pu) = p(t) = h(r, )+ ({t—w)k:, ol
A =3p—1¢<0,15, donec PtH(t, p) = Pty(t) © F* {12};, pour telz, 1+
t46). Comme {xa}egs {2} < 6+L*6 < & on a linclusion F*{y}, <
< f g ey €[2), done Pty (t) = S(F* {1}, £/2) = R* {1} pour tez,
To o

Il. Dans le cas ue0,1/3> nous avons H(t, u) = (1 — 3u)e(t)+ 3uy(t).
I.,es fonctions @ et x, remplissent dans l'intervalle (z,, 7o+ ) la condi-
tion de Lipschitz avec la constante L*, donc |p(s)— x0(8)| < lp(8)— (o) |+
T120(8) — xo(0) | < 2L°(s—1,) < 2L*6 < & pour se zy, 7o+ 0> et par
Conséquent [{g},, {Xo}:] < & pour te(z,, 1,+ 8), ce qui entraine linclu-
smn‘ F* {9} = Q" {xo}e = S(F* {10}, ¢/2). Les deux conditions Pte(t) <
< Q% {xo}t et Pty,(t) = @* {1}, étant remplies dans lintervalle (r, 7, 6)
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tout entier, il en résulte que

PtH(t, u) = Q" {xo}-

Mais pour 8¢ (7, 7o+ &) on a [H(8, u)— x0(8)| = [(1—3u)|.|p(8) — x0(8)| <
< & donc [{H (s, )}y {xo}:] < 6’ pour telry, 7o+ 8> et ensuite

Q.{xo}l c R* {H (3’ ;u)}a-:;h_;t
d’ou l'inclusion (2.1).
II1. Le cas ume(2/3,1) ne différe pas essentiellement du précédent.
Les autres propriétés de fonction H(f, u) sont bien visibles.
Lemme 4. Si {¢}, et {y}, appartiennent & I’émission &(F, &, 1), il
existe une fonction H (¢, 1) définie et continue pour teca, 8>, 1¢<0,1)
telle que

H(t,A) = &(t) pour tleda,T) et 1Ae0,1),
H(t,0) =@(t) pour tela,f),
H(t,1) = p(t) pour te<a,p),

et que, pour chaque 1¢{0,1) fixé, on a

(2.2) PtH(t, i) ¢ R*{H (8, A)}acsct pour telz,p).

Ce lemme s’obtient immédiatement du précédent. La fonction H (¢, A)
est I’homotopie joignant les fonction ¢ et y dans ’ensemble des fonc-
tions &(R*, &, 7).

D’aprés le lemme 2 on peut approcher la fonction F dans 1’ensemble
[A]az, par une suite décroissante de fonction continues F;, i =1,2,...,
telles que F;{p}, = 8(0, M(t)+N(t)|l¢l.+1). En posant Ff{p}, = S(F;
{¢}, 1/27) pour ¢ =1,2,... nous obtenons une nouvelle approximation
de la fonction F, ou les fonctions F; sont continues, & valeurs grasses
et remplissent la condition: F7{p}, = §(0, M (t)+N(t)|@li+3/2)-

Soit {p}se&(F, &, 1) et {y}seb(F, &, 7). En vertu du lemme 4 il existe
pour tout ¢ =1,2,... une homotopie H;(t, 1), ou tela,p>, 1e(0,1)
joignant ces deux solutions ¢ et y dans ’émission &(R{, &, v), od R {y} =
= S(Fi{x}:, 1/i pour {y}ie[P)ap, et pour i =1,2,.... Cette remarque
sera utilisée dans le chapitre suivant.

3. Quelques théorémes sur la connexité de I’émission

Théoréme 1. Si Fe% .5, pe(T,b) et {&},e[Plays, 1'émission
&(F, &, ) est un sous-ensemble connexe de I’espace fonctionnel @4, .

11 suffit de démontrer (vue [7], lemme 2) que 1’émission &(F, &, 1)
(qui sera notée & tout court) est connexe dans 1’espace métrique [di]za_ﬂ).

Supposons qu’il n’en soit pas ainsi, c’est-i-dire que l’émission &
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8e laisse décomposer en deux enscmbles &' et &' non vides, fermés et
disjoints. Mais I’émission & étant compacte (cf. [8], théoréme III), les
ensembles &', & doivent étre aussi compacts. Donc il existe un ¢ > 0
tel que l'entourage &;, de rayon 2¢ de l’ensemble &’ est disjoint avec
'ensemble ¢”. Prenons deux solutions ¢ et y appartenant & I’émission &
telles que gped’ et ped”, d’ailleurs quelconques. Désignons par &; la
composante de l’émission &; = &(R{, &, 7) contenant la fonction ¢.
Vu la remarque & la fin du chapitre 2, les fonctions ¢ et y sont homotopes
et par conséquent appartiennent toutes les deux 3 la composante &
de I’émission &;.

On constate facilement que la distance inf [{H;(t, A)}actcp, {x}s]

{x)ges’
de la fonction H; 4 I’ensemble &’ est continue par rapport & Ae(0,1).

En effet, soit ¢ > 0. La fonction d({¢};) = inf [{¢};, {x};)] est continue
(x)pes’
Dar rapport 3 {C}ﬂe[tb]za 5, en vertu du théoréme sur la continuité de la

distance entre un point et un ensemble fixé par rapport & ce point dans
un espace métrique quelconque (cf. [9]); il existe donc un 6 > 0 tel que
[d({C:}s) —a({La)s)| < & 81 [{Li)py {Ca}s] < 6. La fonction Hi(t,4) étant
uniformément continue pour teda, ), €0, 1), il existe un % > 0 tel
que [{fi}g, {9:}s] < 6, ol fi(t) = Hy(t, A1), g:(t) = Hi(t, 4;), et par con-
séquent |d({fi},)—d({g:}s)| < ¢ lorsque Ay, A,e<0,1) et |d,— 2, < 7.

Comme d({p};) = 0, {p}p = {Hi(t, 0)}actcs et d({y}s) =20, {¥}s =
= {H;(t, 1)}actcy, il existe un 1;¢(0,1) tel que d({h:}s) = o, o0 h(t) =
= Hy(t, 2;) pour teca,p),i=1,2,....

Lorsque h;eé; = &, pour i =1,2,... et 'ensemble &, est compact,
On peut tirer de la suite k; une suite particlle hisyj =1,2,... conver-
gente uniformément vers une fonction hed,. Soit m un entier positif
quelconque. Pour les indices j assez grands on a i(j) = m, done &y <
G &n,d’on hiy €&, et par conséquent hed,, puisque l’ensemble &,
st fermé. Mais, 'entier positif m étant arbitraire, on a he () &,..

Mme=l1,...

Nous voyons ainsi que
h(t) = £(t) pour te<a, v> et
Pth(t) c RY {h}, = S(F{h}), 1/i) pour telzr,p> et pour i =1,2,....
Fixons arbitrairement un indice i. Nous aurons S(F;{h};, 1/j)
< 8(Fi{h};, 1[j) pour j >1i, dou Pth(t) = §(F;{k},,1/j) et par con-
8équent Pth(t) = F;{h},. En particulier Pth(t) c F,{h}, = 8(0, M(t)+
TN (#)|[h]i+1), ce qui signifie que la fonction h appartient & I’ensemble
kapy, d’on } Q Fi{h}, = F{h};,, en vertu du lemme 2, et par

Conséquent Pth(t) c F{h}, pour te(r,B). Ainsi nous avons démontrer
qul? he&(F, ¢, 1) = 6w &". Mais la fonction h ne peut pas appartenir
4 ensemble ¢”, puisque sa distance i cet ensemble est ¢ > 0. L’ensemble
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&" étant disjoint de Dlentourage &,, de l’ensemble &', la fonction h
n’appartient pas & &'’ non plus. Cette contradiction montre que 1’ensemble
& devait étre connexe, ce qui achéve la démonstration.

Théoréme II. Si Fe¥,,; et Z est un sous-ensemble compact et
connexe de l’espace métrique [@].,p,, I"émission &(F,Z) est un sous-
-ensemble connexe de ’espace fonctionnel @, .

Supposons au contraire que I’ensemble &(F,Z) = & ne soit pas con-
nexe; cela veut dire qu’il existe deux ensembles &'y &" non vides, fermés
et disjoints tels que & = &' v &”. L’émission & étant compacte (cf. [8],
théoréme II), il en est de méme des cnsembles &' et &'. En vertu du
théoréme I I’émission &(F, &, 1), ou {£},¢Z est une fonction initiale quel-
conque, est entiérement contenue dans un seul des ensembles &' ou &".
Or, on peut décomposer I’ensemble Z en deux ensembles initiaux 2’ et
Z" pon vides et disjoints tels que &(F,Z2') =&, &(F,Z")=¢". Je
vais démontrer que l’ensemble Z' est fermé. En effet, soit {&;},eZ’,
© =1,2,... une suite de fonctions initiales convergente vers une fonction
{&}.eZ. Soit ¢;, pour z =1, 2, ..., une fonction appartenant & ’émission
&(F, &, 1;) c &'. L'ensemble &' étant compact, on peut tirer de la suite
@i,t=1,2,..., une suite partielle ¢;;, j=1,2,..., convergente
uniformément dans lintervalle <a, ) vers une fonction ge&’. Il est
évident que la fonction ¢ est identique dans l’intervalle <(a, t)> & la fone-
tion £, donc {¢},¢Z’. Pour la méme raison 'ensemble Z" est aussi fermé.
Mais, les ensembles Z' et Z'' étant non vides, fermés et disjoints, ’ensemble
Z ne serait pas connexe, contrairement a I’hypothése. Ainsi nous voyons
que ’émission &(F, Z) devait étre connexe, ce qui achéve la démonstra-
tion.

3. Une généralisation d’un théoréme de H. Kneser

Le théoréme que je vais énoncer est une généralisation d’un théoréme
bien connu de H. Kneser (cf. [4], [6]) concernant les zones d’émission
des systémes d’équations différentielles ordinaires. Ce théoréme a été
déja énoncé dans les cas des équations au paratingent (cf. [2], [3], [11])
et de quelques familles générales de courbes [5].

Désignons par 71, ’hyperplan ¢t = ¢, ce<a, > dans l’espace cartésien
a4 n+1 dimensions X, ,.

Théoreme IIl. Si Fe% ,, et Z est un sous-ensemble compact et
connexe de l’espace métrique [D],4, 'ensemble e(F,Z) ~ IT, est un
continu, pour tout ce<a, ).

En effet, la zone d’émission e(F,Z) étant compacte ([8], théoréme
IV), il en est de méme du produit e(F, Z) ~ II, pour ce{a, > quelconque.
Supposons que ’ensemble e(F,Z) ~ I1, ne soit pas connexe, c’est-a-dire
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que e(F,Z) ~ 1I, = A" v A", o les ensembles A’ et A" sont non vides,
fermés et disjoints. Désignons par &', resp. &”, 'ensemble de toutes les
fonctions {p},ed(F, Z) telles que (c, p(c))eA’, resp. (c,p(c))eA”. Les
ensembles ¢’ et " sont évidemment non vides et disjoints. Ils sont, en
outre, fermés. Soit, par exemple, ¢;, 4 = 1,2, ..., une suite de solutions
appartenant & &’, convergente uniformément dans lintervalle <{a, )
vers une fonction ¢e&(F,Z). La fonction ¢ appartient & &', puisque le
Point (¢, ¢(c)) appartient 4 ensemble fermé A’ comme point limite de la
Suite (¢, pi(e))ed’,i =1,2,.... Les ensembles &' et &' étant fermés,
Pémission &(F,Z) = 6’ & n'est pas connexe, contrairement au thé-
oréme II, ce qui achéve la démonstration.
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Streszczenie

w pracy tej zajmuje sie zagadnieniem spéjnosci rodziny calek
:eWI;ama, Paratyngensowego z opézniajacym sie argumentem. Gléwnym
thiu ta‘t'en} pracy jest twierdzenie III bedace uogélnieniem znanego
. "El:(.lzema, H. Knesera o przekrojach, prostopadlych do osi ¢, stref
Misji punktéw w teorii réwnan rézniczkowych zwyczajnych.
Annales t. XvIr, 1963
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PesoMme

B aroit paGore 3anumaemca npoGiaeMoft CBA3HOCTM CeMbH HHTErpajioB
NapaTMHreHTHOr0 ypaBHeHHMA C 3aMa3[bIBAlOIUMM aAPryMeHTOM.

I'naBHeIM pe3ayabtraToM pabGoth sABiadercA Teopema III, koropasa
npencraBiasaer o6oOueHne uaBecTHoil Teopemnl I'. HHesepa o cBAsHocTH
NepneHIUKYIAPHEIX K OCH ! pa3pe30B 30H 3MMCCHHM A OGBIKHOBEHHBIX
audepeHIMATBHRIX YpaBHEHHIA.



