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Sur les fumilles de solutions des équations au paratingent
a argument retardé

O rodzinach rozwiazan rownan paratyngensowych
z opézniajagcym si¢ argumentem

O ceMelCTBAX pemeHRl DAPATHMIeBTHRIX YpaBHeHM
€ 3ana3bIBAIOIEM APryMEHTOM

Dans le travail [1] j'ai introduit la notion d’une équation au para-
tingent 4 argument retardé; j’y ai formulé le probléme généralisé de
Cauchy pour une telle équation et j’ai démontré que sous certaines con-
ditions il existe toujours des solutions (cf. [1], p. ).

Ici je me propose d’étudier les familles de solutions du probléme de
Cauchy pour une équation au paratingent & argument retardé. J’adopterai
les définitions et notations introduites dans [1], en particulier les notions
fondamentales de paratingent, de ‘classes D5, [Pliagy, Fiapy, Ycan,
de fonctions etc., ainsi que les symboles correspondants, en admettant
que tout cela est déja connu au lecteur.

1. Emission et zone d’émission

Soit Be(r,b) = (T, b) un nombre fixé, F{gp}, — une fonction appar-
tenant § Fapy et {£},e[P)ap, une fonction initiale. L’ensemble de
toutes les fonctions {p}pe®D, ,p, satisfaisant & D’équation au paratingent
& argument retardé

(1,1) Pto(t) ¢ F{pkh, telt, p)

et & la condition initiale

(1,2) P(t) = £(1), tela, T
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sera appelé émission de la fonction {&},, symbole &(F, &, 7), et I’ensemble
de tous les points (, z)e X, , tels que te<a, ), v = @(t), p&(F, &, 1) —
zone d’émission de la fonction {{},, symbole e(F, &, 7). Z étant un sous-
-ensemble de I’espace métrique [D],z, nous appellerons émission
&(F,Z) (resp. zone d’émission e(F, Z)) de ’ensemble initial Z la somme
des émissions & (F, £, 7) (resp. des zones d’émission e(¥, &, 7)) qui corres-
pondent & toutes fonctions initiales {&},eZ.

2. Quelques propriétés de ’émission

Théoréme I. Si Fe% 4 et Z est un sous-ensemble borné et fermé
de ’espace métrique [D],, 4y, alors ’émission &(F, Z) est un sous-ensemble
borné et fermé de 1’espace fonctionnel D g 4, .

L’ensemble Z étant borné, il existe une constante C > 0 telle que
lon a |&|, <C pour chaque fonction initiale {£},¢Z; d’autre part,
d’aprés [1], lemme 4, l'inégalité |p|, < (C+1)A4,(8) est remplie dans
Pintervalle (T, ) pour chaque fonction ¢e&(F,Z). Donc 1’émission
&(F,Z) est bornde.

Soit ¢;,¢2 =1,2,... une suite quelconque de fonctions appartenant
& &(F,Z) convergente uniformément dans l’intervalle <{a, ) vers une
fonction @e®Pp5,. Soit {&},. eZ,i =1,2,... une suite de fonctions
initiales telles que l'on a ¢;e6(F, &, 1;),7 =1,2,.... La suite 7; est
bornée, donc on peut en tirer une suite partielle zy,j = 1,2,... con-
vergente vers un re{T, ). Il est facile de voir que la suite {&;}7iy),
j=1,2,... converge dans l’espace métrique [®P],; vers la fonction
{p}: qui appartient & Z, puisque Z est fermé. D’aprés [1], lemmes 7 et 8,
on a Pty(t) = F{¢p}; pour te(z, ) et, de plus, la fonction F étant semi-
-continue supérieurement par rapport & l’inclusion, il s’ensuit de [1],
lemme 9, que Pt+p(z) = F{p},. Donc, la fonction {¢p}, appartient & & (F, Z)
et cela signifie que ’émission & (F, Z) est fermée, ce qui achéve la démon-
stration du théoréme.

Théoréme Il. Si Fe#%,, et Z est un sous-ensemble compact de
I’espace métrique [D] 4 4,, alors I’émission &(F, Z) est un sous-ensemble
compact de I'espace fonctionnel P, g, .

En vertu du lemme 1, [1], toutes les fonctions appartenant & 1’ensemble
compact Z ont le méme module de continuité w’'(d). Si ¢pef(F, Z), il
existe un re(T, f) tel que {p},¢Z, donc w’(d) est le module de continuité
de la fonction ¢ dans ’intervalle (a, 7). Dans 'intervalle {7, ) la fonction
¢ satisfait & la condition de Lipschitz avec la constante (C--1)Ly(B)
(cf. [1], lemme 5). Donc il existe une fonetion w’’(4), le module de con-
tinuité de la fonction ¢ dans l'intervalle {z, 8), indépendante, de méme
que la constante de Lipschitz, du choix de la fonction ¢. En posant w(48) =
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= max(w’(4), '’ (4)) on voit que la fonction w(4) est le module de con-
tinuité dans Dintervalle <a,f) pour toutes les fonctions g¢e&(F, Z).
I’émission &(F, Z), étant un ensemble borné et fermé de fonctions égale-
ment continues, est un ensemble compact dans ’espace fonctionnel
D5,y ce qui achéve la démonstration du théoréme II.

Le théoréme suivant s’en obtient comme cas particulier.

Théoréme IIl. Si Fe% .5 et {&},e[Play, émission &(F, ¢, 1)
est un sous-ensemble compact de l'espace fonctionnel @, .

3. Quelques propriétés de la zone d’émission

Théoréme 1V. Si Fe¥,, et Z est un sous-ensemble compact de
Pespace métrique [@], 4, la zone d’émission ¢(F, Z) est un sous-ensemble
compact de ’espace & n-+1 dimensions X, ,.

Soit (t;, @;),4 = 1,2, ... une suite quelconque formée de points ap-
partenant a4 e(F,Z). Il existe une suite @;(t)ef(F,Z), i =1,2,...,
telle que ¢;(t;) = x; pour i =1,2,.... La suite des nombres ¢; étant
bornée ct, en méme temps, 1'émission &(F,Z) étant compacte (théo-
réme II), il existe une suite d’indices i(j), j =1,2,... telle que la
Suite partielle t;s) converge vers un fe{a, f> et la suite g;; () converge
uniformément dans Pintervalle (a, ) vers une fonction ¢ef(F, Z); par
Conséquent la suite (fy, ;) converge vers le point (t, ¢(L)), qui
appartient évidemment & e(F,Z). La zone d’émission e¢(F, Z) est donc
compacte.

Le théoréme suivant s’ensuit du précédent:

Théoréme V. Si F %, ot {£},¢[P)ap 1a zone d’émission e(F, £, 7)
8t un sous-ensemble compact de I’espace & n-+1 dimensions X, .

4. Dépendence des émissions et des zones d’émission des conditions
initinles et du second membre de I’équation

Théoréme VI. Soit F,i=1,2,... une suite de fonctions appar-
tenant & @, telle que Fy,,{p} < Fi{p} pour i =1,2,... et pour
chaque fonction {p},e[®lay et 80it Z; = [Plapyy ¢ =1,2,..., une
Suite décroissante d’ensembles bornés et fermés. Si F {p}, désigne, pour
chaque fonction {@)ie[Plas,, lo produit‘ N Fi{pl etsiZ = 4 lﬂ Z;

=1,2,... -1,2,...
alors on a #(F,Z) = ( &(F;, Zy).

=12,...

Il est évident que &(F,Z)c &(F;, %) pour i=1,2,..., donc
¢(F, Z) C‘ M &(F, Z;). 11 faut démontrer que l’inclusion inverse
=12,...

& aussi lieu.
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Si pe M &(Fy, Z,), il existe une suite {&}rieZ;, 71 =1,2,..., de

i=12,...

fonctions initiales telle que ¢ ed&'(Fy, &, 7;). La suite 7; étant bornée, on
peut en tirer une suite partielle 7y;,j = 1,2,... convergente vers un
tre(T, f>. La suite {&}7y;,j =1,2,... est évidemment convergente
dans D’espace métrique [P].,;, vers la fonction {p},. Cette fonetion ap-
partient & l’ensemble initial Z. En effet, soit m un entier positif quel-
conque. Pour les indices i(j) >m on a Z; c Z,, donc {&i) Tiy < %m
et par conséquent {¢},eZ,, puisque ’ensemble Z,, est fermé. Comme m
est quelconque, on constate que {¢},eZ.

Je vais maintenant démontrer que la fonction ¢ satisfait dans 'in-
tervalle (r, ) a l'équation Ptg(t) = F{gp};. Fixons un te(r, ) .et un
entier positif 1. Pour les indices j assez grands, & savoir tels que 7y <t
et iy =>m, on a Pte(t) c Fy;{p} c Fm{ph. L'entier positif m est
quelconque, donc Ptg(t) = F{p}, dans l'intervalle (z, ), mais on con-
state facilement que l'on a aussi Pt*¢(z) c F{p},.L ’équation Ptg(t) =
c F{p)}, est, en effet, vérifiée dans I'intervalle (z, ) tout entier et comme
{p}.¢Z, nous voyons que @e&(F,Z). La fonction ¢e () &(Fy, Z;)

i=12,...

étant quelconque,ona () &(F;, Z;) = &§(F, Z), ce qui achéve la démon-

i=12,...
stration.

Théoréme VII. Sous les hypothéses du théoréme VI la zone d’émis-
sion e(F,Z) est le produit des zones d’émission e(Fy,7Z;), 1 =1,2,...
si les ensembles Z;, i = 1, 2, ... sont compacts.

I’inclusion e(F,Z)c () e(F;,Z;) étant évidente, il suffit de

i=1.2,...
démontrer Dinclusion inverse. Soit (f,x)e () e(F, Z;) un point
i=1,2,...
quelconque. Il existe une suite ¢;ed(F;, Z;),¢ =1,2,... de fonctions
telle que ¢;(t) = « pour ¢ = 1,2, .... Toutes les fonctions ¢; appartien-
nent & I'émission & (F,, Z,), qui est un ensemble compact (théoréme II),
donc il existe une suite partielle @;;,j =1,2,... convergente unifor-
mément dans lintervalle <(a, 8) vers une fonction ¢e&(F,, Z,). Soit m
un entier positif quelconque. Pour les indices j assez grands on a
t(j) = m, donc g¢;neé(F,,,7,). L'ensemble &(F,,7,) détant fermé, la
fonction ¢ lui appartient. Comme 1'entier positif m est quelconque,
on constate que ¢@e () &(FnyZn) =E(F,Z). En outre, ¢(t) = =,

Mm=1,2,...
done (t,x)ee(F,Z). Le point (t,x)e () e(Fy Z;) étant quelconqgue,
i=1,2,...
Pinclusion e(F,Z) < () e(Fi. Z;) cst vérifiée, ce qui achéve la dé-
i=1,2,...

monstration.
Les deux théorémes suivants s’obtiennent facilement des deux pré-
cédents:
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Théoréme VIIL Si Fe%,,, ot {€}r,e[Plapyy © =1,2,... est une
suite de fonctions initiales convergente vers une fonction {&}:e[DPlassy»
il existe pour tout & > 0 un entier positif N tel que pour les indices ¢ = N
les émissions & (¥, &, 7;) sont, dans 'espace fonctionnel D45,y contenues
dans ’entourage de rayon ¢ de ’émission S(F, &, 7).

Théoréme IX. Sous les hypothéses du théoréme VIII il existe pour
tout ¢ > 0 un entier positif N tel que pour les indices i = N les zones
d’émission e(F, &, ;) sont, dans l'espace cartésien X,,,, contenues dans
Pentourage de rayon & de la zone d’émission e(FLEEY T

5. Quelques exemples

Au chapitre 2 il a été démontré que I’émisison &(F, Z) d’un ensemble
Z borné et fermé dans l'espace [D]qp,, o T < f < b, est un ensemble
borné et fermé dans P’espace @, ;,. Quant & la zone d’émission, j'y avais
admis une hypothése beaucoup plus forte, notamment celle que ’ensemble
Z soit compact dans 'espace [@P],4,, afin d’obtenir la conclusion ana-
logue, c'est--dire que la zone d’émission soit bornée et fermée dans
l'espace cartdsien X,,n. Pareillement, le théoréme VII qui ressemble
bien au théoréme VI exigeait, pourtant, des hypothéses relativement
Plus fortes. Les deux exemples qui vont suivre (!) montrent bien qu’un
tel renforcement des hypothéses n’est pas imposé par la méthode de
démonstration, mais dépend des propriétés essentielles des espaces
t‘)I)Ologiques intervenant dans les énoncés des théoréemes en question.

Exemple 1. Envisageons, comme un cas particulier de (1.1), I’équa-
tion différentielle ordinaire

dojdt =0, 1<t<2,

Ol ze¢X, (dans ce cas F = 0, T =1et f =2) et soit &;(t) = sin2'nt+1/i,
bour 2 =1,2,... dans Dintervalle <0, 1)>. On constate sans peine que,
pour ¢ £ sup|&(t)— &(t)] > 1 dans cet intervalle. Donc il n’existe
aucune suite partielle de la suite de fonctions {&;()}ocic, qui soit con-
vergente uniformément dans I’intervalle <0, 1>. Mais cela signifie, & cause
du lemme 2, [1], que l’ensemble Z formé de ces fonctions, envisagées
COI_Ilme des éléments de 1’espace [DT 0,y (cf. 1, p. ), n’admet pas de
Points d’accumulation (par rapport & la métrique dans ce dernier espace),
et, par conséquent, ’ensemble Z est fermé. Evidemment il est aussi borné.
C_ependa,nt la zone d’émission e(F, Z) n’est plus fermée, puisque sa por-
tion contenue dans le demi-plan ¢ > 1 se compose d’une infinité dénom-
brable de segments: 1 < ¢ < 2,z =1[i,i =1, 2,..., qui s’accumulent sur

(!) Je les dois & A. Bielecki, qui a bien voulu me permettre de les utiliser ici.
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le segment: # =0, 1 <t <2, dont aucun point n’appartient & la zone
d’émission. Ainsi, I’hypothése que ’ensemble initial Z soit un compact
dans [@]s, ne peut étre remplacée dans le théoréme IV par la condi-
tion plus faible figurant dans 1’énoncé du théoréme I.

Exemple 2. Le théorétme VII concerne une suite d’équations au
paratingent & argument retardé. Admettons, en particulier, que toutes
ces équations soient identiques a ’équation envisagée dans ’exemple 1;
donec F; =0, 72 =1,2,.... Admettons maintenant que, dans l’inter-
valle <0,1), &(t) = sin2'at pour ¢ =1,2,... et &,(t) =1. En outre,
désignons par Z; pour ¢ = 1,2, ... le sous-ensemble de V’espace [P,
foriné des fonctions {&;(t)}octcr O j =0,14,i41,..., et par Z; l'en-
semble produit () Z; ne contenant qu’une geule fonction ¢&,. On

i=12,...
constate commnie auparavant, que les enseinbles Z; sont bornés et fermés
dans [®] gy D’autre part, leurs zones d’émission contiennent, pour
tout ¢ =1,2,..., le segment 1 <{ < 2, x = 0 sur I'axe des t, et il en

est de méme du produit des zones d’émission (1) e(F;,Z;), tandis
i=1,2,...
que la zone d’émission e(F, Z,) se réduit au segment: 0 <t <2, r =1

(disjoint avec 'axe des t).
Ainsi nous voyons que ’hypothése du théoréme VI serait trop faible
pour en obtenir la conclusion du théoréme VII.
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Sreszczenie

W pracy tej badam wlasno$ci calek réownauia paratyngensowego
z op6zniajagcym sie argumentemn traktowanych badZz jako zbiory punk-
tow przestrzeni kartezjanskiej (strefa emisji), badZz jako podzbiory pew-
nej przestrzeni funkeyjnej (emisja).

Peswme

B aroit pabore 3aHuMaeMcsi CBONCTBAMM pellenHii 1apaTMHTEHTHBIX
ypaBHeHitif ¢ 3aMa3gbIBaOUIMM apryMeHTOM. STH DelleHUs PACCMOTpPEHBDL,
KaKk MHOMecTBa TOYEeK [ICKAapTOBOr0 MPOCTPaHCTBAa (cTpeda 3MHCCHH)
IS KaK [OJIMIIOKeCTBA 1eKOTOporo (yHKIHOHAILHOrO [IPOCTPAHCTBA
(amuccust).



