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1. Introduction

En 1935 S. K. Zaremba a publié un travail [9] consacré à une géné­
ralisation de la notion d’un système d’équations différentielles ordinaires 
dite équation au paratingent. Il s’agissait d’un type d’inégalités différen­
tielles ordinaires ou les dérivées ou nombres de Dini étaient remplacés 
Par le paratingent d’une courbe intégrale. (Une généralisation semblable 
basée sur la notion de contingent est due à A. Marchaud, [8]). Récemment, 
A. Bielecki [1], [2], [3] a ajouté de nombreux nouveaux résultats à la 
théorie en question, et. c’est lui qui m’a encouragé aux recherches 
qui seront le sujet de cet article et de deux autres travaux qui vont 
suivre.

Dans les dernières dizaines d’années on a publié un grand nombre 
de travaux sur les équations différentielles ordinaires à argument retardé. 
Bien que l’on puisse déjà trouver certaines équations de ce genre dans 
les travaux du XVIIIe siècle en rapport avec un problème d’Euler, les 
recherches plus systématiques dans ce domaine ne datent que du com­
mencement du XXe siècle (travaux de E. Schmidt, F. Schürer, E. Hilb 
et d’autres). Le fait que, récemment, l’intérêt pour ces équations a con­
sidérablement augmenté, est sans doute étroitement lié au progrès de 
l’automatique, ou la théorie des équations à argument retardé a trouvé 
des applications importantes. Ici, je me pose le problème de réunir les 
deux généralisations d’équation différentielle ordinaire: équations à ar­
gument retardé et équations au paratingent en une seule plus vaste qui 
puisse englober toutes les deux. Cette idée m’a conduit à un type de 
conditions imposées aux fonctions vectorielles inconnues. Ces conditions



8 Barbara Krzyżowa

nouvelles seront appelées ici équation au paratingent à argument 
retardé. Déjà dans la théorie des équations différentielles à argument 
retardé les conditions initiales dans le problème de Cauchy doivent 
être formulées d’une autre manière que dans le cas classique des 
équations différentielles sans retard. Ici, la situation sera bien analogue: 
au lieu d’étre assujettie à la condition de passer par un point donné de 
l’espace, la courbe intégrale d’une équation au paratingent à argument 
retardé sera soumise à celle de contenir un certaine courbe initiale 
donnée d’avance.

Le but de cette note est de démontrer que le problème de Cauchy 
ainsi adapté admet des solutions sous des hypothèses assez générales, 
qui assurent en même temps l’existence des solutions en large. L’étude 
des propriétés fondamentales de ces solutions sera remise à un autre 
travail qui fera suite au présent.

Bien que la méthode de démonstration du théorème sur l’existence 
des solutions soit assez semblable à celle que l’on applique dans la théorie 
des équations différentielles, je ne pourrai pas me passer de certains 
moyens spécifiques auxquels je vais consacrer les premiers chapitres. 
J’aurai l’occasion d’y utiliser quelques fragments de la théorie des équa­
tions au paratingent développée par S. K. Zaremba et A. Bielecki, aussi 
bien que certaines idées contenues dans le travail [6].

2. Certains espaces fonctionnels

J’introduis des notions suivantes: Xn étant l’espace cartésien à n dimen­
sions et x = (x1, x2, ..., xn) un quelconque de ses points, je pose 
l»l=( J («V)1'*, S(x,r) = {y.yeXn,\x-y\ < r}, S(x,r) = 8(x,r).

i=l,2... ft
Plus généralement 8(A, r) désignera l’ensemble des points dont les 
distances à A <= Xn sont inférieures à r et 8 (A, r) = 8 (A, r) sa 
fermeture. Le symbole Xl+n désignera l’espace cartésien à n+1 
dimensions dont les points seront notés: (t, x) = (t, x1, x2,xn), 
(u, y) etc.

Je fixe deux intervalles <«, T> c <a, b), b oc, sur l’axe des t et 
je désigne par 0 l’espace des fonctions (vectorielles) </>(<), définies et con­
tinues sur (a, b) et prenant leurs valeurs dans l’espace Xn, la topologie 
dans 0 étant basée sur la convergence presque uniforme: <pl -> si 

5 T dans tout intervalle <«,/?><= <a, b). Je désignerai par ||ç?|U le maxi­
mum de |<p(s)| dans <a,i>, pour

J’aurai aussi besoin d’envisager des espaces de fonctions y localisées 
aux sous-intervalles fermés et bornés de l’intervalle <a, b). Pour mettre 
en évidence que la fonction (p est envisagée dans l’intervalle <«, /S> j’écrirai;
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{9Ф)}а<«<в ou {ç)}^. Le symbole Ф<ар> désignera l’espace de telles fonc­
tions, la topologie étant basée sur la convergence uniforme des suites 
de fonctions. Indépendamment, j’introduirai l’espace [Ф] dont les élé­
ments sont {<p(s)}a<e<l^<aih, te(T,b), etc.
Cet espace sera métrisé en admettant que la distance de deux fonc­
tions {(p}t et {y>}„ est la distance au sens de Hausdorff (cf. [5], p. 293) 
de leurs graphes dans T1+n, qui s’écrira [{ç>}o {y}«]. Notons que la con­
vergence induite par une telle norme est équivalente à celle qui a été 
utilisée avec succès dans [6]. Je vais aussi emprunter à ce travail un 
lemme maniable (cf. [6], p. 17), dont je ne ferai usage que sous la forme 
plus particulière suivante:

Lemme 1. Les fonctions appartenant à Z с [Ф] sont également 
continues si Z est un ensemble compact.

Fixons un /Se<T, b) et désignons par [Ф]<а,д> le sous-espace de l’espace 
métrique [Ф] composé des fonctions {<р}е, {y>}u, te(T,(iy, ue(T, /S), .... 
et par [Ф]’<а1)9> — le sous-ensemble composé des fonctions {(p}p, {y>}p,... 
définies dans l’intervalle <а, /?> tout entier. Le lemme suivant est une 
conséquence immédiate de cette définition:

Lemme 2. La convergence d’une suite d’éléments {q>i}p de l’espace 
est équivalente à la convergence uniforme des suites de fonctions

dans l’intervalle <a, py.

3. Paratingent d’une fonction

Soit {q>j} une fonction vectorielle, à valeurs dans Xn, définie dans un 
intervalle I, et t un nombre fixé dans cet intervalle, et soient ti, ai, i = 
— 1,2,... deux suites de nombres appartenant à I, dont chacune con­
verge vers t. Si Oi, on peut mener par les points (Ti,ç>(Tj)) et (07, 
V^i)) une droite Zf, bien déterminée, dont l’équation vectorielle est de 
la forme: £ = ^(r^-t-A*«, ou Af = [ç’(ffi)—ç>(Ti)]/(ffi—t4). Il peut arriver 
qu’il existe un vecteur limite lim Ai = A dépendant, bien entendu, du

i->oo
choix des suites et L’ensemble de tous les vecteurs limites possibles, 
ainsi obtenus, sera appelé ici paratingent de la fonction <p au point t 
et noté: Pt<p(<), tandis que ptgs(Z) désignera un élément quelconque A 
de cet ensemble. En ajoutant à cette construction la restriction que t<, 
CTi > Z (resp. Ti; ai < t) on parvient d’une manière analogue à la définition 
du paratingent unilatéral à droite Pt+<p(Z) (resp. à gauche, Pt-ç>(/)), les 
symboles pt+ç,(Z), ayant un sens évident.

(l) Selon la définition usuelle, le terme paratingent correspond à l’ensemble 
des droites l = lim lt.

i—*.oo
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4. Trois lemmes sur les fonctions de classe 0

J’admets que M(t) et N(t) sont des fonctions réelles et positives, 
continues et non décriossantes, définies dans l’intervalle <2', b). Soit t 
un point fixé dans cet intervalle.

Lemme 3. Si r > 0 et

(4.1) Pty(<) <= 8(0,

pour fe<T, b), alors
t+h

(4.2) \<p(t+h)-<p(t)\ < f [M(u)+R(u)Mu+r]du
t

pour <€<t,6) et A>0.
En effet, fixons un /e<r, b). Il suffit de prouver que, pour tout e > 0 

et pour chaque h > 0 tel que t + he<T, b), on a

(4.3)

R(b) = \<p(t+b)-<p(t)\ <Q(b) = f [>(tt)+^(«)||^||„+r]d« + 2e(fc+l)
<

Supposons donc qu’il n’en soit pas ainsi pour un certain e > 0 et soit 
b0 la borne inférieure des h tels que R (h) ^Q(h). Comme, évidemment, 
R(0) = 0 < Ç(0), le nombre b0 doit être positif. Dans le cas |9>(f+ft0) — 
—ç>(/)| > Q(h0), il existerait un h'e(0, h0) tel que \<p(t + b') — <p(t)\ = Q(b'), 
contrairement à la définition du nombre b0. Donc

(4.4) R(h0) = |<p(f+A0)-ç,(Z)| = Q(b0).

Prenons une suite croissante Ai > 0, ï = 1,2,..., convergente vers Ao. 
Comme R(bi) <Q(hj), i = 1,2,..., on tire de (4,4) les inégalités:

ç?(f+ b0)— q>(t-\-hi) 
hg bj

bg— h.

\<f>(t+bg)-<p(t)\ \<p(t+bi) — tp(t)\
bg bt

Z + Afl

bg bi

= , 1 , f [Jf(M)+^(M)ll9’ll« + î,]dM+2e = 
A0-Ai (Jhi

= M(s) +N(s) ||ç>|b+r+2e,

ou se<Z+ h{, t+ A„>. Donc, à partir d’un certain indice i, on aura:

99(Z+ hg) — (p(t-(-hi)
bg ■ bi

> M (thn)N (th0) IMli+Aj+r+e.

Mais cela est impossible, puisque |ptq9(Z-(-A0)| < Jf(Z+A0)4-^(Z + A0) ||. 
ll9’ll<+*#+r en vertu de l’hypothèse (4,1); nous voyons donc que linéga-
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lité (4,3) doit être remplie pour tout <«<t, b) et pour tout h > 0, ce. qui 
achève la démonstration.

Lemme 4. Toute fonction 99 e0 remplissant la condition (4,1) dans 
l’intervalle <t, b) et l’inégalité ||ç;||t < C, où G = const > 0, satisfait 
à l’inégalité
(4.5) |,?>||( < (C+l)/lr(0 pour fe<T,ft),
où

t
Ar(t) = exp J [4f(w) + N(u)+r]du.

T

En effet, soit Kr(u) = M(u) + N(u)+r. En vertu de la relation (4,2), 
lemme 3, on a

Il9’lk+1 IIç’IIt+1 + J" [M(u)A-N(u) ||ç>||„]4-rdtt-l-l <
T

t
< C+l+ /#,-(«)(IMIu+lJdw = V(t) pour ft),

d’où V'(t) = Ær(f)(||(M«+l) <Ær«)F(t). Donc 
<

Ih’lk < F(<) < (C-(-l)exp JKr(u)du pour <«<r, b).
T

t
En posant Ar(<) = exp f Kr(u)du pour <e<T,6) (Ar(0 > 1), on en ob­

tient l’inégalité (4,5), ce qui achève la démonstration.
Lemme 5. Sous les hypothèses du lemme 4, la fonction 99 satisfait 

localement à la condition de Lipschitz:
(4.6) < (G+l)Lr(t)(t~t'), t < f < f < 6,
où
(4.7) Lr(t) = Kr(t)Ar(t)
la fonction Lr(t) est positive, continue et non décroissante dans l’inter­
valle <T,6).

La démonstration est immédiate vu les formules (4,2) et (4,5).

5. Ensembles et [A]<ai(S>

Fixons un /Se<T, b) et une fonction {£}te0<a>/)> pour laquelle ||f||t < C 
et désignons par A<ap> l’ensemble des fonctions 99e0<a>/)> telles que

99(0 = £(/) pour <€<«, T>
(5’1) W< < (C+l)^^) pour t<<T, p>

\vW~v(t')\ < (C+l)£1(/3)|t-t'| pour t, f «<T, 0>
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On constate facilement que l’ensemble ainsi défini est un compacte. 
Remarquons que dans l’espace métrique [0]<a,^> on peut envisager un 
ensemble [A]<M> formé des fonctions {9?}aeA<aig>, se<r,/3>, {y>}„eA<a>u>, 
Me<r, /}>, etc.

Lemine 6. Tout ensemble [A]<Oj(J> considéré comme sous-ensemble 
de l’espace [0]<a,/>> est compact.

Soit {<pi}ti, i — 1,2, ... une suite quelconque formée de fonctions 
appartenant à En posant ipi(t) = </>{(<) pour <e<a,Zi> et y>i(<) =
= V’i(ti) pour nous obtenons une suite {y>i}p d’éléments de
l’ensemble A<a>p>. Il existe une suite d’indices i(j), j = 1,2,..., une 
fonction {y>0}pe A<aJl> et un nombre Zoe<T,/3> tels que vqqLXv’o dans 
l’intervalle <«,/?> et j Il est facile de voir que la suite

j — 1,2,..., est convergente dans l’espace [0]<a,/>> vers la 
fonction {%}/„« [A]<aj0> et cela prouve que l’ensemble [A]<OJJ> est compact.

6. Quelques propriétés des ensembles convexes

J’aurai besoin de quelques notions et théorèmes que l’on peut trouver 
dans les travaux [1], [9]. Je vais les rappeler ici pour ne pas gêner le 
lecteur.

J’admets que SP est un espace métrique formé de tous les sous-ensembles 
non vides, bornés, fermés et convexes de l’espace Xn, la distance dist(Pn 
P2) de deux ensembles Pt et P2 étant comprise au sens de Hausdorff. 
Je dirai qu’un ensemble Pe£P est gras lorsqu’il a des points intérieurs. 
Tous les ensembles gras appartenant à SP forment une famille d’ensembles

c SP.
Il est facile de voir que le produit d’un nombre quelconque d’éléments 

de l’espace SP appartient encore à SP, ce qui n’est pas vrai en général pour 
une somme d’ensembles. C’est pourquoi j’utiliserai la notion de somme
convexe Uc -Pi des ensembles PX,P2, ...tSP-, celle-ci sera entendue 

i-1,2,...
comme le plus petit ensemble convexe contenant tous ces ensembles 
donnés.

Soit PitSP, Ai > 0 pour i = 1, 2, ..., Te, A = AjJ-A2-(- ... + Afc > 0;

l’ensemble formé des centres de gravité x — \ pour tous les

systèmes de points XiePi, i = 1,2, ...,1c, sera appelé agrégat des ensem­
bles Pi et noté Agr(Pi; Ai; i = 1,2, ...,1c). L’agrégat d’un nombre fini 
d’éléments de l’espace est encore son élément. En outre on a

A Pi c Agr (Pf ; A£; i 
i-1,2...... k

1,2, ..., fc) c (J6 Pi.
i—1,2......k
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Si Plf P2t3/> et e > 0, l’inclusion 5(Pn c) c S(P2, £) entraîne Pj <=. P2.
La notation P, c <P2 signifiera que l’ensemble Pxe3P est contenu 

dans l’intérieur de l’ensemble P^^.

7. Quelques classes de fonctions

Dans la suite et aussi dans les travaux suivants, j’aurai à envisager 
certains types de fonctions dont les valeurs sont certains ensembles 
convexes et à profiter de leurs simples propriétés, dont la plupart sont 
analogues aux propriétés fondamentales des fonctions dites champs de 
Pinceaux, traités dans [1]. Pour ne pas répéter les raisonnements, j’énon­
cerai les propriétés relatives aux divers cas particuliers des fonctions en 
Question sous une forme abstraite.

Soit D un espace métrique quelconque et |f, f'| la distance de deux 
Points dans cet espace. J’admets que p(£) désigne une fonction définie 
dans tout l’espace D et prenant ses valeurs dans l’espace & (formé des 
ensembles non vides, bornés, fermés et convexes contenus dans l’espace 
à n dimensions Xn) et je suppose que cette fonction est semi-continue 
supérieurement par rapport à l’inclusion; cela veut dire que pour tout 

et e > 0 on peut trouver un ô > 0 tel que l’on ait toujours p(rç) c 
c $(P(C), e) lorsque rjeD et |f, < <5. La classe formée de telles fonc­
tions sera désignée par <ï>.

Parmi les fonctions de la classe ‘Ç il faudra encore distinguer certaines 
fonctions plus régulières formant une classe moins étendue <Ç>* c cp, 
à savoir les fonctions continues, à valeurs grasses, c’est-à-dire les fonctions 
^(C) satisfaisant aux conditions suivantes: toute valeur de la fonction 

est un ensemble borné, fermé, convexe, ayant des points intérieurs, 
contenu dans Xn et pour tout ÇeD et tout e > 0 il existe un <5 > 0 tel 
Que dist (p (£), p(»7)) < e si rjeD et |£, < <5. Evidemment si les valeurs
d’une fonction p(^)etÇ se réduisent à de simples points de l’espace Xn 
la fonction p(£) est continue. La fonction p(C)e'Ç) sera dite bornée si
P(C) <= po pour tout CeD, où Po est un élément fixé de l’espace â8.

Si la fonction pc'Ç (resp. %>*) et si e(C) est une fonction réelle, positive 
et continue dans l’espace D, la fonction 5(p(f), eÇfjje'p (resp. <Ç*).

Le produit Q p<(0 des fonctions Pi(C)e^P est une fonction de la 
<»1,2,...

classe L’agrégat Agr(pj(£); ^(C); i = 1,2,..., fc) appartient à ‘Ç si
pour ï = 1,2,..., fc pi(C)€p et Ai(C) est une fonction à valeurs réelles,
Positives définie et continue dans D et satisfaisant à la condition ^Àj(C) > 0.
T i <

enveloppe convexe UCP<(£) d’un nombre fini de fonctions Pït'Ç appar­
tient encore à cp. Si pe^*, le centre de gravité de l’ensemble p(£) est une 
onction continue dans l’espace D.
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Si p«T) P*«?* et si l’on a p(£) c< P*(C) pour tous les points f appar­
tenant à un sous-ensemble compact A de l’espace D, alors il existe un 
nombre r) > 0 tel que £(p(C), rf) c ip*(£) pour feA.

L’ensemble B c D étant supposé borné et fermé, l’ensemble

UcP(C)^ si P*T et UeP(O^* si p(C)«T*. 
t.B (,B

Les démonstrations de ces propriétés étant faciles et semblables à 
à celles qui se rapportent aux propriétés des champs de pinceaux discutées 
en détail dans [1], il est inutile de les reproduire ici.

Je passe maintenant à des cas particuliers.
D’abord, en substituant l’intervalle <a, b) au lieu de l’espace D, 

j’obtiens la classe f des fonctions /(t) à valeurs dans définies pour 
<€<a,6) et semi-continues par rapport à l’inclusion, aussi bien que la 
sous-classe f* formée des fonctions continues, à valeurs grasses. Evidem­
ment, les propriétés générales des fonctions des types p, p* subsistent 
dans ce cas particulier.

On peut aussi identifier l’espace D à l’espace fonctionnelle [0], qui 
a été introduit au chapitre 2. On parvient ainsi à deux nouvelles classes 
3F et ^*, dont la première est formée des fonctions semi-continues 
supérieurement par rapport à l’inclusion, et l’autre comprend les fonctions 
continues au sens de la métrique de Hausdorff. Dans ce cas il sera commode 
de renoncer à la notation usuelle d’une fonction. Notamment je désignerai 
la fonction de la classe & par F{(p}t, te (T, b) pour mettre en évidence 
le fait qu’il s’agit ici d’une fonction dont les valeurs dépendent de l’allure 
de la fonction <p jouant le rôle d’argument dans l’intervalle <«, /> tout 
entier.

Les symboles et désigneront les ensembles de fonc­
tions définies d’une façon analogue, mais localisées à l’ensemble D = 
= [^]<at(S> OÙ 0€<T, b).

Enfin, je vais encore rétrécir un peu les classes des fonctions qui vien­
nent d’être définies en y ajoutant la condition supplémentaire que voici:

(7.1) P{ç>}<c 5(0, Jf(t) + P(t)M<)

Ces nouvelles classes de fonctions seront notées &*,

8. Notion d’équation au paratingent à argument retardé

Soit P «J’", T < t < b. La condition

(8.1) Ptç>(t) c P {?>(«)}„<„«, t«<r, 6)

imposée à une fonction vectorielle <f>e<P sera appelée équation au paratin­
gent à argument retardé. Chaque fonction {(p , r fi < b satis­
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faisant à cette condition dans l’intervalle <t, /?> sera appelée solution 
locale ou intégrale locale de l’équation (8,1 )• On appelera solution en 
large une fonction 99 (t) satisfaisant à l’équation (8,1) dans l’intervalle 
<«, b) tout entier. Il est clair que dans le cas particulier où pour chaque 
valeur de t l’ensemble F{(p(8)}a<t<t ne contient qu’un seul point de 
l’espace Xn, l’équation (8,1) se réduit à un système d’équations différen­
tielles ordinaires à argument retardé de la même forme que dans la mono­
graphie [7]. D’autre part, si F{<p}t = P(t, où P(t, x) est une fonction 
définie dans l’espace Z1+n, prenant ses valeurs dans l’espace ^8, l’équation
(8,1) se réduit à l’équation au paratingent (cf. [1], [2], [3], [9]).

Le problème généralisé de Cauchy pour l’équation (8,1) consistera 
dans la recherche d’une fonction 99 «0 qui devra satisfaire à l’équation
(8.1) et à la condition initiale
(8.2) 9>(t) = f(<) pour fe<a,z>

où la fonction {f}T«[0], dite initiale, est donnée d’avance. Dans la suite 
on verra que le problème de Cauchy ainsi énoncé admet toujours une 
solution locale, c’est-à-dire une solution <p (Z) définie dans un intervalle 
<«,/?> c <a,ft) où (8e<T,6) est suffisamment proche de t. En outre, la 
fonction F étant bornée ou, plus généralement, appartenant à la classe 0, 
chaque solution du problème peut être prolongée sur l’intervalle <a, b) 
tout entier, donc, il existe des solutions en large.

9. Encore quelques lemmes

Lemme ?. Si et si la suite de fonctions 99<(()ï0, i = 1,2, ...
converge dans l’intervalle <a, b) presque uniformément vers une fonction 

alors pour tout toe(T,b) et e>0 il existe un entier positif N
tel que

F<= 3(F{(p}t, e) pou i > N.
La démonstration est immédiate, puisque la fonction F est semi-con­
tinue supérieurement par rapport à l’inclusion.

Lemme 8. Si la suite des fonctions i = 1, 2, ... converge
dans l’intervalle <a, b) presque uniformément vers une fonction 
et si l’on a pour i = 1,2,...

— £(<) pour <e<a,r>

Pt99i(i) c f(t) pour fe<r, b)
{£}T«0 et/(i)ef, alors la fonction <p(t) satisfait aux mêmes conditions, 

c’est-à-dire
<p(t) = pour <e<a, t>

Pt99($) c/(<) pour <«<t, b).



16 Barbara Krzyżowa -

Il est immédiat que la fonction (p remplit la première de ces conditions. 
Quant à la seconde, il suffit d’en appeler à un lemme intervenant dans 
la théorie des équations au paratingent, dû à A. Bielecki, à savoir [2], 
p. 44. Du lemme 6, p. 61 dans le travail [1] on tire le lemme suivant:

Lemme 9. Si ç>(Z)e0 est une fonction telle que 

Ptç?(Z) <= Po pour te(alf a2> <= <T, b)

»(sJ — ?’(®2)où Poe^ est un ensemble fixé, alors chaque vecteur v =---------------- -

où sx, s2£<ai, «2>, si ®2 appartient à l’ensemble Po.

10. Une équation auxiliaire

Supposons que Fe& et {£}Te[$] et considérons l’équation au para­
tingent àr argument retardé

(10.1) Ptç9(<) <= F{<f>(s — 2rf)}a<a<t pour <£<T,/3>

où 7j€(0,l> et /3e<T,6), avec la condition initiale

<p(t) = £(Z) pour Ze<«,T>
(10.2)

ç>(Z) = £(«) pour Ze<a—2, a>.

La fonction yt(s) = ç>(s —2rç) étant déjà bien définie par (10,2) dans l’in­
tervalle <a,T + 2»7>, le second membre de (10,1) ne dépend plus dans 
l’intervalle <t, t + 2jj> que de la variable t et peut être considéré comme 
une fonction de la classe f. Donc, en posant f(t) = F {<p (8 — 2ri)}a<a^t 
pour Ze<r, t+2»7>, l’équation (10,1) se réduit dans l’intervalle <t, t + 2»/.> 
à l’équation au paratingent sans retard

(10,3) Pt?>(f)<=/(Z)

et on peut déjà appliquer les résultats des travaux [1], [9]. La fonction 
/(<) est bornée dans l’intervalle <t,t+2»7>, car /(Z) = F {(p(s — 2rj)}a<a<t 
= F{Ç(s — 2ri)}a<s<t <= S(Q, M(/3)+A(j8)(||f||T+l)/l0(/?)), donc il existe 
(cf. [1], p. 62) dans l’intervalle <t,t+?7> une solution de l’équation
(10,3) issue du point (t, £(t)). Mais, la fonction <p étant ainsi donnée dans 
l’intervalle <«, r + »7>, la fonction y est de même définie dans <a, t + 3?/>. 
Il suffit de répéter le raisonnement précédent pour prolonger la solution 
<p sur l’intervalle <a, t+2j/> et ce simple procédé nous conduira succes­
sivement dans un nombre fini d’étapes à la construction d’une solution 
d’équation (10,1) dans l’intervalle <«,/!> tout entier.
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11. Solution de l’équation au paratingent à argument 
retardé dans le eas général

Maintenant il est déjà possible de démontrer le théorème suivant: 
Théorème. Si Ft$ et {£}Te[0], il existe une solution <pe<? de l’équa­

tion (8,1) satisfaisant à la condition initiale (8,2).
En effet, fixons un /3e<r, b) et soit, pour i = 1, 2, ..., ç>j(<) une solu­

tion de l’équation auxiliaire

dl,l) Ptç9i(«) c F{vt(8 — 2/i)}a<a<, pour fe<T,/9>,

remplissant la condition initiale

dl,2)
= £(t) pour 
= £(o) pour

f«<a,t>, 

/«<«—2, a>.

En vertu de (7,1) on a Ptç^f) <= FfaÇs — 2li)}a<s<l c S(0, Jf(<)'+ 
+^(0 llç’ilk-î/i) <= S(0, llç’ilk) et, par conséquent, les fonctions
WjS, i = l,2,..., appartiennent à l’ensemble compact A<M> c 0<O j3> 
vu les définitions dans le chapitre 5 et le lemme 4, donc on peut 
en tirer une suite partielle , j = 1,2,... uniformément convergente 
dans (a, vers une fonction continue ç?(f) remplissant la condition 
initiale (8,2). Je dis que la fonction {<p}p satisfait à l’équation 
(8,1). La suite v<(/)(0 == Ç’qnff-2/ï(j)), j = l,2,... étant aussi uni­
formément convergente vers la fonction <p(t) dans l’intervalle <«,/?> 
il existe en vertu du lemme 7 pour tout <e<r, /S> et pour tout e > 0 un N 
Ici que F^^t c S(F{<f>}(, s) pour j N. Mais la fonction est 
une solution de l’équation (11,1) donc la dernière inclusion entraine 
la suivante: Ptq><(y)(f) c S(F{(p}t, e) pour j > N, et il s’ensuit du lemme 
8 que l’on a Ptq?(<) c S(F{<p}t, e) et par conséquent Ptç?(f) c F{<p}t comme 
s pouvait être aussi petit que l’on voulait. Cette dernière relation est 
juste en tout point t de l’intervalle <t, /3>, donc la fonction <p(t) est une 
solution de l’équation (8,1) dans cet intervalle.

Pour achever la démonstration il suffit de rappeler que d’après le 
lemme 4 toutes les solutions locales possibles sont majorées également 
Par la même fonction (<7+l)/lo(0 définie dans l’intervalle <T, b) tout 
entier, ce qui assure la possibilité de prolonger chaque solution particu­
lière sur tout l’intervalle <a, b) moyennant la méthode usuelle dans la 
théorie des équations différentielles ordinaires, qui s’adapte ici de manière 
tout à fait évidente.

(cf
Bans cette démonstration j’ai utilisé l’élégante idée due à Tonelli 
p. ex. [4], p. 60) consistant à ajouter à l’argument t un retard addi-

tionnel —, 
i ce qui revient à remplacer l’équation difficile (8,1) par les

Annales t. XVII, 19G3 2



18 Barbara Krzyżowa

équations auxiliaii’es (10,1), où le problème de l’existence des solutions 
devient tout à fait trivial, le retour à l’équation primitive étant possible 
grâce au théorème fondamental d’Arzela sur les suites compactes de 
fonctions.
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Streszczenie

Przemiotem pracy są równania paratyngensowe z opóźniającym się 
argumentem będące uogólnieniem zwykłych równań paratyngensowych 
i równań różniczkowych z opóźniającym się argumentem. Wykazuję tu, 
że odpowiednio sformułowane zadanie Cauchy’ego ma rozwiązanie przy 
dośó ogólnych założeniach co do prawej strony równania.

Резюме

В этой работе занимаемся паратингентными уравнениями с за­
паздывающим аргументом, которые представляют обобщение обыкно­
венных дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом 
и паратингентных уравнений.

Доказывается, что соответственно формулированная задача Коши 
имеет решение при довольно общих предположениях.


