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Sur la convergence des approximations successives pour I’équation
0°z/020y = f(x,y, 2,02/0x, 02/0y)
O zbieznosci ciggow kolejnych przyblizen dla rownania
9%2/0zdy = f(z, y, z, 02/9z, 3z/dy)

O cX0IAMOCTH NOC/1€10BaTENLHLIX MPHOIHKERHH 1IN YPaBHEHHN
0*z/0zdy = f(z, y, 2z, 923z, 32/dy)

1. Enoncé des théoremes

Dans ce travail E désignera toujours un espace de Banach arbitraire,
mais fixé. Lorsqu’il sera question de fonctions & valeurs dans F, toutes
les limites et, par conséquent, la continuité des fonctions, la dérivabilité,
la convergence des suites de fonctions etc. seront entendues au sens de
la norme dans E.

Une fonction de deux variables sera dite de classe C* dans un ensemble
donné Z, si elle peut étre prolongée sur un ensemble ouvert G D Z de
telle fagcon qu’elle admette dans 1’ensemble G des dérivées partielles du
premier ordre continues et une dérivée mixte du second ordre continue.

Probléme de Goursat. Nous admettons les hypothéses suivantes
(cf. [1], pp. 101, 109 et 110):

(H) La fonetion y = g(x), de classe C!, non décroissante dans 'in-
tervalle (0,a), et la fonction # = h(y), de classe C', non décroissante
dans l’intervalle (0, b>, remplissent les conditions:

0 <g(z) <b pour zel0,a),
0 <h(y) <a pour ye(0,Db),
Bi g@)=y et h(y)=2, alors x=y =0.

Nous admettons que toutes les fonctions dA(z)/dz, i =0,1,..., ol
X(z) =z, i**'(2) = h(g(i.‘(a:)]), sont bornées dans leur ensemble dans
Pintervalle (0, a), ou bien (ce qui est tout & fait équivalent) que toutes
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les fonctions d/‘i(y)/dya i=10,1,..., od u'(y) =y, I"i“(y) = g(h(/‘i(y)))v
sont bornées dans leur ensemble dans l'intervalle (0, b>(*).

(K) Nous supposons donnée une fonction y(xz,y) a valeurs dans E,
de classe C' dans ’ensemble

4 ={=zy9): gl@)<y<b, hy) <o <a};

les dérivées de cette fonction satisfont dans I’ensemble 4 aux conditions
de Lipschitz

”xx(w’ y)—Xx(w7 ?7)” < Al?/_y|’
lxy(®s ¥)— 2y (% Y| < A|2—7],

ou /A est une constante positive.

Enfin nous supposons donnée une fonction continue f(z,y,z2,p, q)
a valeurs dans E, définie pour (z,y)ed et z,p, qeE.

Dans ces hypotheéses il s’agit de déterminer une fonction z(z, y) (dite
golution du probléme de Goursat) & valeurs dans E, de classe C* dans
I’ensemble A, vérifiant ’équation

0%z

() 0z dy

——f(m 0z 6z)
= ;?/Haﬁ;;(w

et les conditions
z(x, g(z)) = x(z, g(x)) pour xe(0,a),
2(h(y),y) = z(h(w),y) vpour ye(0,D>.

Probleme de Cauchy(2?), Soit une fonction y = g(x), continue
dans D'intervalle (0, a) et une fonction =z = h(y), continue dans l'inter-
valle (0, b>. Supposons qu’il existe un a*¢(0,a)> et un b*e(0,b) tels
que g(z) = 0 pour zela*, a) et h(y) = 0 pour ye(h*, b>, que la fonction
g(z) soit strictement décroissante de b* & zéro dans intervalle (0, a*)
et que la fonction inverse de g(x) dans ’intervalle (0, a*> soit identique
a la fonction h(y) considérée dans l’intervalle <0, h*>.

(1) Cette condition est remplie, par exemple, quand il existe un nombre &, 0 < ¢ <
< min(a, b), tel que l'une des inégalités d(h(g(x)))/dz <1 pour e(0,e) ou
dlg(h(y)))/dy < 1 pour ye(0, ¢), est remplie; done, en particulier, lorsque g’(0)x
X h'(0) < 1, c’est-a-dire lorsque les tangentes aux courbes y = g(x) et z = h(y)
au point (0, 0) sont distinctes, comme 1'a supposé Goursat [5].

(3) Cet énoncé du probléme de Cauchy, un peu plus général que 1'énoncé usuel,

est dft & M. A. Bielecki; ainsi formulé, il comprend comme cas particulier le probléme
de Darboux, ce qui est avantageux pour les calculs.
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Soit une fonction o(x) & valeurs dans E, de classe C' dans 'intervalle
{0, a), et une fonction r(y) & valeurs dans E, de classe C' dans l'inter-
valle (0, b).

Enfin, soit une fonction continue f(x,v,2,p,q) & valeurs dans E,
définie pour (z,y)ed et z,p, gekE.

Le probléme consiste & déterminer une fonction z(x, y) (dite solution
du probléme de Cauchy) & valeurs dans E, de classe C* dans ’ensemble A4,
satisfaisant & ’équation (1) et aux conditions

(2) 2(z,y) = o(x)+7(y)
8i y =g(x), 2e(0,a) ou bien =z =h(y), ye{0,d),
02(z,y)/0x =o'(x) 81 y=g(x), ze(0,a),
oz(z,y)/oy =*'(y) 81 = ="h(y), ye0,Db).
Hypotheése 1. Il existe une fonction M (r), continue, non décroissante

et positive dans l'intervalle (0, co) telle que

dr 4.
J My S

(3)

ot
Wf(@,y,2,p,q) [|< M(r) pour (z,y)ed ot |2, |pl,lql <r.

Hypothése 2. Il existe une fonction x(t), non négative, sommable
au sens de Lebesgue dans l’intervalle (0,a+b), et une fonction w(u),
continue et non décroissante dans ’'intervalle (0, oc) telles que w(0) = 0,
w(u) >0 pour u > 0,

du
(4) o W
et
(5) Wf(zyy,2,p, Q) —f(2,9,2,D, @) <

< 2(@+y)o(llz—2(+lp —Pl+ lg—al)
pour (z,y)ed et z,p,q,%,P,q¢k.

Hypothése 3. Il existe une fonction réelle w(t, u), définie pour
te(ty, a+b),t, = inf{x+y:(v,y)ed}, et u >0, continue et non dé-
croissante par rapport & u pour tout te(ty, a+b) fixé, sommable au sens
de Lebesgue par rapport a ¢ pour tout » > 0 fixé, telle que

(i) il existe K > 0 tel que [[f(z,¥,2,p,9) —f(2,9,%, P, )l < wlz+y,
max (K |z—Z|, |lp—2l, lg—4ll)) pour (z,y)ed et 2,p,q,%,P,q¢E,
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(ii) pour tout ce(0,a+b—1t,> wu(t) =0 est I'unique fonction con-
tinue dans l’intervalle (¢, t,-+ &) vérifiant les conditions «’(t,) = 0 et

¢
u(t) ='fw(r, u(z))dr pour telly, to+ ).

Théoreme 1. Sous les hypothéses 1 et 2 le probléeme de Goursat admet
exactement une solution.

Théoréme 2. Sous les hypothéses 1 et 3 le probléme de Cauchy admet
exactement une solution.

Pour E = (—o0, o), des théorémes analogues ont été établis dans
[6]; ’existence des solutions y a été démontrée par la méthode de Schauder,
qui méne & des calculs assez pénibles dans le cas du probléme de Goursat.
Dans la présente note nous utiliserons, pour établir les théorémes 1 et 2,
la méthode des approximations successives.

2. Remarque sur la continuité des solutions par rapport aux
conditions aux limites et au second membre de l’équation et sur
I’existence des solutions

Des théorémes 1 et 2 on peut obtenir des théorémes sur la continuité
des solutions par rapport au second membre et aux conditions aux li-
mites. Dans ce but il suffit d’appliquer les résultats des théorémes 1
et 2 A 'espace de Banach E, des suites z = {Zy}n_o,..., Taek, telles que
ll€n— @olle — 0, avec la norme |x|g, = sup|iwalz (cf. [7] et aussi [8]

n
et [9]).

Pour E = (—o0, co), en suivant le procédé de Ciliberto [2], on peut

en déduire un théoréme sur I’existence d’une solution (pas nécessairement

unique) du probléme de Goursat (%) en admettant les hypothéses 1 et 2
et en remplacant la condition (5) par la suivante:

(6)  Iftz,y,2,p,9—f(=,9,2,P, 9| <x(@+y)o(p—>7l+lg—4l).
3. Réduction des problemes de Cauchy et de Goursat a des
équations fonctionnelles sans conditions supplémentaires

Lemme 1. Moyennant les hypothéses (H) et (K) le systéme d’équa-
tions aux fonctions inconnues G(z) et H(y)

G(z)+H(g(z)) = z(z,9(z)) pour 2¢(0,a),
H(y)+0(h(y)) = Z(h(y)’ y) pour ye(0,b),

(3) Le théoréme, obtenu par une méthode analogue, sur l'existence d’'une solu-
tion, pas nécessairement unique, du probléme de Cauchy serait mnins général que
les théordmes établis par d'autres méthodes.
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admet une solution de classe C'. La fonction G(z)+ H (y) est alors définie
univoquement.

Lemme 2. Moyennant I’hypothése (H), si &(x,y) est une fonction
4 valeurs dans E, continue dans l’ensemble 4, le probléme de Goursat

0%[0xdy = &(z,y) pour (z,y)e4,
z(z,g(z)) =0 pour =ze0,a),
#h(y),y) =0 pour ye0,b),

admet exactement une solution de classe C* dans A. Cette solution est
donnée par la formule

g

0 . V¢
(6) z(w,y)=;‘(~1)‘ | [ s(u,v)dvdu,

Zi+1 Vi4)

ou zy; = @)y Yu = u'Y)y Taigr = (' (¥))y Y241 = g(4'(2)), et on ob-

tient les dérivées 0z/0x et 0z/0y en dérivant la série (6) terme & terme.
Pour démontrer ces lemmes il suffit de remarquer que les théorémes 1

et 4 du travail [1] et les considérations du chapitre 2 du travail [6] restent

valables aussi pour les fonctions & valeurs dans un espace de Banach.
Des lemmes 1 et 2 nous obtenons immédiatement:

Lemme 3. Pour que la fonction z(z, y) & valeurs dans E, de classe C*
dans 'ensemble 4 soit la solution du probléme de Goursat, il faut et il
suffit qu’elle satisfasse dans l’ensemble 4 & 1’équation

z(w,y) = G(z)+H(y)+

0z(u,v) 0z(u, v)\d du
av

+__i7(—1)‘ (f(u v, 2(x, ),

(=0 -‘nn Vig)

ou les fonections G(x) et H(y) sont définies dans le lemme 1 et x; et ¥,
t=0,1,..., dans le lemme 2.

Enfin, en raisonnant de méme qu’au chapitre 2 du travail [6], nous
obtenons:

Lemme 4. Pour que la fonction z(z,y) & valeurs dans E, de classe
C* dans I’ensemble 4, soit solution du probléme de Cauchy il faut et il
suffit qu’elle satisfasse dans ’ensemble 4 & 1’équation

0z (u,v) ‘Bz(u, v)\ s,
ou = 0v }

s@,9) = o@+rw+ [ 10,200,
Aay
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ou
Azy = {(u,v):(u,v)ed,u <z, v <y}.

4. Démonstration du théoréme 2

Soit C'(4) un espace de Banach de fonctions & valeurs dans FE, de
classe C' dans l'ensemble 4, avec la norme

llzll, = sup{liz(z, Y)ll, 02(z, y) /0], [|92(2, y)[0y|: (z, y) e 4}.

Soit F une transformation de I’espace C'(4) en lui-méme définie par
la formule:

0z(u,v) 02(u,v)
ou ' ov

(F2)(@, ) = o(@)+1(y)+ fj'f(u,v,z(u,w, )dudv.
Azy

Lemme 5. Si z,¢C'(4) et si la suite des fonctions z,, » =1,2,...,
définies par la formule z,,, = Fz, converge dans l’espace C'(4) vers
une fonction 2, alors z est une solution du probléme de Cauchy et la suite
des dérivées 0%,/dzdy, n =1,2,..., converge uniformément dans 1’en-
gsemble 4 vers 0% /dxdy.

Démonstration. La fonction 2z satisfait aux conditions (2) puisque
toutes les fonctions z,, » =1,2,..., les remplissent. Soit (@, ¥,),
n =1,2,..., une suite de points de I’ensemble A tendant vers (z,, y¥,).
Alors, comme les suites de fonctions z,, 02,/dz et 0z,/dy, n = 1,2, ...,
sont uniformément convergentes, les suites z,(Z,,¥s), 02.(%,, y,)/0z
et 0z,(z,, y,)/0y, n =1,2,..., convergent respectivement vers z(z,, ¥,),
0z(2y, Yo) [0z ot 02(20, Yo)/0y, d’0 la fonction f(z,y,z,p,q) étant eon-
tinue, la suite

0%2, (@, yn)/away =
=.f(mn9 Yns 2n(Tny Yn)s 02a(Zny Yn) (02, 02, (2, yn)/ay’, n=1,2,...,

converge vers f(wov Yoy 2(Toy Yo)y 02(Zo, Yo) /0, 02 (,, yo)/ay)- I1 en ré-
sulte que la suite des dérivées 0%2,/dzdy, n =1,2,..., converge uni-
formément sur I’ensemble A vers f(z, y, z(z, y), 0z(z, y) |0z, 0z(x, y)[0y);
en vertu du théoréme sur la dérivation terme & terme il existe donec
une dérivée continue 0% (z, y)/dzdy = f(z, y, 2(z, y), 02(x, y)/0z(z, ¥)/0y)
qui est définie dans 4.

Lemme 6. Si ’hypothése 1 est vérifiée et si z,eC'(4), Z,eC'(4) et
les suites 2, et Z,, n =1, 2, ..., sont définies par les formules z,,, = Fz,
et Z,,, = FZ,, alors les dérivées 0%,/dxdy et 0%,/d0rdy, n =1,2,...,
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sont bornées dans leur ensemble sur ’ensemble 4 et I’on a
(7)

lim sup

{ )I 02m (2, y)  0%,(2,y)
g+

\
ltmyn =1, (x,y)eA <ty =0,
09701/ oy ’ y (@, y) e y T+ Y I‘

Démonstration. Posons

[ 0% (e, 0) | 1] 0%,

4 _sup” ozdy |’ 6:1:60/ ” (@, ”)EA"

B = sup{llo()+ = (y)ll, llo(@)ll, [’ (9)]|:(x, y) e A}.

A cause de (3) 'équation

'

(8) R(t) = A+ M (B4 max(1, (et b—ty)] [ R(r)dz)

ril

admet une solution R(t) continue sur tout lintervalle (t,, a+b>. On

& 0%, (2, y)/0zdyl| < A < R(z+y) et, si (0%, (x,y)/dzoy| < R(z+y),
il vient
enle, )= ole) =W = | f [[ et gy | <
. -’t-t-ll .l .r..u
| R(u+v)dudn = _,[ (J R(z)dz)dt - (a+b—to) [ R()dr,
U+ o>l 1y o ";
e X
| 0za, ) [ [Fla, 0]
1( | _zn m’ y__ EEe) 2 — | [_ "n <
(10) — o' (@) “,,i\ te dv”
v .r:‘ﬂ
fR(:v+17)dv < " R(r)dr,
9(x) f
| 0zu(2, y) | il [a’znw,y)] 5
T |16 Ll et Ml Ab SEL| T
CE dy r(y)|. MJ) oudy T
* z4y
< ’ R(u-t y)du = (R(t)dt,
him l’:

Annales t. XvI, 1962 o
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par conséquent

H 0_23n+1(af'

’ ) || 4 Jl(max(uz"(x,y)||, Ozu(,9) || | 0z, (2, y) ”))
dxoy I

oz ay

z+y

< M(B+[max(l,a+b—1)] [ R(r)dr) < R(z- y)
I

et, par récurrence, 0°z,(z,y)/0zdy < R(z+y) pour » =1,2,..., De
méme on a 9°z,(z, y)/0xdy < R(z+y). Il reste a établir (7). Posons

»(t) = suplif(z, y, o(@)+ r(¥) +2, o’ (@) +p, T (¥) +9) —

—f(z,y, o(x)+1(y)+Z, o' () + P, T (¥)+ q)

pour
¢

(2, y)ed; (2], [Bll < (a+b—to) ] R(r)dr; |pll, llgll, 21, llgll < f R(z)dx.
)
Les fonctions f, g, 7, o', v’ étant continues et ’ensemble 4 étant compact, on

a limv(f) = 0. Les formules (9), (10) et (11) et les inégalités analogues
bty t

pour les z, entrainent ||0°z,(z, y)/0xdy — 0’2, (z, y)/0xdy|| < r(x+1vy), d’on

il résulte (7).

Lemme ?. Si la fonction 4(¢), non négative et sommable dans 1’inter-
valle (,, a4+ b), est continue & droite au point ¢, et si 'on a 4(¢,) = 0
et

(12) a(t) < (t max(K f[f 6(t)dt]d8, 6(z)dr))

pour te(t,,a-t+b), alors &(f) = 0 presque pa.rtout dans lintervalle
(tyy a+b).

Démonstration. Soit f, <t <...<t, =a-+b une division de
Pintervalle {t,,a+b) telle que K(t;,—t;_,) <1 pour i =1,2,...,n
Alors on obtient de (12) 'inégalité

t

(13) é(t) <m(t, j 6(r)dt) pour  te(ty, 1>,
to
t
dont il résulte que la fonction D(t) = f d(r)dr satisfait & D’inégalité
fo

L)
(14)  D()—D(t) <| [ w(t, D@)dt] pour ', 1" e(ty, t,>.
¥

En tenant compte de I’hypothése 3, il résulte de 'inégalité (14), par un
raisonnement tout pareil a celui de Coddington et Lovinson [3], p. 79-80
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(cf. aussi [4], p. 50) que D(t) = 0 pour telty, t,», done 4(t) = 0 presque
partout dans lintervalle (t,,t,). Alors, les intégrales au second membre

t s ¢
de 'inégalité (12) peuvent étre remplacées par [ | _( () dr|ds et f é(7)dx.

l
On obtient ainsi l'inégalité (1) < w(t, fé(r)dr) pour telt,,t,>, dont

il résulte, en raisonnant comme dans le cas de l’inégalité (13), que
6(t) = 0 presque partout dans lintervalle (t,,?,>. On constate de méme
que 6(t) = 0 presque partout dans les intervalles {t; , ,t)>,7=1,2,...,n.
Démonstration du théoréme 2. A cause du lemme 5, il suffit
de prouver que pour tout couple de fonctions z,eC'(A4) et Z,¢C'(4), les
deux suites de fonctions z, et z,, n =1, 2, ..., définies par les formules
Zn,, = Fz, et %, , =F%, tendent dans ’espace C'(4) vers la méme limite,
c’est-a-dire remplissent la condition
(15) lim |2y, —Z,jj; = 0.

n,m—00

Pour m,n =1,2,... et te(ty, a4-b) posons

62zm(fv, y) 0221‘(3), 7/)
0w dy 0z dy

Les fonetions 4,,,(t) sont continues sur I'intervalle <t,, a--b) et, comme

Om,n(t) = sup

”( z,y)ed, w—i—y—t}

02,0 (1, 0) i3 _a_zin(ul v)
dudv dudv

dudv

(16)  [jem(@, y)—Z, (2, )| = HJ;!/(

z4y

< f f B (44 0) dudy = TWL of é,n_,.(r)dr]ds <(at b—to)t;f Bun.n(7) T,

vy ‘o
). ‘ v _
(17) 6zm(fv, ?/) —i azn(wv y) _ f (azzm(wv 'D) i azzn(wv v)) dt)“ <
ox ox J = dx 0v 0x0v
vy z+y
< f 6,,1'”(.’17—}-’0){1'0 < f 6,”.,.(1)!'!7,
o(x) to
(18) 02n(@,y)  Fa(a,y)| EI f { 0*2n(u,y) 0 "Zn(u, 9) \ du ! <
i i |!M \ ouoy dudy

z z+y

J‘ “m_n (" -+ ?I)du < f 6".'1.(7) dT,

h(v) to
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on a
a+b

(19) l[2m — Zally < max(1, a-+bh—1t) f Omn(T)dT.
Lo

Vu le lemme 6, les fonctions 4, ,(1), m,n =1,2,..., sont bornées
dans leur ensemble sur l’intervalle (¢,,a+ b).
Posons
4(t) = limsup 6,, ().
m,n—ro0
Alors, en égard & (19), on obtient, d’aprés le lemme de LFatou, I'iné-
galité

a+b
limsup |[2,, —Z,|, < max(l,a+ d—1,) f d(t)dr,

n m-roo f;

done, pour établir ’égalité (15) et achever ainsi la démonstration du thé-
oréme 2, il suffit de prouver que d(t) = 0 presque partout dans l'inter-
valle (t,, a+b)>. Pour cela, nous allons appliquer le lemme 7. De (7) il
s’ensuit immédiatement que 4(¢) est continue & droite au point ¢, et que
6(t,) = 0; il reste donc & prouver que I'inégalité (12) est qérifiée. )’aprés (i),
on a pour m,n =1,2... et (z,y)ed,z2+y >1,,

]:i a2zm+l(w’ y) ., 022n+l(a"v y) H -
| 0xdy o0z oy

02 (@, Y) O2m(z, y)) =

=.|f((w7yyzm(w’?/)’ Frn oy

0zZ,(z,y) 0z,(z,y)
o’ dy

—f( (@, 9, za(2, ), ):\ < m(r-+;u, max(Kuzm(w, y)—

02m(@,y) _0%x(z,y) || | Ozn(z,y) O0Zu(z,y) | :
| ox ar 'l oy dy \])’

d’ou compte tenu de (16), (17), (18) et du fait que la fonction w(t, u)
est monotone par rapport & #, on déduit l'inégalité

—2Zu(z, ¥)lly

¢ 8 4
bmirnir(t) < oft, max(K [[ [ bua()de]ds, [ 8,.(x)de))
th o t

pour m,n =1,2,... et te(ty, a+b). La fonction w(t, ) étant continue
et monotone par rapport & «, 'inégalité (12) en résulte en vertu du lemme
de Fatou. Donc 4(¢) vérifie toutes les hypothéses du lemme 7 et, par
conséquent, 6(t) = 0 presque partout dans lintervalle {t,,a-+b>, ce
qui achéve la démonstration du théoréme 2.
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5. Démonstration du théoréme 1

Désignons par & I'opération transformant ’espace C'(4) en lui-méme,
définie par la formule

(P2)(z, w) =

(w)+H(y)+2(—1) J ff(u v, 2(n, v),oz(uu v)' g\ gv v))d du.

Ti+1 Vit

LLemme 8. Si z,¢C'(4) et si la suite des fonctions z,, n =1,2,...,
définies par la formule z, , = ®z,, converge dans l'espace C'(A4) vers
une fonction z, alors z est une solution du probléme de Goursat et la
suite des dérivées d°z,/0zdy, n = 1,2, ..., converge uniformément sur A
vers la fonction d2z/dx0y.

La démonstration est la méme que dans le cas du lemme 5.

Lemme 9. Si ’hypothése 1 est réalisée et 8i z,eC'(4), 2,., = Pz,
n=1,2,..., les dérivées 0%z,/0rdy, n =1,2,..., sont bornées dans
leur enscmble sur ’ensemble A.

La démonstration est semblable & celle du lemme 6. Posons

{" azz,(w, )|l

A = sup I (x,.oneA},

B = sup{||G(z)+H (y)Il, IIG (@)l [1H ()l (x, y) e A},

{ 1 s
|ld‘; l(; () H

|
L= sup{ ”d‘:c i (x

(x,y)ed,1 =0,1, }
D’aprés (3), I’équation

t
(8)* R(t) = A+ M(B+ max(2L, a | b) f R()dz)
0
admet une solution R(¢) continue sur tout lintervalle (0,a+b). On
A 110%, (2, y)/oxdy| < A < R(z+y), et, si [0%.(z,y)/0xy| < B(z+y)
Dz, (u, v)

Il
9 Jlenlw, y)—G (@) —H ()] - ; ff 8 dvdu | -

Ti+1Vit)

T4y ¢ T+

x v
s 1 P < dr,
(,J oj R(u-+v)dvdu 6[ [ [ r)dr]dt (a+4b) f R(z)dt

0
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(10)°
6 n azzn w. v |
|t o] = [ Sear [ i |-
+1
| f P s S8 i),
= Bl s & ’ — f+1 nofaigl =
R ( dwdv o+ i (dm A (@) J dade (21" (@) yo)do+
e v=Y o(ai+1())
m'\ l(z) :12
/. i (@) du || <
?:_J (dx (A (@ ))) J .} oy ( y gl (:r))) "
4 0 V(”("))
a(z) l-:\-: ﬂl' ¥ 1'2)]
00 A‘(z) 4y

.. by ] R(u+g(}.'(w)))du\|—2L rR(r)dt,

=
{-0 A“*"(.’t)

et, d’une facon analogue,

* 0z, (2, ¥) IH’
(11) i <2Lf R(x)dr.
Par conséquent
ag:n.;. & "‘) azn(x y) [ : az"(w ?/)
[Pt i, | 20| e
z-tu

< 1W(B+max(2L,a+b)J R(r)dr) < R(z+y)

et l'inégalité |0°z,(z, y)/0zdy| < R(x+y), n =1,2,..., se trouve ainsi
démontrée par récurrence.

l.emme 10. Supposons vérifie ’hypothése 2 et soit 4(¢) une fonction
non négative, sommable sur l’intervalle (0, a+ b) et satisfaisant presque
partout sur cet intervalle & l'inégalité

(12)* 8(t) < x(t)w((a+b+4L) f 6(1)(11)

Dans ces conditions, 4(t) = 0 presque partout sur l'intervalle (0, a4 b).
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Démonstration. Porons
¢
v = sup{t:te(o, a+-b), J é(r)dr = 0’.
0

Si t =a+0b, le lemme se trouve démontré. Si { < a-t b, alors, pour
i<t<a+b, on a fé(r)dr >0, dolt of(a+b+4L) fd(r)dt) >0,
(1]

done

5() < (1)

w((a+ b+4L) 6'; 8(z)dr)

presque partout dans lintervalle (¢, a+ b). Par conséquent, en appli-
quant le théoréme sur le changement de variables dans I'intégrale de
Lebesgue, on obtient

« ¢I+b a"b
d dt
[ =@rbsany [ — 20 C@ppran [ s
§ o) ! wl(a+b+4L) f é(r)dr) i
atd r du
ol a = (a+b+4L) [ 8(t)dt >0, ce qui signifie que | est con-
0 oﬁ- w(u)

vergente dans le voisinage de zéro, en contradiction avec (4).

Démonstration du théoréme 1. Cette démonstration est semb-
lable & celle du théoréme 2, c’est pourquoi nous nous bornerons & l'es-
quisser. Au lieu de l'opération F on y utilise 'opération @, au lieu des
lemmes 5-7 — les lemmes 8-10. Les différences dans les calculs qu’il
Y a lieu de faire sont les suivantes. Au lien des inégalités (16)-(18), en
procédant comme dans le cas des inégalités (9)*-(11)* on établit les
inégalités

T+Y
(16)* e, 9)—20(@, Y| < (a+) [ Bmalz)dr,
0
2 z-.HI
(17)‘ I azm(x’ ‘!,) i ?_ﬁ.(_m’_y)— ' < 2L t’m_n(T) dT,
! ox oz 0
z4+Y
(18)‘ Oz,,,(:v,_y_) ' 0%,(x, yz < 2L f 0m."(1)dr,
6y ay 0




d’ou l'on tire l’inégalité

a+b
limsup ||z, —Z,/|, < max(2L, a+b) Jr d(r)dr.
0

m,n—»00

Ensuite, moyennant les inégalités (16)°-(18)°, on démontre que
t

biirnia(t) < x(t)o((a+b+4L) [ b, 4(r)dr), d’oit Pon déduit finalement
0

'inégalité (12)°.
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Streszczenie

Dowodzi sie zbieznoéci ciagéw kolejnych przyblizen rozwigzan zadan
Cauchy’ego i Goursata dotyczacych réwnania (1) w dowolnej przestrzeni
Banacha E. Metoda stosowang w pracy [7] otrzymuje si¢ twierdzenie
o cigglej zaleznofci rozwigzan tych zadan od warunkéw poczatkowych
i prawej strony réwnania, natomiast metoda Ciliberto [2] dostaje sie
pewne nowe twierdzenie o istnieniu rozwigzan zadania Goursata w przy-
padku E = (—oo, oo).



Sur la convergence des approximations successives... 121

Peslome

JokasbiBaercs, 4To mocjejoBaTe/lbHble NPUGIMKENUA peuleHitii 3axay
Komwn u T'ypcata pust ypaBueHus (1) B 1POM3BOJIBHOM 1IPOCTPANCTBC
Banaxa E cxonarca. Metogom npumensembiM B paGote [7] momyuaercs
TeopeMa o HeNpepbIBHOM 3aBUCHMOCTH pellennii 3THX 3aay 0T HAYaJIbHBIX
HanHblX U npasoif cTOpoHel ypaBHuenud. Ilpumensnna yeton Cuaubepro [2 ]
II0JIy4aeTcs OAHY HOBYIO TeOpeMy O CyLIecCTBOBAHNM peuieniii 3aaauu
Cypcara B cayyae E = (— o0, o0).






