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On the Testing of the Linear Hypothesis for the 
Model of Normal Regression 

O weryfikowaniu liniowej hipotezy dla modelu normalnej regresji 

О проверке линейной гипотезы для модели нормальной регрессии

1. Theorem

The problem of my previous work [1] is developed in the present
paper, so we use the same matrix notation.

Theorem. Let the components Pi, y^, yn °f column vector y of 
nl

the multiple regression model p = F(y)—X(i be independent random 
np pi

variables normally distributed with means fily p2,pn and common 
variance a2. Besides, let r(X) i. e. the rank of matrix X be equal to the number 
p of parameters (i and let the hypothesis that <p = L y = tp0 be true, where

ßi' el qm ml ei
У

r(L) — q and у =
Рг

.ßm.
is the subvector of vector ß — 

pi

ml

Ó
-p-m,l-

. Then the

random variable

(1)
(Ly-y0)*(LSnL*r'(Li-y0). (y—Xß)*(y—Xß) 

q 4 ' n-p

X*Xhas F distribution with q and n — p degrees of freedom, where 8 — 
pp

[8n S121
oil’ 022 a,l(^ Y iS estimate
8 ; 8 " J

°f the parameter y.
Proof. We use theorem 3 (cf. loc. ait.), which says that under the 

above mentionned assumptions, if the hypothesis that q> = = <j>0 is
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true (where Z = Z and r(Z) = q), the random variable
9P

F(2)
W - ?„)* (ZS~ 'Z'r1 (Zß - q>0) (y—Xß)* (y—Xß)

q n — p

has F distribution with q and n—p degrees of freedom. As usual, 
3 = 8~xX*y. In order to do this, let us consider Z — [Z 0 ]. Then

8777 8,P—m

-It*

«P
y

ml
<5

_p— 7»,1_

(p — Zß — [Z: 0 ]
am e,j>—m

= Zy, so Zß — Ly and ZS~'Z* = [Z 0]X

X № »]• - [iS" £S,!][f.’J = LS"L’.

The proof of the theorem is concluded if we substitute Zft = Ly and 
ZS~XZ* = ZSnL* into the expression (2).

2. Applications

1°. Let us put g = l and <p0 = 0. Then LSnL* and Ly are numbers 
bo we obtain (Z(8UZ*)-1 = 1/ZSUZ* and (Zy)* = Ly. Since 3 — 8~xX*y

we obtain Var(Z y) = Var(J^l1yi) = 2'Z2Var(yi)+2'Z1l>Cov(y1, y#) = 
lm ml <«»1 i»l i#/

m m
= £ £ liljS^a2 — <fLSnL*. Thus the random variable (1) can be written

i-i i-i
as follows

„ u2(Zy)2 (y-Zfrfo-Jfl

F =-------- —:-----------------------Var(Zy) n —p

with j7x — 1 and v2 = n—p degrees of freedom.
Consider a model of one-way classification

yv = ai + ey, » = 1,2,...,/, j = 1,2,..., »*.

We want to test the hypothesis that Z y = 0 where
l?n ml

«1

L = {!*}, fc = 1,2,..., to, to ^Z, y = 
lm ml

yi
ya

.ym-
“m
am+l

L«z J
ZVu

It is easy to verify that in this case yt = y{ =—---- , and Var (Zy)
»i

and = k 1 =



On the testing of the linear hypothesis... 97

/n ni

= Varlkyk\ — o2 \ The random variable 
'fcTi itZi nk

( Z ^kYk)2 X^yn~yi. )2
F =

X lklnk
k=l

n — I

with 1 and n—I d. f. can be used to test the hypothesis mentioned above. 
2° In the model of two-way classification

Vm — /* + «/+0/+ tyi, i == 1,2,I
j =1,2,...,..., J 
i = 1 , 2 , . . . , «iy

we can use the theorem to verify that comparisons of some parameters at 
or of some parameters ft- are equal to zero. Before doing this it is necessary 
to reparametrize the model to obtain non-singular matrix $ — X*X.

The same situation holds in the case of the model

'.Vi/ — /*4“"t"^»/, i — 4,2,...,!; j — 11 2f ...f H{

because then the determinant of the matrix $ is equal to zero.
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Streszczenie

W niniejszej pracy, będącej kontynuacją pracy [1] przedstawiam 
dowód następującego twierdzenia:

Niech składowe yxyi, ..., yn wektora kolumnowego y wielokrotnego mo­
delu regresyjnego nl

(1) p=E(y) = Xp
np pl

będą narmdlnymi niezależnymi zmiennymi losowymi o średnich /q, ... t*n
i wspólnej wariancji o2. Nadto, niech rząd macierzy X będzie równy liczbie p 
parametrów fi i niech prawdziwą będzie hipoteza

(2) rp — L y — <p9
q\ qm in\ q\
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gdzie rzędem macierzy L jest q i у —

ß =
Pl

У
ml

<5
_p-m,l„

Wtedy zmienna losowa

ßi
ß2
ßm

jest podwektorem wektora

F =(3)
(Ly (LSn L*)~\Ly -?„) (y—Xß)*(y -Xß)

n—p

ma rozkład F z q i n-p stopniami swobody, przy czym $ — X*X i S11 jest 
pp mm

, • a-l PU^121 . • .
podmacterzą macierzy S = I1 1 Y lest ocen(t parametru y.

Poza tym zamieszczam kilka przykładów, w których korzystając 
z formy zmiennej (3) można zweryfikować hipotezę (2) głoszącą, że q 
kombinacji liniowych m parametrów p2, ..., pm przybiera q danych 
z góry wartości.

Резюме

В этой работе, составляющей продолжение работы [1], мы пред­
ставляем доказательство следующей теоремы.

Пусть компоненты у1,у 2, ..., уп столбцевого вектора у модели мно- 
щ

жественной регрессии

(1) Р = Е(У) = Хр
пр р!

будут нормальными независимыми случайными величинами с математи­
ческими ожиданиями р2, ..., рпи с общей дисперсией <т2. Кроме того, 
пусть ранг матрицы X будет равен числу р параметров р и пусть 
гипотеза
(2) у = L у = (р0

в1 Q"‘ ml «1

будет правильна; ранг матрицы L равен q, а у =

ßi
ß.
.ßm

блочному

вектору вектора р =
pi

У
ml
Ö

_p-m,l

. Тогда случайная величина

F =(3)
(Ly-q,0)*(LSnL*r'(Li-<p9). (у—Xß)* (у — Xß)

q n — p
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следует закону 1'одип—р степеней свободы, где 8 = Х*Х, а 8п

является блочной матрицей матрицы 8~

тт

же является

оценкой параметра у.
Наконец мы дали несколько примеров, в которых пользуясь ве­

личиной (3), можно проверить нулевую гипотезу (2), которая гласит 
что ? линейных комбинаций т параметров ...,имеют опре­
делённые значения.




