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Sur un théoreme de Pogorielov

O pewnym twierdzeniu Pogorielowa

06 onmoii Teopeme Ilorope.iosa

Dans ce travail nous nous occuperons du probléme de la représenta-
tion d’une géodésique sur une surface convexe lisse dans un voisinage
d’un de ses points. Les résultats contenus dans ce travail généralisent
et précisent le résultat de Pogorielov contenu dans [1], p. 33 (cité dans
Vintroduetion du travail [2]). Les résultats sont plus généraux car nous
donnons aussi la représentation pour les courbes gauches d’une classe
plus large que la classe des géodésiques sur une surface convexe lisse.

En utilisant les résultats du travail [2] nous établirons, avec les mémnes
Notations et définitions, les théorémes suivants:

Théoreme 1. Soit (A+B) une géodésique sur une surface convexe lisse

8 et d( M) la distance @un point Me(A»B> au plan tangent @ 8 au point A.
Alors on a

[A®0]

limd(M): [ k(s)ds =1
0

M A

U K(8) est la courbure intégrale de Varc (A+N> C(AsM), et 8= [A*N].

Démonstration. Soit 7((A) le plan tangent & la surface au point 4.
D?‘ns Parc (A«M) de la géodésique (A+B) inscrivons la ligne brisée
Wai (M, = sy My, ooy M, = M), [AsM]<[A*M;,], i=0,1,...,
**s»M—1. Nous poserons

8; = l;u.-.-",—_:t}, 'l:=0,1,...,n—1,

et désignerons par o, le plan passant par les points M, Mis, M.
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Désignons par I; la droite formée par l’intersection des plans o; et
7(4). Soient
Xy MiMi,) =y <=/2, 1=0,1,...,n—1,
I(MM gy M (M) =0a;, 1=0,1,...,0—2.
Par le point M; ., menons un plan perpendiculaire & la droite I; qui cou-
pera l; au point C; et soit < (C.M;,,, 7(4)) = &,,.
Désignons encore par A; le point d’intersection de la droite M M, ,
avec le plan 7(4) et par B; le point d’intersection de la droite, perpen-

Mie2

diculaire au plan r(A4) et passant par le point M; avec le plan 7(A4). Soit
< (Mth-H’ BiBi+l) =@ < 3/2'

Enfin, désignons par FE; le point d’intersection de la droite C;M,.,
avec le plan {4;B; M;} et par F; le point d’intersection de la droite C;B;_,
avec le plan {A4;B;M}.

Remarquons que dans un voisinage du point A sur (4 +B), la distance
d(N) et I’angle entre la tangente t(N) & (A+*B) et le plan v(A) croissent
avec 8 = [A+N]. Admettons que {A+M) appartienne & ce voisinage.

Avec ces notations, les triangles rectangles A;M; ,B;,, donnent

d(M,) = 8,8ing,
A(M,) = d(M,)+ 8,8inp, = 8,8ingp,+ 8,8ine,

d(ﬁ[{_'_l) = d(x’”‘)-}- s‘simpi




Sur un théoréme de Pogorielov 43

c’est-a-dire
(1) d(M;, ) = 8,8in@,+ 8, 8ing,;+...+ &;8ing;, 1 =0,1,...,n—1
et en outre
Sing; .y = [My,,Bi2]/[[Aia M; ;3] = [M; 2By, ,18in[(y4 &;)/[C: M, ,] =
= Bing; ., sin (y+ a;).

Mais [EF;]/[A.E;] = sing, et [C;E;]/[A;E;] =siny;, donc sing; —
= [E:F]sing;/[C;E;] = siny;sine; ,. Ensuite, on a

Ring; , —sing; = sineg;,8in(y; + a;) — sin y:8ing;,, =
= wine; .y [8in(y; + @) — siny;] =

. ay . a
= 28ing; ., COR (y‘-—l- E) 8in E‘

s : ' £ U e
ne sing;,, = sing; + 28ine; ,, cos l\y,-+ v sin - d’oit
- )

-

S . . ao . a
8ing, = 8ing,+- 28ine¢, cos [y, + Y sin —

» ! . a\ . q
8Ing, = s1ng, + 2sine,co8ly, + 5 J8in = = sing,+

a\ . a
+ 28in¢, (cos (yo—}— 1)“’\! sin %’ + 28ine,co8 (yl—i- ?‘) 8in —:

p . : ( ao\ . Qo
8lng; ., = 8ing,+ 28ine¢, cos \yo+ 2 8in — +...
. ) .
(2) +-28in¢;  cos (y‘-+ —2—) sin Y

Mais, lorsque n —~ oo, les angles ¢; tendent uniformément vers l'angle
formé par Je plan osculateur de la courbe ¢A+ M) et le plan v(A). (En
effet, ¢, est Pangle que fait le plan o;_, passant par les points M, ,, M;,
M i+1de la courbe (A + M) avec le plan tangent 3 la surface S au point A.
Si les plans ne tendaient pas uniformément vers le plan osculateur o(N’)
de_ la courbe ¢4+ M) au point N’ lorsque W, — {4+ M), n —> oo, il existe-
Talt une guite partielle M, e(A+ M) telle que M; —~ N "e(As M), et
% (o3, a(N")) = &, ce qui est impossible, car on aurait alors aussi M, ,—
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—> N" et M; ,, — N et 'existence d’un plan osculateur au sens de Men-
ger entraine o;, — o(N"').)

Il s’ensuit, pour n» > N,,

X[ooP))<e, 1=0,1,...,0—2

ol ¢(P) est un plan osculateur de 'arc (A« ).

Comme les plans osculateurs o(P) de la courbe (A+.M) tendent vers
le plan osculateur o(A) au point A lorsque [A+M] — 0, on aura, pour
[A+M] <6, X[o(P),0(A)]<e”, PeA*M). Dol <([o;,0(4)] <
< L [o5, o(P)] + X [0(P), 0(A)] < ¢&'+&" done X [oy, t(A)] =& >
>n2—e'—¢&"yi=0,1,...,0—2, n > N, et

(3) ging; >8in(w/2—¢' —¢'') =1—9,, ¢=0,1,...,n—2,
pour [A*M] < 4, n > Ny, ou 7, = 5,(6, N,) et

(3" lim (lim#,) = 0.
8—0 N0

D’une maniere analogue, lorsque n > oo les droites I; tendent uni-
formément (puisque les plans o; tendent uniformément vers les plans
o (P)) vers les droites [(P), intersections des plans osculateurs de la courbe
(A*M> avec le plan 7(A4), donec <[l;,I(P)] < ¢ pour n >N,, i =
=0,1,...,n—2 et, puisque o(P) - o(A) et que les I(P) tendent vers
la tangente t(A) de la géodésique (A +B) au point A lorsque [A«M] - 0,
on a < [I(P),t(A)] < ¥ pour (As M) < é,.

Les droites M;M; , tendent uniformément vers les tangentes ¢(P)
de la courbe (A+M) et t(P)— t(A) lorsque [A*M] — 0. (Si les droites
M;M; , ne tendaient pas uniformément vers les tangentes, il existerait
un ¢ > 0 tel que pour la suite des points M; — M’ on aurait < ( M M; .\,
t(P)) > ¢, ce qui est impossible, car la géodésique a une tangente au sens
strict.) On aura done, pour n > N,, X(M;M; ,,t(P)) <9 et, pour
[A*M] < 48,, on aura <(t(P),t(A)) < e®. Tenant compte de toutes
ces évaluations on obtient

vi = (MM, L) < X[MiM;,,t(P)]+X[HP), L] <
< L [H(P), 1A+ L [HA), 4] <
< e O [1(4), UP+[UP), LY < 69+ 6046945 = &

pour [A+M] < min(é,, §,) = &', n >max(N,, N;) = N,.
D’autre part, comme les droites M, M;., tendent vers les tangentes
t(P) et la tangente t(P) est continue, il vient

a<e t=0,1,...,n—1
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pour n > N,; car 8'il y avait dans la suite des lignes brisées W, un angle
a;, = ¢, on pourrait extraire de la suite des M ,, une suite partielle
My, ., convergeant vers Ne(AsM) et, alors les droites M; M; ., et
M, +1 My, tendraient vers les tangentes t(N), donc on aurait a;, — 0,
contrairement & I’hypothése a;, =

En ajoutant ces évaluations on a, pour [A+*M] < min(d, d’) = ¢&°
6t u > max (N, Ny, N,) = Ny,

(4) cos (y,-}- %) > cos (e""—{- g) =1—1n,
(4") lim (limz,) = 0,
8040-Nc—»00

ou 7, = 7,(4°, Ny).
Nous allons maintenant évaluer sing, moyennant (2) et en utilisant (3)
et (4). Or

(1—771)(1—7h)[sintpo+2(sin523 +...+8i “;'1):-;

< 8ing, < sing,+ 2 (sm — 4-...+8in E"O——‘)

d

d’on, en vertu de (1),

n-—1
3
5 _ _ \ s af... o Gt
(5) (1=n)(A—9,) ) [Slnqn+z(31n——2 Foootsin == }s, <

i=0

n-1 n-1
G

[ . [, a
<d(M,) = V8{81n¢p, 2'31nq)0+2!‘s1n-‘—2- +... +sm—2— 8;.

( =0 1=0

T 7
Développons sin- en série, alors

-] n—-1

<
Z [sm%+2lsm—+ +sm—|8,— S (pot ap+.-+ ai_y)8—

S (e

[ntroduisant la notation

n—1

=D (@otpoteotaia)s

i=0
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nous allons prouver que

{Ae M)
I,>I= [ k(s)ds
0 v
lorsque W, — (A+M), ol k(8) est la courbure intégrale de I'arc (A+N)C
C(A* M), [A«N] =s.
Fixons pour linstant les points M;, ¢ =0,1,...,n, sur (A«M)
et posons

-
4

bi = sk = 8°+8|+...+8i’_1 b‘+1_b‘ = 8i+l'
k

]
L)

Introduisons la fonetion

@ot+ ag+...+a pour 8elb;_,,b), ¢t=1,...,n—1

k.(8) =
(&) o pour 8e{0,b,).

Alors

bn:l
I,= | kn(s)ds.
0
Comme b, , < [A*M] et k,(s) est définie dans l’intervalle <0,b,_,),
nous pouvons introduire encore une fonction kj(s), définie dans l'inter-
valle (0, [4+M])>, notamment

ka(8) pour 8¢(0,b,_))

ka(s) =
ko(b,_.) pour selb, ,,[A+M].
Soit
[A*A)
B n(8)ds.
..f kn(8)

Alors I — 1, = k(b,_,)([A* M]—b,_,) — 0 lorsque [W,] = b, , > [A+M],
puisque k(b, ,) —> k((A+M>) < oo.

Du théoréme 4 du travail [2] il s’ensuit que &y (s) — k(s). Les fonctions
ky(8) étant non décroissantes, et bornées dans leur ensemble, on obtient,
en vertu du théoréme de Lebesgue sur la limite des intégrales ([3], p. 46):

(4 M) (A= M)
L= [ ksds > [ kis)ds = I
0 (1}
et, comme I, —I, >0, on voit que I, —» I, c’est-a-dire
n-1 [A= M)

lim N (petapte.tay)s= [ k(s)ds.
maxsi—0 Jog 0
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Nous allons maintenant trouver la limite de l’expression

1

L 81 [ RN PR

=0

Si 'on pose u = mav.x(cp,,,%‘3 i ...,a%’), on aura
n-1
I: < ,“LIE (Pot+ aot...t+a;_y)8 = /‘k_lln
1=0

done, & cause de (6),

(7) im If =0, k>3

maxs{—s0

puisque la courbe (4+B) admet une tangente continue et, par suite,
u— 0,

En profitant de (6) et (7), on passe dans (5) & la limite pour n — oo
et on a

[4e21) {deM)
lim (1—p)(1=ny) [ k(g)ds = d(M,) = d(H) < | k(s)ds
N g—s00 0 (1}

d’oll, moyennant (3’) et (4’), on déduit enfin

(A% M)

im d(M): [ k(s)ds =1
MA H

€® qui achéve la démonstration du théoréme 1.

Théoreme 2. 81 6(M) désigne la distance du point M d'une géodésique
(A*B) sur une surface convere lisse S a la tangente t(A) a (A«B)> au
point A, alors

| A=)
lim 6(M): [ k(s)ds = 1.
M_.A &

Démonstration. Nous appliquerons le théoréme précédent et le
théoréme 1 du travail [2]). Soit M’ le pied de la perpendiculaire menée
Par le point M i la tangente t(A), 6(M) = [MM’], et n le vecteur normal
de la surface § au point A. Avec ces notations on a

(8) lim - HA

———— 3 B
M- A [ﬂ[M']
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Cela résulte du fait que le plan {t(4), M} tend vers le plan o(A) per-
pendiculaire au plan tangent 4 la surface S au point 4.

De (8) résulte que 1'angle de la droite passant par le point 3 et per-
pendiculaire au plan r(4) avec la droite MM’ tend vers zéro, donc
8(M):d(M) - 1. Moyennant le théoréme 1 on obtient

(A= M)
lim 6(M): [ k(s)ds =1
Mosd 3

ot le théoréme 2 se trouve démontré.
Remarquons que cette démonstration entraine

(9) m[AM'):[A*M] = 1.
Mvd

Considérons maintenant le rayon-vecteur r (s)= AM de la gbéodésique
{A+*B). En désignant par R un point sur la tangente ¢(A4) tel que [AR] =
=38 = [4+M], on aura

r(s) = st+RM,

ol t =t(A) est le vecteur unité tangent a4 (4+B) au point A4.
Comme |r(s)| :[AR]—1, on a sin(ARM):sin<x(AMR) ->1 lorsque
8 —>0. D’ou, en tenant compte de <X (MAR) - 0, il suit L (ARM) > n/2,
done < (M'MR)—~0et [M'M]:[MR]—1. De ces considérations résulte

(10) limRM/[RM]=n et lim[RM]/6(M)=1.
Mo A M4
Moyennant ces relations on a
o [EL ] _ [4e) [.!t'.-‘IJ]
RM = [ k(z)de-RM: [ k@dz = [ k(z)da-
0 [] u

ou, en vertu du théoréme 2 et de (10),

[.u:'u]
v=RM: | k(z)dz—>n.

0

Le résultat ainsi obtenu peut étre énoncé comme il suit: -

Théoréeme 3. Le rayon-vecteur r(s)= AM, [A+M]= s, d'une géodé-
sique (A+B) sur une surface convexe lisgse S 8'exprime, dans un voisinage
du point A, par la formule

r(s) = st+ fk(:v)da;-v,
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ou t est le vecteur tangent unité de la géodésique au point A, k(s) la courbure
intégrale de Varc (A+M)C (A+B), v un vecteur tendant vers le vecteur m,
[m| = 1, vecteur-normal de la surface S aw point A.

Remarque 1. Au théoréme 3 on peut donner les énoncés plus géné-
raux que voiei:

Théoreme 3. Si la courbe (A+B) admet un vecteur tangent continu

et un plan osculateur au sens de Menger orienté, son rayon-vecteur r(s) = ZJI_[,
8 = [A*M], peut étre exprimé, dans un voisinage du point A, par la formule

r(8) = st+ [ k(z)da-v,
0

o t est le vecteur tangent unité de la courbe (A+B) au point A, k(s) la cour-

bure intégrale de Varc (A» M) C (A+B), et v un vecteur tendant vers le

vecteur m, |n| =1, vecteur normal principal de la courbe (A +B) au point A.
Et encore:

Théoreme 3. Si la courbe (A+B) de la classe X admet en tout point
des plans osculateurs au sens de Menger orientés a gauche a= (M) et & droite
ot (M), on a la conclusion du théoréme 3'.

Démonstration. Il existe un voisinage du point A tel que les plans
osculateurs ¢~ (M) et " (If) en tout point M de ce voisinage ne forment
Pas un angle égal & n, et que ’indicatrice sphérique de ce voisinage est
une courbe rectifiable (théoréme 2’’’ du travail [2]). Soit (4 M) contenu
dans ce voisinage. Alors, en vertu du théoréme 5 du travail [2], la cour-
bure intégrale des lignes brisées inscrites W, tend vers k({A=+M)).

On pourra répéter pour la courbe {4+ M), la démonstration du théo-
rémo 1, dés que ’on aura établi les formules (3), (4) et (7) intervenant
dans cette démonstration.

Or, (3) a bien lieu, puisque les plans o; tendent uniformément vers
les plans ¢(P) du paratingent z(P) lorsque n — oo et n(P) —~ o(A) lorsque
M -+ A. En répétant donc le raisonnement relatif & (3), on obtient une
évaluation analogue.

L’évaluation (4) est aussi valable. En effet, les droites MM, tendent
uniformément vers les droites t(P) du paratingent P(P) de la courbe
{A+ M) au point P, les droites ; tendent uniformément vers les droites
l(P) intersections des plans du paratingent z(P) avec le plan 7(A) et on
& t(P) - t(A4) lorsque M —> A. Pour ce qui concerne les angles a;, on a,
pour n > N, q; < X[t (P), t+(P)]+¢lorsque M; > P, i =0,1,...,n—1
(car g’il existait une suite W,, telle que a;, > e+ <[t (P), t (P)], ¢ >0,
Pour tout Pe(AsM), il existerait une suite partielle 3, convergeant
Vers P'c (A« M et alors & (M, My, My, 1) > (¥, ), P (P), ¢ <P(P)

Annales t. XVI, 1982 4



50 Konstanty Radziszewski

ot x(t,¢t’) <[t (P),t"(P')], et il y aurait contradiction avec 1I’hy-
pothése & > 0). Comme pour Pe({A+*M), [A*»M]<¢e on a <[t (P),
t'(P)] <, il s'ensuit que a; < e+e=¢ pour n >N et [AeM] < ¢,

Occupons-nous maintenant de 1'égalité (7). Dans ce cas u ne tend plus
vers zéro lorsque W, — (A« M). C’est pourquoi nous éerivons (5) sous la
forme

[ ] k 20 k.
) in 4 " (_1) 2k+l] < 3 < o vL:];)__ 1“'“
(1—9,)(1 ?h)[f,,-{ ;—:—; (2k+1)!ln “d(M,) < I, ,‘LIJ (2k+1)! n

o’est-a-dire

A—m)(d—1 }[1+ S (<1 B ag,) o (-1 Bk
B L LT D e ot B RIS T
Mais
}2k+l }”
0 < ':, \#2"_=‘u2k k=1’2’ ,
d’ol

Sl BT A
(1—n,)(1— ’h) [1 —= % (2k+1}!] s 1, < 14 e (_21T1—i!

Passons & la limite dans ces inégalités pour W, — (A« M ):

o —k [dt."]
- o
}.]_I_]:“[(l_ ) (1 —1n4)] (l — 2_: (_2!.'—#*1)!) < d(M): hf k(s)ds <
VR X
: lTk_Zl‘(—zicH)!’

ol 1 est au plus égal & sup <[t (P), t' (P)], ce qui résulte de considé-
Pe; As M)

rations relatives & I’expression (4). Comme ¢~ (P) >t (A), t"(P)—>t"(A),
on & u >0 et, par conséquent,

[A» M)
limd(M): f k(s)ds =1,
Mo

0

ce qui achéve la démonstration.

Théoréme 3". Si la courbe (A+B) est une géodésique sur une surface
convexe S et 88 le point A est au point de la surface S admettant un plan
tangent, on a la conclusion dw théoréme 3.
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"

Théoreme 3. 8i (A+B) est une géodésique sur une surface convexze
8, le point A un point d’aréte de la surface S et 8i la géodésique (A+B) fait
avec Varéte de la surface S8 au point A un angle non nul, alors on a la con-
clusion du théoréme 3.
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Streszczenie

W pracy tej podaje sie miedzy innymi dowdéd twierdzenia: Jesli
{A+*B) jest geodezyjng na gladkiej wypuklej powierzehni S, to jej
wektor wodzgey »(s) = AM wyraza sie wzorem

8

r(s) = st-+ [k(a)da-v

Bdzie s jest dlugoscig luku (A+M)C(A4A+B), t jednostkowym wekto-
rem stycznym do geodezyjnej (A+B) w punkeie A4, k(8) krzywizng
integralng tuku (A« M), a v jest wektorem dgzacym do jednostkowego
wektora normalnego powierzehni § w punkeie 4.

Pe3oMme

B sroit paGote naéres, cpeuu Upyrux, OKa3aTeqbLCTBO TeOPEMBI:

Ecuu (A+B) saBnferca reojesanueckoif Ha TaagKol BBIIYKIOK IO-
BepxHocTH S, To eé paguyc — BeKTOp 7(8) = AM MOKHO MPEACTABUTDL
‘bOPMynoﬁ:

r(8) = st+ fk(x)dx- v
0

lte & oGoauauaer muuny nyri (A+M) c (A*B), t CUMHMYHHIL BEKTOP
kacarenbusiii reoneanueckoir (A+B) B Touke A, k() HNTErpalibHYIo
KpuBuany ayru (A*M), a v BeKTOp cTpeMAuHACA K CIIMHHYHOMY
BeKTOpy wopmaubHoit 110BEPXHOCTH S B TOYKe A.






