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Sur une propriété des développements a base quelconque
O pewnej wlasnosci rozwinie¢ przy dowolnej zasadzie

O6 0aROM cBOHCTBE Pa3JI0KEARH NMPH MPOHIBOILHOM OCHOBAHHH

Nous utiliserons partout dans cette note les notations suivantes:
les minuscules grecques désigneront des entiers non négatifs, les minuscules

latines m,n — des entiers positifs et les lettres p, munies d’indices,
des nombres premiers.

Soit
(1) g = ” P

1=

ou p; sont des nombres premiers distincts et wm; des entiers positifs, et
goit:

(2) 9" = []»i.

t=1

Désignons par M (g) I’ensemble de tous les entiers positifs & tels gue,
pour un m, les développements, dans le systéme de numération & base g,
des nombres 1/m et 1/(m - k) soient finis. L’ensemble complémentaire
formé des entiers positifs k ne satisfaisant pas & cette condition, sera
désigné par N (g).

Dans la note [2], A. Wakulicz a démontré un théoréme qui peut s’ex-
primer, moyennant le symbole N (g), comme il suit: Tous les entiers positifs
de la forme 13-2°-5° appartiennent 4 'ensemble N (10) et min N (10) = 13.
Or, il est bien naturel de poser des problémes analogues pour d’autres
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systémes de numération. Dans la présente note nous nous proposons
d’envisager les systémes de numération dont les bases sont: g = 2™-3",
g=2":7", ou bien ¢ = p™. Or, la condition nécessaire et suffisante,
bien connue, pour que le développement du nombre 1/n, ou n désigne un

entier positif, soit fini dans le systéme de numération a base g, est que
I'on ait

(3) n'= ] pi,

=

a; étant des entiers non négatifs; ef. [1], p. 216. La condition ne chan-
gera point si ’on remplace le nombre ¢ par ¢°.
11 s’ensuit que l'on a

(4) M(g") = M(g9) et N(4°) = N(g).

Dongc, il résulte du théoréme de A. Wakulicz que min N (2™-5") = 13.
La méme condition fournit, pour m,n =1,2..., le lemme suivant,
bien utile.

Lemme. Pour qu’un nombre k appartienne a Uensemble M (g) = M (g*)
il faut et il suffit que Pon ait

8

(5) k=[]es—[] 2%,

i=1 2]
ol a;, f; sont des entiers mon mégatifs.
En effet, si ke M (g), on a, d’apreés la formule (3), k = (k+m)—m =
¥ 8
= [] p% — I] p, pour un entier positif m, d’ou la formule (5). Pour dé-
i=1 i=1

8
montrer la réciproque il suffit de poser m = ”pf_".

i=1 *
Théoréme 1. Tous les nombres de la forme

(6) 41-2*-3", u,vy=0,1,2...

appartiennent a N (6) = N(2™-3") et min N (6) = 41.
Démonstration. D’aprés le lemme, M (6) est ’ensemble de tous
les entiers positifs de la forme

. () 2.3 _97.3%,
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Nous allons voir qu’aucun des nombres (6) ne peut s’écrire sous cette
forme. Dans ce but nous envisagerons quelques cas particuliers. Supposons
d’abord que

(8) 41 = 2°-3°.

Evidemment a > 0 et # > 0, donc 41+ (2+1)" = 2" et, par conséquent
n = 6,du21+2" "L m2™ ...+(7;)4+(’;)2+m = 2""! ce qui con-

duirait & la congruence 1+ m2= 0 (mod. 4), qui n’a pas de solutions.
Nous allons montrer que l'égalité

(9) 41 =3/ -2

serait aussi fausse. En effet, nous en obtiendrions g >4, y =6 et
32(2""54+1) = 9(3%-?—1). Donc nous aurions 16(2"541) = 9(1+3+...
o433 =9[4+ (1+3+3°+3")B] = 9(4+40B), ou A désigne un des
nombres 0, 1, 143, 1+3+32 et B un entier positif. Or, le dernier membre
de ces égalités étant divisible par 8, on devrait avoir 4 = 0 et, par con-
séquent, 2°+1 =0 (mod. 45), ou p =y—5=6r+1, 1=0,1,...5.
Comme 2*+1 = (9:7+1)-2'+1 = 2?41 = 0 (mod. 9), on aurait 1 = 3
et (—1)"'-241=(5—-1)""'.241=2° =0 (mod. 5), ce qui est im-
possible.
11 est clair qu’il en est de méme de 1’équation

(10) 41 = 2°-3/—1.

D’autre part nous constatons sans peine que 1’hypothése 41-2%-3* =
= 2°.3/—-27.3% conduit toujours & I'une des égalités (8), (9) ou bien (10)
que nous venons d’exclure. Ainsi il reste a montrer que 41 — min N (6),
mais pour cela il suffit de vérifier que chacun des nombres 1,2, ... 40
peut s’écrire sous la forme (6).

Théoreme 2. Tous les nombres de la forme 11-2"-7" appartiennent
@ Uensemble N (14) = N(2™-7") et minN (14) = 11.

Démonstration. Il est impossible que l'on ait 11 = 2™ —7*, En
effet, cela conduirait & I'absurde 11+ (6-+1)* =12+6p = 2™. Il est
aussi impossible que I’on ait 11 = 7 — 2™ car il en résulterait 4 (2°+1) =
= 0(mod. 7), d’ou 2'+41 = O(mod. 7), les derniéres congruences étant
fausses. Le raisonnement s’achéve comme auparavant.

Théoréme 3. Tout nombre impair appartient & Uensemble N (2x-1),
x =0, 1, AF d’ou minN(2x+1) =111y
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Théoréme 4. Pour que Von ait ke M(p), o p est un nombre premier,
il faut et il suffit que k = p°(p°—1), a,f =0,1,2.... En outre, on a
2"-5¢N(2), 2":9¢N(2), minN (2) = 5 et min N (p) = 1 pour p = 3.

Les démonstrations sont immédiates grice au lemme, formule (5).
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Streszczenie

Niech male litery lacinskie oznaczaja liczby calkowite dodatnie
i niech N (g) oznacza zbidr takich k, ze dla kazdego »n co najmniej jedna
z liczb 1/n lub 1/(n+ k) nie ma skonczonego rozwiniecia przy zasadzie g.
Dowodzimy m. in., Zze min N (2":3") = 41imin N (2"-7%) = 11. (A. Wakulicz
[2] udowodnil, ze min N (10) = 13).

Pe3oMme

ITycte cTpouyHbie JaTHHCKME OYKBBI 0003HAYAIOT MOJIOMKUTEJbHbIE
uexnie yucaa u nyctb N(g) o0o3HayaeT MHOMECTBO TaKuX Kk, 4ro AnA
BCAKOro 7 IO MeHbLIeit Mepe OXHO M3 uuced 1/n uau 1/(n-+ k) He UMeeT
KOHEYHOro paa3iIoeHUA NMPH OCHOBAHHH (.

Jlokazano, uyto minN(27-3°) =41 u minN(27-7°) = 11 (A. Baky-
Jm4 [2] mokaaaa, uro min N (10) = 13).



