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1. Introduction

Soient f(2) = a,z+ a,22+... et F(z) = A2+ A,224 ... deux fonctions
d’une varizble complexe, holomorphes dens le cercle C, = (2:|2]| < o}
de centre 0 et de rayon o > 0. Nous supposons encore que la seconde
fonction F (z) soit univalente dans C, et que les coefficients a, et A4, soient
réels et non négatifs; done f(0) = F(0) = argF’'(0) = 0, F’'(0) = 4, >0,
f(0) =a, = 0.

La fonction F(z) sera dite majorante de la fonction f(z) dans C,,
ou o <o, et on écrira f3,F, si f(C,)C F(C,), c'est-a-dire que, pour
tout zeC,, il existe un z,¢C, tel que f(z) = F(z,). Nous appellerons la
fonction F majorante en module de la fonction f(z) dans C,, et nous écri-
rons |f|3,|F|, lorsque [f(2)| < |F(z)| pour tout zeC,.

L’un des auteurs de la présente note, Z. Lewendowski a démontré [3]

-qu’il existe une constante réelle B >0 (indépendente d’une forme parti-
culiére des fonctions f et F satisfaisent eux conditions que nous venons
d’énoncer) telle que la relation |f|3,|F| entrzine la relation f-3,F pour
tout pe(0, R). En outre, il a trouvé les limitations: 0,21 < RE_, < 0,29 ...
pour la valeur maximzale de R. Ce résultat est, en un certain sens, la réci-
proque d'un théoréme di 4 M. Biernacki [2], qui a été ensuite renforcé
par d’autres auteurs.

Nous nous proposons ici d'enviseger des problémes semblables pour
certaines classes plus étroites de fonctions, tout en admettant que les
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fonctions f et F sont toutes les deux univelentes. En particulier nous
obtiendrons, pour les fonctions étoilées ou bien convexes des théorémes
réciproques de certzins théorémes de M. Biernacki.

2. Certaines classes de fonctions holomorphes

Nous désignerons par #;, ou 0 < a < 8, I’ensemble des fonctions
de la forme ¢(z) = i+ fi,z+ f2*+4 ... holomorphes dans le cercle C,
et satisfaisant & la condition: Req)(z) >a. Si q;(z)egt‘,;, on a

(1) arge(z) < a.rcsm!|2r[] r”—t— (1 r’)]‘ il
on r = |zl < 1, et, dans le cas particulier 01‘1 a=20, on a

2r
(1) arge(2)] < aresin l_-T—_;’ = 2arctgr.
On obtient facilement ces formules en appliquant le principe de Lindelof
aux fonctions ¢(z) et a+ (f— a)(1+2)/(1—=2).
Les fonctions f(z) = az-+a,22+..., ou le coefficient a est réel et
positif, holomorphes et univalentes dans C, et telles que

(2
o)

cf. [6], seront appelées ici a-étoilées et leur ensemble sera noté &;. Dans
le cas particulier a = 0 ce seront les fonctions étoilées (dans le sens usuel
du mot) et, dans le cas ou a = }, nous obtiendrons une classe de fonc-
tions univalentes #4* contenant, entre autres, toutes les fonctions univa-
lentes convexes f(z) telles que f(0) = 0 = argf'(0) et f'(0) = a; cf. [5].
Enfin, nous désignerons par &7, o 0 < a < 1, I’ensemble des fonec-
tions complexes d’une variable complexe z¢(C, et d’un paramétre réel
tedty,t,, de la forme @P(z,t) = a,(t)z+ aq(t)z®+ ..., ou le coefficient
a,(t) reste toujours réel et positif, jouissant des propriétés suivantes:
1. Pour tout tet,,t, fixé, @(z,t) est une fonction holomorphe et
univalente de la variable zeC,.
I1. Pour tout z¢C, fixé, @(z,t) est une fonction continue du para-
métre ¢ ayant une dérivée &,(z,t) continue dans lintervalle (t,,#,).
III. Pour tout te{t,,t,> et tout z¢C, on a

3D, (2, 1)
D(z,1)
c’est-ad-dire @ (z,1)e5(t) pour chaque valeur fixée du paramétre t.

(2) Re > a, 0t<a<l,

(3) Re

’
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Ainsi la fonction @(z,t)e S® peut étre considérée comme une famille
4 un parameétre de fonctions a-étoilées.

3. Fonctions ®(z, t) croissantes et croissantes en module

Soit &(z,t) une fonction satisfaisent 4 toutes les conditions énoncées
dans la définition de la clesse ©”, s2uf l2 derniére condition III. L’en-
semble de telles fonctions &(z,t) sera désigné per S. La classe S con-
tient donc toutes les fonctions @®(z,t) holomorphes et univalentes dans
C, pour t fixé et normées par les conditions @(0,t) = 0, P.(0,1) > 0.
Evidemment " C S.

Nous dirons que la fonction @(z,?)eS est croissante dans C,, ce
que nous noterons ¥ °, lorsque P(z,t)3,P(z,s) pour t < s, elle s’ap-
pellera croissante en module dans C,, et nous écrirons |®| ¢, lorsque
'D(z, 1) 3,|P(2, 8)] pour t < &,

Lemme 1. 8¢ &(2,1)eS et @ ¢ pour telly,ty>, on a

Di(2,1) |

(4) P (2, 1 ‘ — ou D,(2,1) =0,

pour tell,1,) et zeC,.

En effet, soit & ~° et fixons un point zeC,. Done p = |z, (0, o).
Désignons per I, 'imege {u:u = ®(z,1), |2| = p} du circuit |2 = p. On
prouve fzcilement que, pour t' < t'’, le circuit I, est contenu dans le do-
mezine fermé limité par ’autre circuit I'.. (ce fzit est une conséquence
presque immédiate du lemme bien connu de Schwearz). Nous voyons
ainsi que le domeine limité per le circuit mobile [ 8’élergit constamment
quand t croit. Comme le vecteur z @.(z,,t) est normal extérieurement
au circuit I', 2u point mobile ®(z,,?) et le vecteur &;(z,,t) représente
la vitesse instantenée de ce point, il est cleir que ’angle entre ces deux
vecteurs ne peut pas surpasser un angle droit, donc 1'inégalité (4) est
remplie pour z = z, et pour te(t,,t,>. Mz2is le point 2, étant arbitraire-
ment choisi, la derniére inégezlité subsiste partout dans C,.

Lemme 2. Si @(2,1)eS et

D, (2,1 7 |
e (2 )‘<_;fou Dy(2,t) =0 (*),
V4]

4‘
(4%) argzdi;(z,t)l

pour te(ty,ty) et z2¢C,, alors P(z,t) #°.



18 A. Bielecki et Z. Lewandowski

En effet, supposons que 1’inégalité (4*) soit satisfaite par une fonction
d(z,1)eS. Envisegeons, comme auparavant, le circuit mobile I, =
= {u:u = D(2,1), |2]| = p} ou p = |z, €(0, o). L’2ngle entre les vecteurs
D, (2, t) ot 2, D, (2,, t) restant toujours 2igu, le circuit I, se meut de fagon
que tous ses points ont des vitesses dirigées & extérieur du ecircuit I
qui, par conséquent, doit englober un domzine de plus en plus large,
d’ot @ ~°.

Lemme 3. Pour que la fonction ®(z,1)eS, owt telty, t,), S0it croissante
en module dans C, il faut et il suffit que Uon ait

Pzl _

®) Dz, 1) | 2

ou P (z,t) =0
pour zeC,, telly,ty).

En effet, 'inégalité (5) peut s’interpréter comme il suit: La vitesse
&, (2,t) du point mobile @(z,t) forme un angle droit au plus avec le
rayon vecteur de ce point, donc la distance |®(z,?)| entre 1'origine et
le point ne peut p2s diminuer, c’est-a-dire |®@| 7°. Au contrzire, si I’on avait
le signe < dens (5) pour z = 2, et t = {,, la vitesse du point P(z,,t),
a l'instent t,, aurcit une composante non nulle dans la direction opposée
4 celle du rayon vecteur, donc nous aurions |@(zy,t)| < 0, pour ¢ = t,.
Il s’ensuit que la condition |P| o entraine l'inégelité (5).

Les rel2tions formelles entre les conditions (3), (4) et (5) joueront dans
la suite un réle essentiel.

4. Deux théoréemes sur les fonctions croissantes &(z,t)eS”
Soit R(a) le plus petit nombre re¢{0,1) tel que

2r
(6) Q(r, a) = arcsin + 2aretgr = =/2,

1+7'2+T_a—:1-(1—’)'2)

ou ae(0,1). Le nombre R(a) est bien défini, puisque £2(0,a) =0<
<n2<m=02(,a), et 0 < R(a) < 1. Remarquons que 2(r, a) < /2
lorsque 0 < r < R(a) et, ce qu’on prouve par un calcul élémentaire,
que R(a) croit avec a.

Théoréme 1. Si pour ae{0,1) et tedt,,ty>, P(2,1)eS* et [P x',
alors @ B,

(*) Une formule équivalente, a été donnée, pour un cas particulier, dans [4].
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Théoréme 2. 8i pour aec0,1) et te(ty,ty> P(z,t)eS" et D', alors
|B] 27,

En offet, pour démontrer le premier théoréme supposons que |®| »'.
Les conditions (3) et (5) étant remplies (lemme 3), on constate sans peine
que la fonction @*(z,t) = P(2,t)[1+(t—1,)], od & >0, appartient
4 la classe ©°, que 2®; /P*eX] ot D} |D”eHy,, d’ol, en vertu de (1),
(1') et (6)

|arg (P7'|297)| < |arg (285 |P*)| + |arg (P} [P*] < 2(r, a)

1

pour |z| < r < 1,et, par conséquent, |arg(®P} [2d!)| < — pour |z| < R(a),

2]
e

-

c’est-a-dire @* 7% en vertu du lemme 2.

Soit pe(0, R(a)) et fixons deux nombres ¢ < g appartenant & (2,, ).
Or, on a, pour |z| < p, D*(2,1t)<D*(C,, s) et cette relation est vrcie pour
tout & > 0. Autrement dit, pour |z] < p et ¢ >0 il existe toujours un
nombre 2*¢C, tel que P(z,t)[1+e(t—1,)] = P(2*, s)[1+e(s—1,)]. L'en-
semble C, étant compact, il est facile de prouver, en fzisent diminuer ¢
jusqu’a zéro, qu’il existe un z pour lequel P (z,t) = &d(z, s). Nous arri-
vons ainsi & la conclusion que ¥(z,t)3P(z,8) dens C,, mais, comme
pe(0, R(a)) pouvait étre choisi arbitrairement, la derniére relation s’étend
au cercle Cp, tout entier, ce qui achéve la démonstration du théoréme 1.

La démonstration du second théoréme est beaucoup plus simple,
car il n’y a plus besoin d’introduire une fonction auxilizire @*. En outre,
les calculs restent tout a fait analogues et nous ne croyons pas nécessaire
de les reproduire.

L’analogie entre les deux théorémes et, en particulier, la coincidence
des rayons E(a) sont assez frappantes, meis il serait encore plus intéres-
sant de savoir si, dans le théoréme 1 ou bien 2, la constante R(a) ne pour-
rait pas étre remplacée par une autre, plus grande. Nous allons construire
deux exemples qui montrent que, dans tous les deux cas, la constante
R(a) est bien la plus grande possible.

5. Deux exemples

Soit 0 < a <1 et R(a) < R < 1. En vertu de la définition du nombre
R(a) il existe trois nombres réels g, 1 et ¢ tels que

(7) R(a) < o< R,p/lR<Ai<lete>0
et
(8) 2(o0, a) > n[2+ 26,

Annales t. XV, 1061 4
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la fonction (g, «) étant déja définie par la formule (6). Il n’est pas
difficile de prouver que, pour p et a fixé, 2(¢, a) est égale an maximum
de la fonction

| 1+ pexpi(6+ 1) } 1+ pexpif
f, 7) = arg|(1— R L F sy
s ) R T gl el o 3

ou les valeurs de I’argument sont assujetties i la condition d’étre con-
tenues dans l'intervalle <0, 2x). Admettons que les angles 6 et r aient
déjd réalisé ce maximum, c’est-d-dire que (8, t) = Q(p, a), et fixons
ces angles.

Ceci posé, considérons la fonetion
(10)  f(z) = Aa(1—Ae"2f" " = Azexp[2(a—1)In(1—ie"2)],

ou 'on doit prendre la branche principale du logarithme. Or, on a

f' (2) 1+ A6z
( ) y(Z) f(z) a+( a) 1—}.8“2,
done, évidemment, y(2/1)e#;, d’ou, d’aprés (1)
o' (2)
(12) rg——— | = largy(4z/2)| <
f(2)
i 24|z 3
< arcsin - — < 2aretgd < 3
|+ A%t o= (1 Atel?)
—a

[’antre part on constate facilement que, en vertu de (11), on a

2f' (2) 1—4
(13) Re g >at(l-a)

> a.

[1 8’ensuit que f’'(z) # 0, d’ou il résulte, eu égard & (12), que f(z) est une
fonction univalente et étoilée dans C,.

Admettons maintenant que

1+A(1—1)2

(14) ¢, =1+ 05 ATy

(16) D(z,t) = f(2)p(z,1),
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por te(—n, 0), » > 0. On constate sans peine que, pour 5 suffisamment
voisin de zéro, on a dans C,

1— Az
142z’
gz, t) L 1=k 2z t) . 2k
Pz, ) T 1+ tp(z,t) T A+ A

p(z,t) 2 1, ‘P;{z,‘) 3
(16)

lorsque ¢t - 0—. En outre

1—Az | 1—Az _ 1—2
1

(17) g ila oty

0
TS g

Fixons done le nombre 7 > 0 de facon que l’on ait, pour —y <1< 0
ot 2¢0,,

18 e b BE?
(18) < @ ¢ ].—}—l’
e Pt = ,
(19) Re — >0, larg—l <5 et gl >0.
@ ¢ <
D’aprés (15), (13) et (18)
P, .
Re A =Reif;+Rez—q’1 >a,
@ f P

pour —y5 <t<O0 et z¢C,, ot, d’aprés (10), (14) et (15), P,(0,1t) =
= A(1+4-t). 11 8’ensuit que la fonction @ (z, t) est étoilée et univalente dans
C, pour toute valeur particuliére de te(—n, 0), donc @ (z,t)eS*. Pareil-
lement f(z)e 3, puisque f satisfait & l’inégalité (13) et f'(0) =41 >0.
En vertu de (19) la fonction ¢(z, t) et, de méme, la fonction &(z,t) sont
croissantes en module dans C,. Néanmoins, nous allons voir que la fonec-
tion @(z,t) n’est pas croissante dans le cercle Cr pour les valeurs de ¢
assez voisines de zéro.

En effet, posons z = ga‘”/).. Nous constatons, en utilisant les relations
(15), (16), (11), (7), (8) et (9), que

’
f

arg >
t

T w(b,T) >-7—;- 1. 2¢, lorsque t - 0.
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11 g’ensuit qu’il suffit de réduire encore une fois la constante » > 0 pour
obtenir 1'inégalité

2Pz, t) =
————>2—+¢€& pour —yp<t<O0eotz=
Dy(z,1) Z

o

arg o

P8

11 en résulte, en vertu du lemme 1, que lz2 fonction @(z, t) n’est pas crois-
sante dans le cercle Cr tout entier pour te(— %, 0). Ainsi nous avons dé-
montré que la constente I2(a) ne peut pas étre remplacée, dans 1’énoncé
du théoréme 1, par une constante plus grande.

Passant au théoréme 2, considérons encore deux autres fonctions

(20) y(z,1) = Azexp =t4— 24zIn

e L]

ou zeC, et te(— 1, 0), ot ou 'on doit prendre toujours la branche prin-
cipale du logarithme. Comme dans l’exemple précédent nous constatons
que, pour 7 suffisamment voisin de zéro, on a

, , 14 Az
S Az s o Ay o Ag ;
L4 ) ¥ Vi 1— 28’
(21) ) , )
s % 2ys 1— Az Ve 14 Az
v Ty T4k’ g T1-22]

pour ¢ —» 0. Done, pour 7 > 0 suffisamment petit, |p(z,?)| < 1 et, en
vertu de (13), (20) et (21).

qunl — Re ll{’f’ (1/’) A %I']

Re —; > a
v Vifp) s vy fim

d’on il s’ensuit que ¥(z,t)eS® ot ¥(z,t) ' (lemme 2), pour te(—z, 0).

D’autre part on prouve, comme auparavant, que arg(¥/¥)=
= w(0, r) pour z = ge°/A, ce qui montre que la fonction ¥(z,t), satis-
faisant aux hypothéses du théoréme 2, n’est pas croissante en module
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dans le cercle Cp tout entier. Donc la constante R(a) dans 1'énoncé du
théoréme 2 ne peut plus étre augmentée.

6. Famille de fonctions engendrée par deux fonctions a-étoilées

Supposons que f(z2) = az-+ a,22+...eFg ot F(z) = Az+A,22+ ... e5Y
et soit

0, pour 2=0

[f(z) " ’[F(z)

(22) P(2,t) = ___] = [f())'[F(2)] pour z #0,

oit 1¢<0, 1) et les branches des puissances u'~* et ' sont celles qui sont
réelles pour u = 1,resp.» = 1. Comme @(0,1t) = 0, ®.(0,1) = a' ‘A’ >0
ot Re[2P,(z,1)/P(z,1)] > a, ce qui est facile & vérifier, on a P(z,t)eS°.
En outre, @(z,0) = f(2) et P(2,1) = F(2). Enfin, 8i [f(2)|3,|F(2),
alors |P(z,t)| ', car, pour z # 0, Re(®P;/P) = Reln(F(2)/f(z)) =0,
comme |[F(2)/f(z) =1

En appliquant le théoréme 1 et en tenant compte du premier exemple
du N° 5, nous en obtenons immédiatoment la théoréme que voici:

Théoreme 3. 8i f(z)eF5, F(2)eS%, 0 <a<1et |f|3,|F|, alors f 3 g, F
ot R(a) désigne la plus petite racine positive de U'équation (6). La constante
R(a) ne peut étre remplacée par aucun nombre supérieur.

On peut aussi démontrer le théoréme suivant:

Théoreme 4. Si f(2) ¢S5, F(2)eF%, 0 <a<letf=3,F, alors |f| = pylF|
et la constante R(a) définie comme auparavant ne peut plus étre augmentiée,
Une démonstration sera donnée dans une autre note.

Si @ = 0, on obtient du théoréme 4, comme cas particulier, un théo-
reme de M. Biernacki sur les fonctions étoilées [1, 2] et du théoréme 3 le

résultat réciproque. Dans les deux cas on a R(0) =12—1 = 0,41..

En admettant dans le théoréme 4 que a = 1/2 nous obtenons une
généralisation d’un autre théoréme de M. Biernacki, concernant les fonc-
tions convexes convenablement normées [1,2]. Dans ce c2s la constante
R(1/2) = 0,543... (qui a déja été trouvée par M. Biernacki) est la plus
petite solution positive de 1'équation arcsinr 2arctgr = =/2.

M. Biernacki a donné dans [1,2] un théoréme anzlogue & notre théo-
réme 4, concernant les fonctions de classe & (univalentes dans C,). La
méthode utilisée dans cette note permet d’obtenir le résultat réciproque,
ce que nous nous proposons de montrer dans un autre travail.
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Streszczenie

Funkecje P(z,t) = a,(2)z+ ay(t)22+ ... holomorficzng w kole C, =
= {2:]2] < 1} dla kazdego ustalonego te(t,,t,> i ciagla wraz z pierwsza
pochodng w tym przedzicle dla kazdego ustalonego ze(,, oraz spelnia-
jaca warunek, by wspélezynnik a,(t) byl stale rzeczywisty i dodatni,
zaliczamy do klasy 7, jesli ponadto stale Re(2®,/P) > a. Funkcje
takg nezywamy rosnacg w kole C, = |z:|2| < p}, i piszemy: ® »°, jesli
b(C,, 1) CP(C,,8) dla t, <t <8 <1, a rosngcg modulowo w kole
C,, symbol |®| %, jesli |P(z,t)] < |P(z,8)| dla 2¢C, i t <s.

Zakladajac, ze D(z,1)eS", dowodzimy, ze jesli |®| ', to &
(tw. 1.), a jesli @ ', to |P| ~F@ (tw. 2.), gdzie R(a) jest najmniejszym
pierwiastkiom nieujemnym rdéwnania (6). Wykazujemy précz tego, ze
stala R(a) jest juz w obu przypadkach mozliwie najwieksza, konstruujac
odpowiednie przyklady.

Majac dane dwie funkeje f(2) i F(z) holomorficzne i jednolistne w kole
C, oraz spelniajace warunki: f(0) = F(0), f'(0) i F'(0) 83 rzeczywiste
i dodatnie, Re(zf'[f) > a >0, Re(2F'|F) >a i |f(2) < |F(2)| dla zeC,,
dowodzimy, ze f(Cgy) C F(Cgry) (tw. 3).

Pe3oMme

Oyukunw P(z,t) = a,(t)z+a,(t)2*+..., roaxoMopdHyio B Kpyre
(), = {2:]2] <1} naA BcAKOro ycraHoBIeHHOTO te << f;,f,) W HempephB-
HY10 C IepBoif NPOM3BOXHONK B 3TOM CerMeHTe NJIA BCAKOT0 yCTaHOBJIEH-
HOro 2eC,, NMPUTOM MCIOJHAWLYIO YCJIOBHE, YTOOH KO3(puuueHT @, (1)
GBI TOCTOAHHO MeWCTBUTEEH M IOJIOMKUTENEll, NPUYNCIAeM K Kiaaccy &°,
eciM cBepx Toro Bcerga Re(2®,/®P) >a. Takyw ¢yHKnuo HasuBaeMm
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pactyuweit B rpyre O, = (2:[2] < o} u muwem: ® 7% ecin ®(C,,1)C
CoH(C,y8) maa t, <t <8 <t,; a pacrymwet no monymw B kpyre C,,
¢ cuMBonoM [P| 2% ecau |P(z,t)| < |D(z, )|, korna zeC, u t < 3.

ITonarast,~uto @P(z,t)eS°, moKasbiBaeM, UTO €CIHU |tD|/ y TO @ 7
(teopema 1), a eciin D 1!, 10 |P| 2 (Teopema 2), rme R(a) ecTh Han-
MeHbIUMt He OoTpHMLaTeIbHLIE KopeHL ypaBHeunda (6). Kpome Toro ioka-
3bIBa€M, 4TO IIOCTOSIHHAA R(a) B o6Goux cilyyasXx BO3MOMKIO GOJIbIUAS,
KOHCTPYUPYA NOAXORALLME NMPHUMePHI.

Umesn, nanusle nBe QyHkuun f(z) m F(2) ronomop(bume H OJHOJIMC-
THele B Kpyre (, u ucrnoansawomue yciaosusa: f(0) = F(0), f'(0) u F'(0)
XeHCTBUTEILHH U ToaomuTensusl, Re(zf'[f) >a =0, Re(2F'|F) > a
u |f(2)l <I|F(2)] mas zeC,, Mb noxasniBaeMm, 410 f(Cpy) C F(Cgy)
(Teop. 3).

R(a)






