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ZDZISLAW LEWANDOWSKI

Sur les majorantes des fonctions holomorphes dans le cercle 2| < 1
O majorantach funkcji holomorficznych w kole |z < 1

O maxopantax roaomoppamx ¢ynkusii B kpyre (2| < 1

1. Probléme de M. Biernacki et probleme inverse.

J’admets que C, = (2:]z| < p}, ou o >0, et que les symboles f(2)
et F(2) désigneront tonjours, dans cette note, des fonctions holomorphes
dans le cercle C,, jouissant en outre des propriétés suivantes:

La fonction F(z) est univalente dans C,, f(0) = F(0) =0, F'(0) =1

et argf'(0) = 0. Il s’ensuit que F(z) est une fonction de classe S et que
'on a toujours

(1) F(z) =2+ 4,22+ ..., [f(2) = ez +a,23+ ...

pour zeC,, le coefficient a étant un nombre réel, non négatif. J’admets
encore que le symbole (F, f, o), ol p€(0, 1), signifiera que f(C,) C F(C,),
c’est-a-dire que {u:u = f(2), 2| < o) C{u:u = F(2), |2| < o}, et le sym-
b010.|F,f, el signifiera que [f(z)| < |F(z)| pour |z| < o lorsque pe(0, 1),
ou bien pour |2| < 1, lorsque g = 1. Tl est bien connu que dans nos hypo-
théses (Fyfy0) - (F,f,0) pour tout oe(0, 0>, |F,f, ol = |F,f, s pour
tout (0, o).

Dans le cas particulier o F(z) = 2, les deux relations (z,f, o) et
2, f, el sont équivalentes (lemme de Schwarz), ce qui n’est pas vrai en
général. Cependant, M. Biernacki ({11, p. 50) a démontré en 1936, a ’aide
d’un théoréme de Rogosinski ([4], p. 259), que

(2) (F,f,1) = |F,f, o

8i le nombre positif o est suffisamment petit. Plus précisément, il existe
une constante absolue, c’est-i-dire indépendante d’un choix particulier
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des fonctions f et F, re(0, 1), telle que. la relation (2) subsiste pour tout
0€(0, 7>, mais pour chaque p > r il existe un couple de fonctions f et
F (remplissant les hypothéses énoncées 2u début de cette note) telles que
l'implication (2) est en défzut pour ces fonctions. En plus, M. Biernacki
a prouvé (loc. cit.) que r >}. Plus récemment, en 1952, G. M. Golusin
([2], théoréme 8', p. 218) a trouvé, en modifiant un peu la méthode du
raisonnement, les limitations plus précises 0,35 < r < (3 —V5) =0,386...
et enfin Shah Tao-shing ([5], N° 4) a montré que

(3) r = 3(3—V5)

Ainsi le probléme, posé en 1936 par M. Biernacki, se trouve compleé-
tement résolu, mais on peut se poser encore d’autres questions: Existe-t-il
un nombre positif o tel que 'on ait toujours

(4) |Fyfy1] = (F,f,0),

les fonctions F et f étant assujetties aux conditions énoncées plus haut?
Le maximum de tels nombres p existe-t-il et quelle est sa valeur numé-
rique? :

Ce probléme, en quelque sens inverse, semble assez intéressant, mais
il n’est pas simple, car les méthodes élaborées par les auteurs cités ne
g’appliquent plus, mealgré des anzlogies apparentes. Le théoréme que
je vais énoncer & la fin de cette note ne contient qu’une réponse partielle

aux questions que je viens de poser et il ne constitue qu'une premiére
tentative pour résoudre ce nouveau probléme.

2. La fonction R(a) et les constantes R, et R,

Les équations

2 1—a\? (1=}
L qb("”)*l+aoﬂ"(1+ac) ]/1_1(1+m) i
(6) v(@) = ¥+ 22+ 32—1 =0,

z+a Ill—av\2

(1) o0 =\ ) =0,

ol 2 et a sont supposés réels et appartenant i l’intervalle (0, 1), jouissent
des propriétés suivantes, bien faciles & vérifier par des calculs élémenteaires:
I. La fonction & (») est croissante dans <0, 1) et I’équation (5) admet,
dans <0, 1), une et une seule solution R, et on a 0,21 < R, < 0,25. IIL.
L’équation (6), dont le premier membre y(») est une fonction croissante
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dans (0, 1), a une et une seule solution R, dans cet intervalle; 0,29 <
< R; < 0,30. II1. Pour tout ae<0,1) fixe, ’équation (7) a dans <0, 1)
une solution bien déterminée, que je désigne par R(a). Elle est une fonc-
tion décroissante dans <0,1> du paramétre a; R(0) = R,, R(1) = 0.
IV. On a y(#,a) < 0 pour 0 <z < R(a) et ae(0,1). V. Si y(a,a) =
= 2a/(1+a?)—(1—a)?/(1+a)2 < 0, on a a < R(a), donec R, < R(R,)
puisque y(R,, R,) < ®(R,) = 0.

3. Les ensembles U. V, W

Désignons par U l'ensemble des nombres pe(0, 1) tels que la relation
(4) soit remplie indépendamment du choix particulier des fonctions F
et f, compatibles avec les hypothéses du N° 1. En ajoutant I’hypothése
supplémentaire que a < R,, ou bien a > R,, dans le développement (1)
de la fonction f(z), on obtient pareillement deux autres ensembles que
je désigne par V resp. W. Il est facile de voir que les ensembles U, V
et W, ainsi définis, sont des intervalles contenus dans (0, 1), cf. les remar-
ques au début du N° 1, et que U = V- W.

$. (0,R)CV

Supposons que 'on ait |F, f, 1| et que le coefficient a dans le déve-
loppement (1) de la fonction f(z) vérifie I'inégalité a < R,, et par con-
séquent R(a) > R(R,); cf. III, N° 2. D’aprés V, N° 2, on a R, < R(R,),
done R, < R(a) et, en vertu de 1V,

(9) (R, a) < 0.
D’autre part, comme F(z)e8, on a (cf. p. ex. [3], p. 59)
(10) l2l/(1+[2))® < |F(2)| < Jal/(1—[2))*  dans €y,

tandis que la fonction g(z) = f(z)/F(z), étant holomorphe et inférieure
en module & 1 dans C,, satisfait (cf. p. ex. [3], p. 360) & Vinégalité |g(2)| <
< (1214 19(0)) /(1 +- |g(0)|-|2}). Mais g(0) = a, done

11 ey e

(11) If(2)| < |F(2)| TTap dans C,.

Vu (11), (10), (9), (7) et encore une fois (10) on a, sur la circonférence
Iy = {2:)2| = R},

max |f(2)| < max |F(2)|(R,+ a)/(1+ aR,) <

S [By/(1—R,)?*](R,+ a)/(1+ aR,) < R,/(1+R,)* < min|F(2)],
c’est-a-dire le contour f(I',) est contenu dans le domaine fermé limité
par le contour F(I',) et, par conséquent, (F,f, R,).
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Ainsi, j’ai démontré que la relation (4) est toujours remplie pour
o = R, lorsque a < R,, et que, autrement dit, (0, R,>C V.

5. (0, R)C W

Maintenant, je vais m’occuper de la seconde alternative a > R,.
Je vais montrer que, dans ce cas, la relation (4) subsiste encore pour tout
0e(0, R,).

En effet, soit a > R, et |F,f, 1|, ce qui entraine évidemment I'iné-
gelité a < 1. Fixons un nombre z, tel que 0 < |z,| = R,. L.e point a = F (2,)
est situé sur le contour A, = F(I',) qui, 4 son tour, est contenu dans le
domaine fermé A = {w:R,(14+R,)"* < |w| < R,(1—R,)"?}, en vertu du
théoréeme bien connu de la déformation pour les fonctions de classe S
(cf. par exemple [3], p. 59).

D’autre part, le nombre 2—V 3, inférieur & R, (I, N° 2), étant le rayon
de convexité pour les fonctions de clesse S (cf. per exemple [3], p. 175),
le circuit A, est convexe, ce qui va jouer un role essentiel dans la suite.

La demi-droite issue de 1’origine O et passant par le point a se coupe
avec les deux contours, extérieur et intérieur, de I’anneaun A4, aux points
b et ¢ respectivement. La ligne circulaire de centre b, passant par 1’origine O,
détermine deux nouvezsux points d et e, ses intersections avec le contour
intérieur de A. Remarquons que le point a est situé dans le triangle cur-
viligne bdOeb tandis que le triangle adOea est contenu dans le domaine
fermé et convexe D = F(C)), limité par le circuit 4,. On a done

(12) l—{da0>u_{db0—-mcsm((1 ) }(WR.))

2R,
= aresin —
e IR
pour a # b. Soit, comme auparavant, g(z) = f(2)/F(z) et posons h(z) =

= 1—g(2), d’ou il s’ensuit que, pour |z| < 1, on a |g(2)| < 1, Reh(z) >0,
g(z) =a+py2+..., h(z) =1—a—fz2—... ot

(13) f(2) = F(2)—F (2)L(2).

La fonction H(z) = (1—a)(1+2)(1—az)”' est holomorphe dans C,,
H(0) = 1—a et I'image H(C,) du cercle C, est le cercle de rayon 1 et de
centre 1. Donc, évidemment

(14) h(C,) C H(C))
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et, par conséquent, h(z) = H(w(z)), ol w(z) est une fonction holomorphe
dans C,, telle que |w(2)] <1 et w(0)=0. Il s’ensuit que h(z) =
= (1—a)(1+ w(2))(1—aw(z))”!, don

1+ |2
(15) h(z)l < (1—a)—»
1—al?|

} , 1+R
(16) ha)l < (L—a) 32 < |
puisque R, < a.

D’autre part

2R,

(17) arg h(z,)| < aresin 3 TR‘]- <

car |2| = R, et Reh(z) > 0 (cf. par exemple [3], p. 372).

Ceci posé, on constate aisément a I’zide de (13), (16) et (17) que le
point f(z,) = a — ah(z,) est situé dans 'intérieur ou sur le contour du triangle
adQOea et, 4 plus forte raison, f(z,)eD = F(C‘Rl). Mais le nombre z, a été
assujetti & la seule condition que |z,| = R,, donc f(I‘,)CF(C’RI), d’ou
f(Cr) C F(Cy,)), et, de méme, (F, f, o) pour tout pe(0, B>, ce qui prouve
que 'on a (0, R,)C W.

6. U C (0, R,)
Admettons, pour un instant, que
(18) f(z) = 22/(14-2)2, F(2) = z/(1+2)*.

Il est cleir que |F, f, 1| ot que ces fonctions réalisent les hypothéses énon-
cées au N° 1. Or, pour tout oe(Ry, 1) on a y(g) >0 (cf. II, N° 1), d’on

f(—=0) > F(o).

Meis cela signifie que ’ensemble f(C,) n’est pas contenu dans l’ensemble
F(C,), cest-a-dire la relation (F, f, o) ne subsiste plus. Donc U C (0, R,>.

Conclusion.

J’ai démontré aux numéros 4, 5 et 6 que (0,R,)CV-W = UC
C (0, R,>. 11 en résulte que R — sup Ue (R,, R,> et il est facile de montrer
que ReU, c'est-a-dire que R = max U (je laisse 2u lecteur la démonstra-
tion, basée sur le fait que les domzines f(C,) et F(C,) varient d’'une ma-

niére continue avec o). Je vais énoncer ces résultats sous forme du théo-
réme suivant:
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Théoréme. Il eviste un nombre positif R jouissant des propriélés sus-
vantes

1° R, <R <R, ot R, >0,21 et R, < 0,3 sont les nombres définis
au N° 2.

2° 8i f(2) est une fonction holomorphe pour |2| < 1 et F(z) est une fonction
holomorphe et wnivalente pour |3| <1, 8i f(0) = F(0)=0, F'(0)=1
et argf (0) = 0, et enfin si |f(2)| < |F(2)| pouwr |2| <1, alors f(C,)C
C F(C,) pour tout pe(0, R).

3° Pour tout oe(R,1) il ewiste deux fonctions f(z) et F(z) remplissant
toutes les hypothéses du N° 2°, pour lesquelles Vinclusion f(C,)C F(C,)
ne se congerve plus; 8i o > R,, il suffit de prendre les fonctions (18.)

Remarque 1. Il est évident que ’on peut remplacer les conditions
F'(0) =1 et argf (0) =0 par les suivantes: argf' (0) = argF’(0) ou
bien f'(0) = 0.

Remarque 2. Le probléme consistant & trouver la valeur précise
de la constante R est encore loin d’étre résolu, cependant les limitations
données ici suffisent déja pour constater que R < r, ou r désigne la cons-
tante analogue trouvée par Golusin [2], p. 218 et se rapportant au probléme
de M. Biernacki (voir N° 1), & saveir on a R < 0,30 et r = 0,386...
Il est assez intéresant que dans certaines classes de fonctions f et F,
le probléme de Biernacki et le probléme dit inverse conduisent & une cons-
tante jouant en méme temps le role de r et de R; par exemple, 8i ’on ne
considére que des fonctions f et F univalentes et étoilées, on obtient

pour tous les deux problémes la méme constante r* = V2—1; voir
la note de A. Bielecki et Z. Lewandowski dans ce volume, page 45.
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Streszczenie

Niech R oznacza najwieksza liczbe rzeczywista dodatniag o naste-
pujacej wlasnofci: jesli f(z) = az} a,2®+... (gdzie a jest liczbg rzeczy-
wista nieujemna) jest holomorficzna a funkeja F(z) = 24 A,22+ ...
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jest holomorficzna i jednolistna, i spelnia nieréwnoséé |F(z)| = |f(z)] dla
[z] < 1, to obszer, w ktory funkcja f(2) przeksztalea kolo 2| < o, pe(0, R),
zawiera si¢ w obszarze, w ktéry to kolo przeksztelca funkeja F(z). Dowo-
dzi si¢, ze liczba taka istnieje i 0,21 < R < 0,29. Dokladna wartosé
stzlej R nie zostale zneleziona. Wynik ten jest w pewnym sensie odwrotny
do pewnego twierdzenia M. Biernackiego [1], str. 50.

Pe3ome

Ilyer R oGosnayaer HauGoJbluee HeHCTBUTENbHOE MOJIOKUTEILHOE
IMCI0 co ciemylouumM CBOUCTBOM: eciu f(2) = az+ay,2*+4... rxe a neii-
CTBUTE/ILHOE HeOTPULATeIbHOE YUCIIO, eCTh roJioMopdHaA PyHKuMA, a PyH-
xuna F(z) = 2+ A4,2°+... romomMopfHa M ONHOJIMCTHA M MCIIOJHAET
HepasenctBo |F(2)| = |f(2)| maa [z] < 1, To o6aacTh, B KOTOPYI0 QYHKLHUA
/(2) npeoGpasyer kpyr |z| < g, pe(0, R), 3akmiouaerca B o6racTH, B KOTO-
Pyt aToT ke kpyr npeoGpasyerca ¢yHkuueit F(z).

Hoxazano, uto cymecrByer Takoe umcao u 0,21 < R < 0,29... He
HaijleHo Toul0e 3HAYeHHe NMOCTOAHHOU R.

ITOT pesymbTaT B HEKOTOPOM CMBICJIe ABJIAETCA OOpallleHueM OHOoi
Teopemnt M. Bepnaukoro [1], ctp. 50.






