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Sur un théorème concernant des systèmes d’équations 
différentielles ordinaires

O pewnym twierdzeniu dotyczącym układów równań różniczkowych zwyczajnych 

Об одной теореме, относящейся к системе обыкновенных дифференциальных уравнений.

1. Introduction

I. Nous supposons une fois pour toutes que со est un ensemble ouvert
contenu dans l’espace cartésien A*+1 à «+1 dimensions des points P = 
= (f, я) = (f, æ„), R = (s,y), etc., que Front со — Ф + V7,
où Ф- 4' = 0 et V = Ф, et que f(t,x) est une fonction à valeurs dans 
l’espace Xn à n dimensions des points x = (aq, сва, ..., xn), y, etc., définie 
et continue dans d = со + Ф(1).

II. Nous supposons que les intégrales de l’équation différentielle ordi
naire (vectorielle)

(1) x'=f(t,x)

(qui peut se traduire comme un système de n équations scalaires) satisfont 
à cette condition: Si x = <p(t), a < /5 est une intégrale de l’équation 
(1) et si (a, «p(a))eсо et (fl, (p(f)))еФ, alors cette intégrale ne peut pas être 
prolongée, dans le sens positif de l’axe t, au-delà du point (fl,<p(fl)) qui,

(l) L’ensemble tu jouera un rôle analogue à celui du „tuyau” tu dans la note [6] 
de T. Wazewski, dans laquelle il était nécessaire, eu égard à la définition des points 
de sortie (entrée, glissement), d’envisager encore un autre ensemble ouvert f3, con
tenant tu. Ici, l’ensemble ¥' correspond à m—fi et 0 à f3-Fronttu.

Remarquons que le formalisme adopté dans la présente note est le même que 
dans [4].
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dans ce cas, sera nommé point de sortie (2). Nous désignerons l’ensemble 
de tels points par $.

III. Nous supposons que l’équation différentielle (1) remplit dans to 
la condition d’unicité: si deux intégrales x = y(t) et x = y(t) de l’équa
tion (1) sont contenues dans tw et définies dans le même intervalle de 
valeurs de t, et si elles passent par un point (r,<p(x)) = (t, y(r))> alors 
elles sont identiques.

Dans la suite, nous appellerons tout court intégrales celles de l’équa
tion (1). L’intégrale x = y(t), a < f < ß (ou a < t < ß < oo) sera dite 
issue du point (a,<p(a)); de l’intégrale x = y(t), a ^t ß (ou — oo < 

a < t ß) on dira qu’elle aboutit au point (ß, <p(/3)). Les points parti
culiers de l’ensemble J seront aussi considérés comme intégrales, notam
ment de la forme x — y(t), a < f < a.

En vertu des hypothèses I et II toute intégrale issue d’un point 
P = (a, /z)eft)4- $ et saturée à droite (c’est-à-dire ne pouvant plus être 
prolongée dans le sens positif de l’axe t) est de la forme x — y (t), a < 
< t < ß < oo et elle est contenue, tout entière, dans m, ou bien elle est 
de la forme x = y(t), a < t < ß (a < ß) et aboutit au point (ß, y(ß))eS. 
Dans le premier cas, l’intégrale sera dite asymptotique, cf. (6], p. 301, 
et dans le second elle sera nommée régulière. Nous désignerons par A 
(resp. B) le sous-ensemble de to recouvert par les intégrales asymptotiques 
(resp. régulières) et nous posons D = B + S. L’ensemble B est ouvert 
et l’ensemble A est fermé par rapport à d = to + 0, ce qui veut dire que 
Ä • A = A (3). Chacun des ensembles A ou B peut être vide, mais A +B = w. 
Il sera superflu de classifier les intégrales issues des points de l’ensemble 
0—$. Cependant, remarquons qu’il peut exister des intégrales saturées 
à droite et contenues dans 0 —S, aussi bien que des intégrales aboutissant 
à S et contenues dans 0.

Ceci posé, nous énoncerons encore une hypothèse dans laquelle inter
viennent les deux ensembles Zx et Z2:
IV. ZjCto + S, Z2C A = to + 0 et Z2 =#= 0.

Dans la suite nous établirons une condition suffisante pour qu’il 
existe une intégrale issue d’un point de l’ensemble Zx et asymptotique

(2) Selon la terminologie adoptée dans [1] et [2], on devrait dire „point de sortie 
forte” ; dans [6] le terme „point de sortie” avait un sens moins restrictif, tandis que les 
„points de sortie stricte” étaient assujettis à une condition plus forte que celle que 
nous avons admise dans la présente note.

(3) Voir [1], p. 50, lemme 5. Pour être en accord avec le formalisme utilisé dans 
la note citée, il suffirait de prolonger la fonction f(t, x), d’une manière continue, sur 
l’ensemble !i — X*—'P tout entier.



Sur un théorème... 119

ou aboutissant à un point de l’ensemble Z,. Cette condition, de caractère 
topologique, ressemble au théorème ,,du rétracte” dû à T. Wazewski,
[6], p. 303, 304 et 305, et encore plus à un théorème dû à A. Plié, [5], 
p. 416. Elle se prête bien à l’étude de l’allure asymptotique des intégrales 
des équations différentielles ordinaires et se montre aussi utile lorsqu’il 
s’agit de prouver l’existence d’integrales satisfaisant à certaines condi
tions aux limites. Plusieurs exemples d’applications, au № 5, serviront 
à mettre en évidence les avantages de notre théorème dans les cas où les 
méthodes des travaux cités ne s’appliquent pas directement.

2. Une homotopie

Faisons correspondre à tout point P = (t, f)eP = P + $ un point 
(7 (P) = (or, »7), dit conséçwewi de P, auquel aboutit l’intégrale x = 99 (f), 
r < t < a, issue du point P et saturée à droite; (7 (P) = P si PtS. Il est 
connu que la fonction (7 (P), ainsi définie dans D, est, dans les hypothèses I, 
II et III du № 1, continue dans P; voir [1], p. 56, lemme 9; cf. aussi [6], 
p. 298, lemme 3 (dont la démonstration exige des hypothèses plus restric
tives que celles qui ont été admises dans la présente note).

Nous pouvons construire, à l’aide du conséquent, une nouvelle fonction, 
cf. [5], p. 416,

(2) H(X,P) = + t), <p(T+Â(ff —t)))

définie pour Ac<0,1> et PtD, et à valeurs dans D, qui peut s’interpréter 
comme une homotopie, dans D, entre l’identité P -* P (dans D) et la 
transformation P -> (7 (P), ou encore comme une déformation (continue) 
de D en $ dans D. En particulier:

P(A,P)eP pour PeP et Ae<O,l)
P(A,P) = P pour PtS et Âe<O,l>
P(0,P) = P et H(l,P)tS pour PtD

et, en outre,
(4) P(A,P) est, pour tout Ae<0,l) fixé, une homéomorphie.
Si l’on fixe le point PtD, le point P (A, P) parcourt l’intégrale saturée, 
issue de P (et se réduisant à un point dans le cas Pt S), lorsque A croît 
de 0 à 1.

La fonction P (A, P) a déjà été considérée par A. Pliâ, [5], p. 416 
dans des hypothèses un peu plus fortes en ce qui concerne le comporte
ment des intégrales de l’équation (1) à la frontière de l’ensemble w. Il
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a appelé la fonction H(k, P) rétraction déformative quasi-isotope et il a basé 
sur ses propriétés une condition suffisante (plus générale que celle de T. Wa- 
zewski), mentionnée plus haut, pour qu’il existe des intégrales asympto
tiques ou bien satisfaisant à certaines conditions aux limites, [5], p. 416.

3. Théorèmes

Nous dirons que l’ensemble Z1Qco-\-8 est libre par rapport aux en
sembles C A, O et 8 s’il existe une fonction (homotopie) G(Â, P) définie 
et continue dans <0,l>xZi, à valeurs dans w+S—Z2, telle que

G(l,P)ea>+8-Z2
(5) G(l,P)=P 

G(0,P) =P

pour Âe<O,l) et PeZt
pour À«<0,l> et PeZ1-8,
et G(l,P)c8.

Nous appellerons l’ensemble Z1 libre au sens strict, s’il est libre et si, en 
outre, on a
(6) G (A, P) est une homéomorphie pour tout Âe<O,l) fixé.
Autrement dit, l’ensemble Z, est libre (libre au sens strict) par rapport 
à Z2, O et $ s’il existe une déformation (continue) de l’ensemble Z, sur 
$ dans w + S—Z2, satisfaisant aux conditions (5) (resp. (5) et (6)).

Théorème 1. Dans les hypothèses I, II, III et IV de № 1, s'il n'existe 
aucune intégrale de l'équation (1), issue d'un point de l'ensemble Zt et asympto
tique à droite ou bien aboutissant à l'ensemble Z2, alors l'ensemble Z, est 
libre au sens strict par rapport à Z2, m et 8.

En effet, pour le prouver, il suffit d’admettre que G (A, P) = H (A, P) 
pour PeZj, H(è.,P) étant la même fonction qui a été envisagée au № 2. 
Le théorème suivant s’en obtient immédiatement par contraposition.

Théorème 2. Dans les hypothèses I, II, III et IV du № 1, si l'ensemble 
Z1 n'est pas libre au sens strict par rapport à Z2, w et S, c'est-à-dire s'il 
n'existe pas de déformation G (h, P) de Z, sur S dans m-\-S—Z2 remplissant 
les conditions (5) et (6), alors il existe une intégrale de l'équation (1), issue 
d'un point de l'ensemble Zr, asymptotique à droite ou bien aboutissant à un 
point de l'ensemble Z2. (Ce théorème est une généralisation du théorème 
déjà mentionné de A. Plié [5].)

Le théorème 2 subsiste évidemment lorsqu’on fait abstraction de la 
propriété (6) de la déformation G (A, P). Cette forme simplifiée du théo
rème 2 a l’avantage de se prêter à une généralisation qui consiste à rem
placer l’hypothèse III du № 1 par l’hypothèse d’unicité à droite dans 
<o que voici:
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III1. Pour tout point P em il n’existe qu’une seule intégrale de l’équa
tion (1) qui soit saturée à droite.

Or, lorsqu’on remplace l’hypothèse III par III , il est encore facile de 
prouver que les fonctions C(P) et //(A, P) conservent toutes leurs pro
priétés, mentionnées au № 2, sauf la propriété (4) de la fonction 
Dans ce but, il suffit de constater que la fonction G'(P) ne cesse pas d’être 
continue, mais la démonstration se fait tout comme dans le cas d’unicité 
des intégrales ([1], p. 50). Il en résulte le théorème suivant:

Théorème 3. Dans les hypothèses I, II, III+ et IV, s'il n'existe pas 
de déformation de l'ensemble ZY sur S dans a>+/8—Z2, satisfaisant aux 
conditions (5), alors il existe une intégrale de l'équation (1), issue d'un point 
de l'ensemble Zx et asymptotique à droite on bien aboutissant à un point 
de l'ensemble Z2-

Remarque. Il est visible que le théorème 3 n’est pas une générali
sation du théorème 2. Néanmoins la portée du théorème 3 semble être 
plus grande; le fait que l’on admet des déformations ne satisfaisant plus 
à la condition (4) n’a pas d’importance dans les applications habituelles 
de la théorie.

4. Exemples d'applications

Nous admettons, partout dans ce №, que les hypothèses I, II et III1 
sont remplies et que n = 2. Dans les exemples que nous allons donner, 
certaines propriétés topologiques, tout à fait évidentes, de quelques 
figures géométriques simples joueront un rôle fondamental. Nous lais
serons de côté leur vérification pour ne pas prolonger nos raisonne
ments, dont le but est d’attirer l’attention du lecteur sur des applica
tions possibles et non pas de les développer.

Exemple 1. Désignons par C\ et C2 les circuits dans l’espace X2+i:

(Ci) »J-f-æ2 = l, i = 0

(C2) (x1 —1)2 + <2 = 1, », = 0

et soit a, une sphère les contenant dans son intérieur, 0 = Front «, 
Z, = (7, et Z2 = C2. L’ensemble Zr ne peut pas être libre par rapport 
à, Z2, m et S arbitraire, donc, des intégrales asymptotiques étant exclues, 
il existe une intégrale issue de Zx et aboutissant à Z2.

La forme de l’ensemble <w est ici essentielle. La figure 1, où l’on doit 
s’imaginer l’axe t et toutes les intégrales comme des lignes droites per
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pendiculaires à la surface du dessin, montre l’idée d’un exemple dans lequel 
le circuit Zl ne serait pas libre relativement à Z2, <o et 8 si <o était un do
maine convexe contenant Zx et Z2. Mais, grâce à la forme convenable du

domaine co, chacun de ces circuits est devenu libre et il n’existe aucune 
intégrale joignant ces ensembles dans eu. On pourrait encore améliorer ce 
dernier exemple en demandant que u> soit une sphère topologique, figure 2. 
Il suffira d’admettre que œ est le domaine obtenu en écartant les deux 
tétraèdres CEGB et EFGB du tétraèdre ABC B, tandis que 0 = Front w, 
et les circuits Zx et Z2 sont tracés convenablement sur la surface du poly
èdre w, comme le montre la figure 2. Ici, comme auparavant, l’axe t et 
toutes les intégrales sont perpendiculaires au plan du dessin (Cf. [3]).

Exemple 2. Soit w l’ensemble des points (t, xx, x2) tels que

(7) (a?x—l/2)2 + a?22 < 9/4, fe(-oo,oo)

et supposons que 0 — Front <u, Zx = Cx± C2 et que Z2 soit un ensem
ble vide. Si les points Px = (0, —1, 0) et P2 = (0, 2, 0) appar
tiennent à 8 et les droites xx = 0,5, x2 = ±1,5 n’ont pas de points com
muns avec l’ensemble 8 (en particulier, ces droites peuvent être intégrales), 
alors, en vertu du théorème 3, il existe une intégrale asymptotique issue 
d’un point de l’ensemble Zx. Mais, dans le cas envisagé, on peut démontrer 
un peu plus.

Admettons d’abord, pour l’instant, que m soit une portion du cylindre 
(7) contenue entre deux plans t = ±1. On constate, comme dans l’exemple 
1, qu’il existe une intégrale y> joignant un point RxeCx à un point R2eC2.
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Ceci posé, soit de nouveau m le cylindre (7) tout entier et 0 sa frontière. 
Admettons maintenant que l’ensemble Z2 soit vide et soit Zl une courbe 
P, R2 R2 P2 composée d’un arc Zx du circuit C,, de l’arc y> et d’un arc l2

du circuit C2, tandis que Z\ désigne la courbe Px R1 R2P2 composée des 
arcs restants Z', et Z2 des circuits Cx et C2, et de y. Or l’arc Zx, ou bien Zj, 
ne sont pas libres par rapport à Z2, co et N, donc il existe au moins deux 
intégrales asymptotiques <p et y* issues des arcs Z, et Zj respectivement. 
Nous voyons ainsi qu’il existe deux intégrales asymptotiques, non identi
ques, issues de l’ensemble Ci+C2, ou bien une intégrale asymptotique 
joignant les deux circuits Cx et C2.

Exemple 3. Ici, nous admettons que m est défini par les inégalités 
aq > 0 et x2 > 0 ( —oo < t < oo) et 0 = Front to, et nous supposons 
que la droite aq = aq = 0, qui peut être aussi une intégrale, ne passe 
par aucun point de l’ensemble N. Nous désignons par Zx le segment de droite: 
t = 0, aq + aq = A > 0, 0 < aq < A et nous supposons que l’ensemble Z2 
est vide. Si les extrémités (0,0, A) et (0,2,0) du segment Zl appartien
nent à N, l’ensemble Zx n’est évidemment pas libre et, en vertu du théo
rème 3, il existe une intégrale asymptotique issue d’un point du segment 
Zx. En faisant croître A de 0 à l’infini, on obtient une famille à un para
mètre d’intégrales asymptotiques. Supposons encore que x =
0 < Z < /3 soit une intégrale issue du point P = (0, fx, £a), où + f j > A, 
et contenue dans to. Supposons, en plus, que î soit un arc joignant le point 
R = (p, q>(P)) à l’axe t et contenu dans le domaine Z > 0, aq > 0, aq > 0,
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sauf son extrémité appartenant à l’axe t. Nous remplaçons co par sa por
tion contenue entre deux plans t — m, t = —1 et contenant encore l’arc l. 
Si Z2 est la ligne composée de l’integrale <p et de l’arc l, nous constatons 
que l’ensemble Zlt dont la définition n’a pas changé, n’est pas libre par 
rapport à Z2, «> et $, donc il existe une intégrale joignant le segment 
Z, à Z2.

Exemple 4. Soit co le cylindre æ'ï + ajj <1, — oo < t < oo, et 0 sa 
frontière, et supposons que la courbe
(8) aq = cos/((), ®2 == sin/(t), — oo < t < oo
où /(/) désigne une fonction continue, ne recontre pas l’ensemble 6'. 
Supposons en outre que la courbe x = cp(t), 0 < t < oo, contenue dans 
co soit une intégrale, que nous désignerons par Z,,. L’ensemble Z, sera un 
circuit de Jordan situé dans le plan t = 0, contenu dans l’ensemble co+S 
et contenant dans son intérieur le point (0,<p(0)). L’ensemble Zlt qui 
jouit de ces propriétés, n’étant pas libre relativement à Z2, co et 8, il existe 
une intégrale asymptotique issue de l’ensemble Z,. 11 suffit de prendre 
une famille à un paramètre de tels circuits Z1? disjoints deux à deux, pour 
obtenir une famille à un paramètre d’intégrales asymptotiques.

Comme dans l’exemple 3, il est facile de montrer qu’il existe tou
jours une intégrale issue du circuit Zx et aboutissant à un arc, donné 
d’avance, joignant dans co + S l’intégrale cp à la courbe (8) et contenu dans 
le demi-espace t > 0.

Exemple 5. Admettons maintenant qu’il s’agisse d’un système dyna
mique d’équations différentielles x't = f1(x1, x2), x2 = f2(xlf x2) ayant deux 
points singuliers (x\, x2) et (x[, x2). Admettons ensuite que L1 et L2 soient 
deux circuits de Jordan situés dans l’intersection de co+$ avec le plan 
t = 0, que L2 passe par le point a;2 et contient, dans son intérieur, le circuit 
Lx contenant, à, son tour, le point x1 dans son intérieur. Admettons enfin 
que 0 soit l’ensemble défini par les relations xeL2 et — oo < t < oo, et 
soit co son intérieur. Or dans l’hypothèse III, il existe en vertu du théorème 
2, dans le plan t — 0, une demi-caractéristique positive du système dy
namique issue du circuit et contenue dans l’intérieur de L2.

Il est facile de construire des exemples analogues dans les espaces 
d’un nombre supérieur de dimensions.

5. Corollaires
Dans les théorèmes 1 et 2 les rôles des ensembles Zx et Z2 ne sont pas 

symétriques. Ils le deviendraient si l’on ajoutait aux hypothèses T et II 
l’hypothèse suivante :
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II* Si une courbe æ = y(t), a < t < fi est intégrale de l’équation
(1) et si (a, 99(a))e0 et (/3, <p(/J))tco, alors cette intégrale 11e peut pas être 
prolongée à gauche au-delà du point (a,q>(a)). Dans ce cas le point 
(a,<p(a)) serait appelé point d'entrée(s) et l’ensemble de tels points serait 
désigné par E.

Or dans les hypothèses I, II, II* et III, si Z,C tw+S et Z2 C co+E, 
si l’ensemble ZY ne peut pas être déformé sur $ dans y+S—Z., et si l’en
semble Za ne peut pas être déformé sur E dans co+E—Zlf alors il existe 
une intégrale de l’équation (1) joignant les ensembles Zr et Z2, ou bien 
il existe une intégrale asymptotique à droite issue de Z1 et une intégrale 
asymptotique à gauche issue de Za.

Les théorèmes discutés dans cette note peuvent être étendus aux 
équations au paratingent, à condition que les ensembles figurant dans 
ces théorèmes soient soumis à certaines restrictions additionnelles qui 
permettraient d’appliquer la méthode de régularisation donnée dans [1].
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Streszczenie

Przedmiotem noty jest uogólnienie pewnego twierdzenia A. Plisia
[5] oraz przykłady zastosowań.

Резюме

Темой заметки является обобщение одной теоремы А. Плися [5] 
и примеры его применений.

(2) Point d’entrée forte dans la terminologie adoptée dans [1] et [2].








