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Application de la méthode des approximations successives dans la 

théorie de l’équation d2z/dxdy = f(x, y, z, dz/dx, dz/dy)

Zastosowanie metody kolejnych przybliżeń w teorii równania

d2z/dxdy = f(x, y, z, dzldx, dzidy)

Применение метода последовательных приближений в теорий уравнении

d2zjdx ду — f (х, у, z, dz/dx, dz/dy)

Dans ce travail nous étudions l’existence, l’unicité et la dépendance 
continue des conditions initiales et du second membre des solutions de 
l’équation

(1) d2z/dxdy — f(x, y, z, dz/dx, dz/dy).

La méthode utilisée comprend les trois étapes suivantes:
1° Considérant l’équation (1) dans le domaine des fonctions à valeurs 

dans un espace de Banach arbitraire, nous établissons par approximations 
successives l’existence et l’unicité des solutions. La démonstration de la 
convergence des approximations successives se fait par la même méthode 
que dans notre note [8] et elle s’appuie sur le schéma général abstrait 
donné par T. Wazewski [14]. Nous admettons dans nos raisonnements 
que la fonction f(x, y, z, p, q), qui figure au second membre de l’équa­
tion (1) est continue et qu’elle vérifie, par rapport à z, p et q, une condi­
tion analogue à celle de Osgood, assurant l’unicité des solutions des équa­
tions différentielles ordinaires. (Cette condition, en tant que condition 
d’existence et d’unicité des solutions du problème de Cauchy, a été
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introduite dans la théorie de l’équation (1) par 0. Foias, T. Gussi et V. 
Poenaru [4]).

2° Considérant l’équation (1) dans le domaine des fonctions à valeurs 
dans un espace convenable de suites convergentes, nous obtenons, comme 
conséquence des théorèmes sur l’existence et l’unicité des solutions, des 
théorèmes concernant leur dépendance continue des conditions initiales 
et du second membre de l’équation.

3° Pour l’équation (1), considérée dans le domaine des fonctions 
à valeurs dans un espace euclidien à n dimensions, nous démontrons 
un théorème sur l’existence des solutions, en admettant que la fonction 
f(x,y,z,p,q) est continue et vérifie par rapport à p et q une condition 
du type de Osgood. En profitant d’une élégante idée de C. Ciliberto [1], 
§ 1, nous obtenons la démonstration moyennant le théorème du point 
fixe de Schauder, en nous appuyant sur les théorèmes, établis aupara­
vant sous des hypothèses plus fortes, sur l’existence et l’unicité des solu­
tions et leur dépendance continue du second membre de l’équation.

Dans ce travail nous considérons, pour l’équation (1), le problème 
posé par Mlle s, Szmydt [13]. Ce problème étant insoluble en toute géné­
ralité, nous nous bornons à un cas particulier, comprenant le problème 
de Goursat, considéré dans un rectangle dont les côtés ont les directions 
caractéristiques.

Dans le travail [9] nous avons appliqué les mêmes raisonnements 
pour les solutions à dérivées sommables des problèmes de Cauchy et de 
Darboux, introduites par R. Conti [2] et [3].

1. Enoncé des théorèmes relatifs au problème de Mlle Szmydt.

Une fonction z(x, y) à valeurs dans un espace de Banach quelconque, 
définie sur un ensemble Z, sera dite fonction de classe C* sur cet ensem­
ble, si elle admet dans celui-ci des dérivées au sens de la norme dz/dx, 
dz/dy et dizldxdy, continues au sens de la norme. Le problème de Mlle 
Szmydt pour l’équation (1) dans le domaine des fonctions à valeurs dans 
un espace de Banach sera formulé comme il suit:

Problème (S). Nous supposons données les fonctions g(x) et h(y), con­
tinues respectivement dans les intervalles a^x^b et c^y^d, satisfai­
sant dans ces intervalles aux inégalités c < g(x) et a ^h(y) < b.
Soit E un espace de Banach quelconque. Nous supposons données les fonc­
tions continues G(x,z,q), H(y,z,p) et f(x,y,z,p,q) à valeurs dans 
l'espace E, définies pour xe<a,by, yt(c,dy et z,p, qeE-, enfin, soient les 
nombres x°e(a,by, y°e(c,dy et un élément z°eE. Déterminer une fonction
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z (x, y), à valeurs dans l'espace E, de classe C* dans le rectangle R — 
= ((x,y):a < x ^b, c < y < d) satisfaisant dans ce rectangle à l'équa­
tion (1) et aux conditions

dz/dx = G(x, z, dz/dy) pour xe<a, 6>, y — g(x),
(2) dz/dy = H (y, z, dz/dx) pour ye(c, dy, x — h(y),

z(x°, y°) = z°.
Une fonction z(x,y) vérifiant les conditions précédentes sera appelée solu­
tion du problème (S).

Le problème (S), posé sous une forme aussi générale, peut être inso­
luble ou bien admettre plus d’une solution (cf. [5], p. 103-105, [6], p. 74 
et [13], p. 72). C’est pourquoi nous nous bornerons à un cas particulier, 
en admettant relativement à la configuration des courbes y = g(x) et 
x — h (y) les hypothèses suivantes, proposées par M. A. Bielecki, dont 
le sens géométrique est bien net.

Hypothèses (B). Il existe des fonctions q>1, <p2 et q>3, et un nombre e0 >0 
tels que-.
(i) la fonction çq(a;) soit de classe C(1) dans l'intervalle <a>°, ft>, <p, («°) = y°, 

qpx(b) = d et (p[(x) >0 pour X(</x°,by,
(ii) la fonction (p2(x) soit de classe C(1> dans l'intervalle {a, «#>, <p3(a) — d,

<p2(x°) = î/° et (f>2(x) < 0 pour æ°>,
(iii) la fonction y3(x) soit de classe C(1) dans l'intervalle <a, ®°>, <pa(a) — c, 

<p3(x°) = y° et <p3(x) > 0 pour xe(a, x°y,
(iv) (pi(x)+E0(x—x0)^g(x)^<p1(x)—e0(x — x0) pour xe(xu,hy, 

on y^x) = <p3(<P2 ‘(«Pit®))),
(v) <p3[x) +e0{x° — x) < g(x) < <Pi(x) — £o(«u — X) pour xe</a,xÿy,
(vi) <P21(y) + ^o(y-yo) ^b(y) < <pr'(y)-«o(2/-?/°) P°ur y^<y°,dy,
(vii) ^1(y) + e0(2/°-y) <b(y) yq1 (ÿ)-£0(ÿ°-ÿ) pour ye(c,y°y.

Théorème 1. Supposons rempli l'ensemble des conditions suivantes:
1° les fonctions g(x) et h (y) vérifient les hypothèses fB) et satisfont aux 
conditions de Lipschitz

\g(x’) — g(x")\ < L-\x' — x"\ pour x',x"f(a,by,
\h(y') — h(y")\ < L-\y' — y"\ pour y',y"e(fi,dy,

où L est une constante positive,
2° les fonctions G(x, z, q) et H (y, z, p) satisfont aux conditions de Lipschitz 

\\G(x, z, q) — G(x, z, ï)||< K-||»—2|H-L1(»)-||î—îll,
\\H(y, z, p)—H(y ,z,p)\\ < K-\\z—z\\-\-L2(y)-\\p—p\\

(4)
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pour xe(a, by, y e(c, d> et z, p, q,z,p,qeE, où K est une constante positive, 
Ljfx) et L2(y) sont des fonctions à valeurs positives, continues respective­
ment dans les intervalles a < rr < ô et c y d, satisfaisant à la con­
dition
(5) L^x0) • Lt(y°) < 1,

3° la fonction f(x, y, z, p, q) satisfait à la condition

(6) \\f(x,y,^,P,q)-f(æ,y,z,p,q)\\ < œ(||«-2||+||p-p||+||2-?ll)

pour (x,y)eR quelconques et z, p, q, z, p, qeE, où w(ô) est une fonction 
continue et non décroissante pour <5e<0, +oo), telle que <o(0) = 0, «(ô) > 0 
pour ô > 0 et que

Dans ces conditions le problème (S) admet exactement une solution.
Théorème 2. Supposons vérifiées les hypothèses admises dans l'énoncé 

du théorème 1 au sujet des fonctions g(x) et h (y). Soit une suite de fonctions 
fn(x, y, z, p, q), n — 0,1, ..., à valeurs dans l'espace E, continues pour 
(x,y)eR et z, p, qeE, telle que

(8) lim max\\fn(x,y,z,p,q)-f0(x,y,z,p,q)\\ = 0
n->OO (X,y)fR

pour z,p,qeE quelconques fixés et que

(9) \\fn(x,y,z,p, q)-fn(x,y,z, p,q)\\ < œ(||z-z|| + \\p-p||+ \\q-ç||)

pour tous les n = 0,1, (x, y) eR et z, p, q,z,p,qeE, où la fonction
to(ô) a les mêmes propriétés que dans le théorème 1.

Soient encore deux suites Gn(x,z,q) et Hn(y,z,p), n — 0,1, .de 
fonctions à valeurs dans l'espace E, continues pour xe(a,bj et ye(c,dy 
et z, p, qeE, telles ' que

lim max \\Gn(x, z, q) — G0(x, z, q)\\ = 0,
H-+oo a^x^b
üm max \\Hn(y,z, p)-H0(y, z, p)\\ = 0 
n—>oo c<î/<d

pour z, p, qeE quelconques fixés, et que

\\Gn(x, z, q) — Gn(x, z, ?)|| < K • ||z-z|| + L^x) • ||ç-?||, 
\\Hn(y,z,p)-ffn(y,z,p)\] ^K-\\z-z\\ + Lt(y)-\\p-p\\
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pour tous les » = 0,1,..., œe<«, &>, ÿe<c,<2> et z,p, q,z,p,qeE, où 
K est une constante positive, L2(x) et L2(y) sont des fonctions à valeurs 
positives, continues respectivement dans les intervalles a < x < b et c < y < d, 
vérifiant la condition (5). Enfin, soit une suite «®, » = 0,1,..., d'élé­
ments de l'espace E telle que lim||«° —z{J|| = 0.

n-H»
Pour tout » = 0,1,... désignons par zn(x, y) une fonction, dont l'exis­

tence et l'unicité sont assurées par le théorème 1, à valeurs dans l'espace E, 
de classe C* dans le rectangle R, satisfaisant dans ce rectangle à l'équa­
tion

( 10) d»znIdxdy = fn(x, y, zn, dznIdx, dznfdy)

et vérifiant les conditions

dznldx = Gn(x, zn, dznldy) pour xe(a,by,y = g(x),

(11) dzn/dy = Hn(y,zn,dznldx) pour yt<c,dy,x = h{y),

«n(«°, ÿ°) = 4-
Dans ces conditions on a

(12) hmmax(\\zn—z0\\+\\dznldx-dz0ldx\\-\-\\dznldy — dz0ldy\\+\\d2znldxdy- 
n-*oo R

— d2zoldxdy\\) = 0.

Théorème 3. Soit E un espace euclidien à n dimensions et supposons 
rempli l'ensemble des conditions suivantes :

1° les fonctions g(x) et h(y) vérifient les hypothèses (B) et satisfont aux 
conditions de Lipschitz (3)(1),

2° les fonctions G(x,z,q) et H(y,z,p) satisfont aux inégalités 

||<7(a?, », 0)|l < A+B-H et \\H(y, z, 0)|| < A+B-||«||, A,J5 = const >0

pour Xi(a,b), yt(c,dy et zeE quelconques, et aux conditions de Lipschitz

\\G(x, z, q) — G(x, z, ç)l| < ?ll,

\\H(y, z, p)—H(y, z, p)|| < L2(y)-\\p-p\\

pour xt(a, by, yt(c, dy et z,p, q, p, qtE, où les fonctions L+x) et L2(y) 
ont les mêmes propriétés que dans le théorème 1,

(i) En appliquant les méthodes du travail [6] on peut établir le théorème 3 
sans supposer vérifiées les conditions de Lipschitz (3).
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3° la fonction f(x, y, z,p, q) satisfait aux inégalités

||/(®, y, », 0, 0)|| < A+B • ||z||, A,B = const > 0,

pour (x,y)eR et zeE quelconques, et

\\f(x,y, z, p, q)-f(x, y, z, p, ç)|| < ft)(||p-p||+ Ils-?ll)
pour (x, y)eR et z, p, q,p,qtE, où la fonction u)(Ô) a les mêmes propriétés 
que dans le théorème 1.

Dans ces conditions il existe une solution du problème (S).

2. Théorèmes auxiliaires.

Nous admettrons dans la suite que x° — y° = 0. Outre qu’elle per­
mettra de simplifier l’écriture, cette convention n’aura aucune influence 
sur le fond des raisonnements. De plus, nous supposerons toujours véri­
fiée l’hypothèse faite dans l’énoncé du théorème 1 au sujet des fonctions 
g(x) et h (y). Dans les considérations de ce chapitre la fonction auxiliaire 
t(x, y), pour la construction de laquelle nous renvoyons au premier chapitre 
du travail [7], jouera un rôle fondamental.

Transformation T. Posons z(ÿ) = ç’af'Z’s *(ÿ)) pour y<<c,O>. Alors
nous aurons y,(<p4 (y)) = ‘(^»’(y) D = X(y) Pour ÿe<c,O>. Dé-
signons par T la transformation du plan 
les formules

xy en le plan nv, définie par

— (x-a)q>'2 («) —ç>,(o)

—
Ç’i(a’)

pour x < a,

u — U (x) =
pour
pour

® e <«,0>,
a?e<0, 6>,

(x-b)q>' (b) + Vi(b) pour x > b,

-(y-e)x'(°)-x(e) pour V < a,
« = P(y) = — x(y) pour yf<o, 0>,

y pour y >0-

La transformation T transforme les courbes d’équations y = q>i(x), 
xt<fi, &>, y = y2(x), üf(,a, 0>, y = <p3(x), xc<a, 0>, y = ^(x), a?e<0, 6>, 
respectivement en segments de droite d’équations u — v, ue<0,U(b)>, 
u — —v, ue(U(a),0y, u = v, w«<ï7(a),0>, u = —v, uc(0, U(bf)•, 
elle transforme les courbes d’équations y — g(x), xe^a,b~y, et x — h (y), 
yt<c,dy, en courbes d’équations v-~ a(w), ue(U(a), U(&)> et u —
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r«<F(c), F(d)>, où u(m) = V (g(U ’('«))) et /!(■») = tZ (Æ(F 1 (v))|. En 
posant 0 = 1 — e0min (min U'/max V', min F'/max U'), où e0 est le nombre 
positif qui intervient dans les hypothèses (B), on voit aisément que 0 < 
< f) < 1 et

(13)
|a(u)| 0 -1«1 pour 
j/S(p)| 0- |p| pour

M«<l7(a), 17(ft)>, 
®e<F(c), F(d)>.

De plus, puisque les fonctions (pi et <p( 1, i — 1,2,3, 4, sont de classe 
C1, on constate, en tenant compte de (3), que les fonctions a(w) et /3(r) 
satisfont aux conditions de Lipschitz

\a(u’)— a(u")\ — m"| pour «', «"<<H(a), !/(&)>,
|/3(®')-(8(®")| Pour ®',®"<<F(c), F(d)>,

où zn désigne une constante positive.
La fonction t(æ,y) et les ensembles 8t. Pour les fonctions a(u) et

fi(v) que nous venons de définir, construisons une famille d’octogones 1F„ 
et une fonction s(w, v) de même que nous l’avons fait au premier chapitre 
du travail [7](2). (Les fonctions a(u) et fi(v) doivent être prolongées sur 
les intervalles —oo< «<-(-oo et —oo<v< +oo). Soit N la con­
stante intervenant dans le lemme 1 du travail [7]. Posons

m = min (min 17', min F'),
Si = T~l(WmN -it) pour fe<0, + oo),
/.(a?, y) = m 1 Ns(U(x), V(y)) pour x et y quelconques.

En s’appuyant sur les considérations du premier chapitre du travail [7], 
on vérifie aisément que la famille d’ensembles fermés 8, et la fonction 
t(x,y) ainsi définies ont les propriétés suivantes:

(15) 60 = {(0,0)),

(16) 0 < f < «" :> 6, C int(6,„) => Fr(6z,)^Fr(6<„) = 0,

(17) les courbes fermées Fr(6<), /e<0, +oo), recouvrent tout le plan xy,
(18) les ensembles 8t dépendent continûment du paramètre /, c’est-à-dire

lim max d((x,y), 6,J = 0 pour tout /„>0, où d({x, y), 6j désigne 
l-U0+ (x,y)eSt
la distance du point (x,y) à l’ensemble 6<(|,

(2) Dans cette construction on profite des conditions (14), donc indirectement 
des conditions (3).
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(19) t(a?,ÿ) est Punique nombre non négatif t tel que (», y)eFr(St),

(20) t(x,y) = (no,y)eSto,

(21) la fonction t(x,y) est continue et non négative,

(22) si y" > y' où Æe<ffl, ft>, on a y"- y’ < t(x, y")--<(«, y'),
(23) si y" < y' < ÿ(®), où a?e<a, by, on a y'~ y" ^t(x,y")~-t(x,y'),
(24) si x" ^x' h (y), où ye<C, dy, on a x"--x' < t(x",y)--t(x’,y),

(25) si x" < x' < h(y), où y^<fi, Ay, on a x' — x" ^t(x",y)--t{x',y),

(26) t(æ,ÿ(æ)) ^t(x,y) pouir xt(a, by , ÿ«(--oo, + °°b
(27) t() 2/) < 2/) pour ye(c,dy , Xe( —-oo, + oo).

Des propriétés (22)- (25) il résulte (la preuve est la même que celle
du lemme 2 du travail [7]) que si 0(/) est une fonction continue et non 
négative pour te<0, +oo), on a:

(28)
IZ"
/ Q(t(a>, y))dy < f (P(r)dr pour y" > y' > g(n),
IZ' t(x,V)

IZ*
(29) f <P(t(x,y))dy < f 0(r)dr pour y" <y' <g(v),

V"

x" t(x",v)

(30) f 4>(t(x,y))dx < J 4>(r)dT pour x” ^x'^ h(y),
X'

x'

(31) f

X"
4>(t(x,y))dx < J 0(r)dr pour x" < h(y).

Lemme 1. Soient A un nombre positif, Dx(/) et D2(t) des fonctions 
continues, non négatives et non décroissantes pour <e<0, +oo). Si A(x,y) 
est une fonction continue dans le rectangle R, satisfaisant, pour tout point 
(x,y)eR et pour tout chemin d'intégration rectifiable contenu dans le rectan­
gle R, à l'inégalité

(32) d(i,ÿ)< / D1(t(æ,y))^-1')|da;|+Da(t(a),2/))^,')|d2/|,
(0.0)

alors
■4(®, y) V>t(t(x, y))+I)2(t(x, y))}euM pour (x,y)eR.
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Démonstration. Pour fixer les idées, nous étudierons le cas où 
x 0, y > 0 et y > (pour les autres cas le raisonnement est ana­
logue). Posons g(x) — — eox pour æe<0,&> et h(y) — '(y) — eoy
pour y«<0, d> et admettons (æ0, y0) = (æ, y), (aq, y J = (x, g(x)), (æa, y2) = 
= (Â(g(a?)), g(x)}, (x3,y3) = (hig(x)}, g(h(g(x)}^,.... Il est aisé de voir que

l’on aura alors lim (a?n, yn) = (0, 0), y0 > y2 et x2n = æ2n+1 > æ2n+2, 
ÿ2«+i = y2»+2 > ÿ2»+3, yn > 3(®n), ®» > A(y„) pour n = 0,1,2, ... En 
s’appuyant sur (22), (24), (28) et (30) on obtient l’inégalité demandée 
en prenant pour chemin d’intégration dans l’inégalité (32) la ligne brisée 
dont les sommets sont (x0,yQ), (xt, y J,...

Lenune 2. Il existe un nombre xe(0,1) et deux fonctions M(x) et N (y),
continues respectivement dans les intervalles a < a? ^6
que
(33) M (x) > 1
(34) L1(x) N(g(x)) < xM(x)

pour xe(a,by

(35) N (y) >1

(36) L2(ÿ).Jf(fc(y)) < xX(y)
pour ye(c, dy

Démonstration. Soit u un nombre vérifiant l’inégalité 

(37) L1(0)-La(0) < h < 1.

En vertu des conditions (13) la suite u, a(u), /J(a(w)), a(/3(a(w))J, ... 
tend uniformément vers zéro pour ue(U(a), U(b)y-, par conséquent, 
puisque g(x) = V-1 [a(U(x)^, h(g(x)) = E7-1^(a(l7(æ)))j,..., la suite 

x, g(x), h(g(x)), g(h(g{x))}, ... tend uniformément vers zéro pour æe<a, by. 
De même, la suite y, h (y), g (h (y)), h (g (h (y))}, ... tend uniformément 
vers zéro pour ye<c,d>. Donc, d’après (37), la série Jf(æ) = x-I + 
+ u -2Ll(x) + x-3L1(x)L2(g(x))+x-iL1(x)L2(g(x)}L1(h(g(x)^+... est uni­
formément convergente pour ®e<a, by et la série N (y) — «_1 + x~2L2(y) + 
+ u-3L2(y)L1{h(y)) + x-iL2(y)L1(h(y))L2(g{h(y))) + ... est uniformément 
convergente pour ye(c,dy. Les sommes de ces séries sont donc des fonc­
tions continues. On vérifie facilement qu’elles satisfont aux inégalités 
(33) et (35), ainsi qu’aux équations L1(x)N(g(x)) — xM(x)—l et 
L2(y)M(h(y)) = xN(y)—1; les inégalités (34) et (36) sont donc véri­
fiées et la démonstration est achevée.
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Leinme 3. Les hypothèses étant celles du théorème 1, soient â(x,y), 
A^x^y), ^2(^,2/)) À(æ, y] et Â2(x,y) des fonctions continues et non 
négatives pour (x,y)fR, telles que

V

J,(ar, yXj I co{A(x, t>) + J,(a>, v)\dv +K-A(x, g(x)} +
»(*)

1 + Ll(x)-A2{x, g(x)),
(38)

X

àt(x,y) < J w(J(m, ;i/) + z1i(m, y) + J2(?/, y))d(/|+7f-zl(A(y), j/) +
A(W)

+ L2(y)-A^hAy), y) 

pour tout point (x,y)eR et que
(7,û)

(39) J(æ,ÿ)< f A1(x,y)\dx\ + A2(x,y)\dy\
(0,0)

pour tout point (x ,ÿ)f R et tout chemin d'intégration rectifiable contenu 
dans le rectangle R.
Posons

(40) M — maxM (x), N — maxJV(?/), À = (1 —x)14Æmax(4/, 2Q+1
asSx<î> c<V<d

et
ZA(t) = inax Ax(x,y),

(x,y)eR^Sf
Dt(t) = max (A2fr(y))“1fl“^x’‘')zl2(», y),

(z,V)«BoS(
JDj(t) == max (è.M(x))~le ilMÂ1(x, y),

(xfV)eRr>Si
ï>»(t) = max (lN(y)\ 1e U(x’v} Àt(x,y),

(x,v)eRr\Si

D(t) = A(0+^2(«),i>(0 = À(*)+ Ô2(t).
Dans ces conditions, les fonctions D(t) et D(t) sont continues, non néga 

tives et non décroissantes pour /e<0, +00) et satisfont à l'inégalité
1

(41) D(t) < 2 J w((>Z>(t))<Zt+ |(1+ x)D(t) pour t f <0, + 00),

OÙ
g — (A+l)-max(J/, N) m,AxeUixu).

(x,v)eR
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Démonstration. Le fait que les fonctions 1)2, Dlf î)2, D et D 
sont continues, non négatives et non décroissantes résulte de ce que les 
fonctions J, Zl2, Âi, 32 et t(x,y) sont continues et non négatives 
dans le rectangle R et de (16) et (18). Comme, d’après (20), (x, y)(8i(xv}, 
on obtient, en vertu de la définition des fonctions I>i et D2 Al(x,y) < 
< XM(x)eUMDl(t(x,y)) et A2(x, y) IN(y)ei,(x-v)D2(t(x, y)) pour 
(x,y)eR, d’où, en tenant compte de (39), il résulte d’après le lemme 1 
que A(x, y) ma,x(M, N)D(t(x, y))e^x'v} pour (x,y)eR. Par consé­
quent, comme la fonction w est non décroissante, on a, à cause de (38),

^i(®>ÿ) < J to(pD(/(®, ®)))d» i +Æmax(>, N)D[t(x, g{x))^eU(x’a(x^ + 
ff(ac)

+ £i (») W (g (as)) eu™x" D2\t(x,g (x))},

d’où, en tenant compte de (26), (28), (29) et (34) et du fait que les fonc­
tions D et T)„ sont non décroissantes, on tire

Ji(a?,y)< | (o(QD(T))dr+Kmax(M,N)eU{x’v)I)(t(x,y))-(-

+ xlM(x)eU(x’v' I)2(t(x,y))
et, à cause de (33),

H*,v)
(XM(x))~ïe~lt{x'^ À^às, y) < J M(Ql)(r))dr+ max(Jf, N)D(t(x,y)) + 

0
+ xD2(t(x,y))

pour (x,y)eR.

En tenant compte du (20) et du fait que les fonctions I) et, D2 sont 
non décroissantes, il s’ensuit que

t

Dt(t) < f (a(QD(x))dx+ TlKm&x(M, N) D(t)+ xDt(t) pour t«<0, + oo). 
0

De même
t

b2(t) < Jw(eD(T))dT+ Â'1Armax(AÏ, N)D(t) +xDy(t) pour <«<0, +oo.
0

Comme Â-12fmax(Jf, .37) < J(l — x) en vertu de la définition du nom­
bre A, en ajoutant membre à membre les deux dernières inégalités on 
obtient enfin l’inégalité (41).
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Leinme 4. Supposons vérifiées les hypothèses du théorème 1 om bien 
celles du théorème 3. Il existe alors une constante C > O telle que pour

ye(c,dy et z,p,qeE quelconques on a les inégalités

ll/(®> y, P, «)ll < <Hl+ll«ll+M+llîll),
\\G(x,z,q)\\ <C-(l+||s||)+Z1(a>)-||«||,

||H(y, + p)|| ^C-(l + |>||)+ia(?/)-||p||.

En effet, avec les hypothèses du théorème 1 et en prenant C > w(l) +
+ max||/(æ, y, 0, 0, 0)||, on déduit de (6) et de l’hypothèse que la fonction 

R
fo est non décroissante,

!!/(«, 1J, z, p, g)||< ||/(®, y, 0, 0, 0)11+

V’II./ ifc fc fc \ ,/ k—1 k — 1 fc—1 VII+ > / ®,y,-2,-p, - ç -/ «,y,------ z,------- p,-------q j
|| \ n n n I \ n n n J\\

< ||/(®, y, 0, 0, 0)|| + n«,(H + ||p||+ llgll)) <

< ||/(æ, y, 0, 0, 0)|| +(1 + H+ №11+ Il3ll)«>(l) <

^C-d + H+HpII+Hgll), où w=[l + |W + ||p|| + №||L

Dans les autres cas les limitations sont analogues.
Lemme 5. Supposons vérifiées les hypothèses du théorème 1 ou bien

celles du théorème 3. Soit G la constante dont il est question dans le lemme 4,
et p un nombre satisfaisant à l'inégalité

(42) p (l-x)-1C{3(Jf + JV) + 2||2||+2}+l.

Soient encore deux fonctions p(x,y) et q(x,y) à valeurs dans l'espace E, 
continues dans le rectangle R, telles que l'intégrale fpdx-\-qdy ne dépende 
pas du chemin d'intégration, celui-ci étant une courbe arbitraire rectifiable 
contenue dans le rectangle R, et que l'on ait

llj»(»,ÿ)ll < pM(x)ef,tM et ||g(®,y)|| pN pour (x,y)cR.

Enfin, soit z(x, y) une fonction à valeurs dans l'espace E, continue 
dans le rectangle R, telle que

||«(®,ÿ)|| < M+fM+JV)«'**’»* pour (x,y)tR.
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Posons

P(a>, y) = J f(x,v,z(x,v),p(x,v), q(x,v))dv + G(x,z[x,g(x)),q(x,g(x)}),
IHX)

(43)
X

q(«>, y) = j f(u, y,c(n,y),p(u,y),q(n,y))du + H[y,z(h(y),y),p(h(y),y)} 
km

pour (x,y)eR et
(*,w)

(44) z(x,y) — z0+ f pdx+qdy.
(0.0)

Dans ces conditions, on a les inégalités

\\p(x, y)\\ , \\q (x, y) \\^pN(y)^ et
(45)

II* (®, y)\\ < ||2®||+(Jf + JV)^,z> pour (x, y)'R.

Démonstration. En vertu du lemme 4 on a

llp(®,ÿ)|| jC-(l + |!«0|| + (^ + ^)(l + lu)e',<M)dr +O-(1+M| +
0(1)

+ ( M+N)e^x^) + L, (®) pN (g (x)) ,

donc, d’après (26), (28), (29), (33), (34), puisque p > 1 par définition,

||ÿ (®, y)|| < C • (l +1|»°|| + 2 ( Jf+N)} er‘,(x'v) + C • (1 + 11»°|| + (>+#)) e,d^ +

+ xpM(x)e"tM < (l-x)pe,d{x^+xpM(x)e"t(x-v}

et la première inégalité (45) est ainsi établie. La démonstration de la 
seconde est analogue. La troisième résulte des deux premières moyen­
nant le lemme 1.

3. Démonstration du théorème 1.
1° Considérons l’espace J de tous les couples (p(x, y), q(x, y)) de 

fonctions à valeurs dans l’espace E, continues dans le rectangle R et 
telles que l’intégrale curviligne fpdx + qdy ne dépende pas du chemin 
d’intégration, celui-ci étant une courbe quelconque rectifiable contenue 
dans le rectangle R. L’espace ./ est un espace de Banach relativement 
à la norme

||(p, ?)llz = max(|i/>(®, y)||B+ |lç(®, y)\\E). 
lx.v)eK
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Désignons par F la transformation de l’espace S qui fait correspondre 
au couple de fonctions (p,q)ef le couple (p, q) de fonctions définies par 
les formules

v
~p(x,y) = », Z(x, v),p(x, V), q(x, v)\dv + (/(x, z(x, g(x)},q(x, y(x)}},

X

= ff(«, y, z(u, y),p(u,y),q(u,y)}du + H(y,z(h(y),y],p(h(y),y)), 
A(3/>

OÙ
(z,v)

z(x, y) — «°+ f pdx+qdy.
(0,0)

Comme dp(x,y)/dy = âq(x, y)/dx = f(x, y, z(x, y), p(x, y), q(x, y)), l’in­
tégrale jpdx+qdy ne dépend pas du chemin d’intégration et, par suite, 
la transformation F transforme l’espace ./ en lui-même.

(M)
Si F(p, q) = (p, q), la fonction z(x, y) = z°+fpdx +qdy est une 

(».«)
solution du problème (S) et, inversement, si z(x, y) est une solution du 
problème (S) et si (p,q) = (dz/dx, dz/dy), on a (p,q)tS et F(p,q) — 
= (p, q). Pour démontrer le théorème 1 il faudra donc prouver que dans 
l’espace ./ il existe exactement un point fixe par rapport à la transfor­
mation F.

2° La transformation F étant continue dans l’espace J, d’après (4) 
et (6), il suffit pour cela de montrer que pour deux couples arbitraires de 
fonctions (p0, q„) et (p0, q0) les suites de couples (pn, q„) et (pn, qn), n — 
= 0, 1, ...,~ définies par les formules (pn, qn\ = F(p„_ï, qn_x) et (pn, qn) = 
— F(pn_i, qn_i), convergent dans l’espace / vers la même limite, ce 
qui équivaut à l’égalité

(46) lim ||(pm-p„,«m-9„)|lx == 0.

3° Considérons deux couples quelconques de fonctions (p0,9o)eJ? 
et (Po,7o)* ^- Soit p un nombre vérifiant l’inégalité (42), tel que

IIPoO», y)\\e, IIPo(®, y)\\E < pH{x)e"l{r-v} 
et

№o(», ?/)IIip , ||go(®, 2/)ta < P# (y)e^*^
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pour (x, y)fR. Alors il résulte du lemme 4 que

y)\\s, llï»(®, 3011« <
pour (%, y)(R et « — 0, 1,2,...

Posons
= max (;>(«))“*« ^<AW,||pm(®, #)-/>„(«, ÿ)||/i,

(x,V)eRr>St
(48) />£’„(0 = max (ÂA(//))"1« „(.-», :v)-ç„(®, 2/)||E,

(x,y)eR^Si
= D^n(t)+I)^n(t)

pour m,n =0,1,2,... et /«<0, + oo), où M(x) et N (y) sont les fonc­
tions qui interviennent dans le lemme 2 et À est le nombre défini par la 
formule (40). D’après (16), (18), (33) et (35), les fonctions Dmn(t) sont 
non négatives, continues et non décroissantes et elles satisfont, à cause 
de (40) et (47), à l’inégalité

/>m„(f) < 4^'*, 
où

t* = max<(æ, y)
(x,v)eR

Les fonctions
Dk(t) = supDm„(t), * = 0,1,..., 

m,n>Ar

sont donc non décroissantes, satisfont aux inégalités

(49) 0 < Qk(t) < 4/*e"'*

et forment une suite non croissante dans l’intervalle 0 < t < + oo. Donc 
la limite

l)(t) = limD*(t)
À*->oo

existe et cette limite est une fonction non négative et non décroissante 
dans l’intervalle 0 < t < + oo.

Comme, en vertu de (16) et (48),

\\(pm-pn, 9m-9»)llz < Amax(JZ, A)e;i* Dmn(t*),
pour établir l’égalité (46) et ainsi achever la démonstration du théorème 1, 
il suffit de prouver que

/?(/) = 0 pour t € <0, +oo).(50)
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4° D’après (4) et, (6), les fonctions zli = J/)~Pn(®, ÿ)l|jî,
(®,1Z) (X,V)

^2 = = !i i pmdx+qmdy~ [ pndx+qndyt\K,
(0,0) (0,0)

= IIPm+iOB, y)-Pn+i(v,y)\\E et J2 = Ilï„,+i(«, y)-qn+i(x,y)\\B satisfont, 
pour tout m = 0,1,2,... et tout « = 0,1,2,..., aux inégalités (38) 
et (39); donc, en vertu du lemme 3,

i
(51) Om+i.»+i(<) < 2 J o,(eDmn(T))dT+|(l + x) Dmn(0

o

pour m, n = 0,1, ... et t e <0, + oq) .
Comme la fonction co est non décroissante, on obtient, en vertu de

(51) ,
t

<2 J w(eA.(T))dT + |(l + *)A(0 pour k = 0,1,2,...
0

et te<0, +oo);

la fonction co étant continue, il s’ensuit, en vertu de (49) et du théorème 
de Lebesgue sur l’intégration terme à terme, que

t
(52) D(t) < ( <p(J)(T))dT pour /«<0, +oo),

fl
OÎ1

<p(<5) = —— o}(qô).
1 — X

5° Puisque, d’après (33), (35) et (40), on a q > 0 et que x < 1, on 
voit, en tenant compte des propriétés analogues de la fonction co, que 
la fonction cp est continue et non décroissante pour ô e < 0, +oo),<p(0) = 0 
et <p(<$) >0 pour fl > 0 et que, en vertu de (7), on a

(53)

La fonction

• oo.

t

D(<) = f (p(D(T))dr
0

est continue pour te(O, + oo) et, d’après (52), elle satisfait à l’iné­
galité
(54) D(t) D(t).
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d’où il résulte, puisque la fonction g? est non décroissante, que 
i

(55) 0 D(t) < I <f>(D(T))dr pour /«<0, + oo).
ù

La fonction D(t) étant continue, il découle de l’inégalité (55), en vertu 
d’un théorème de M. Z. Opial [11], p. 200, que D(t) où u(t) est
l’intégrale supérieure de l’équation u' — <p(u) qui satisfait à la condition 
«(0) = 0. A cause de (53) on a u(t) = 0, donc aussi D(t) == 0 pour 
/«<0, +oo). Par conséquent on a, d’après (54), D(/) = 0 pour fe<0, +oo) 
et la démonstration est ainsi achevée.

4. Démonstration du théorème 2.

1° Soit Eo l’espace de Banach de toutes les suites n = ,_ , uneE,
telles que lim||wn—«0||E = 0, muni de la norme ||«||Bo = sup||«„|[B. Consi- 

n_>00 n=o,l.„
dérons les fonctions f,G et H définies pour (x,y)eR et z,p,qeE0 par 
les formules

/(® » y » ® > P I 2) = {/ (® » y » j Pn, = ,
G(x,z,q) = {Gn(x, zn, qn)}nsc9X_, H (y ,z ,p) = {Hn(y ,zn,pn)}n=ox_,

où
3 — {^n}n=.0,l,.,., P = {Pnln-0,1,... 0. ~ {ïm}n=0,l,... •

2° Les fonctions (55) admettent leurs valeurs dans l’espace Eo et 
vérifient dans cet espace les hypothèses du théorème 1. Nous allons le 
prouver pour la fonction f.

Comme, en vertu de (9),

||/„(®, ÿ, zn,p„, qn)—fo(®,y,zo, Po, üo)\\b < "(Ikn— ^ollE+IIPn—jPoIIjs-H

+ IIS» - SoILe) H- II/» (æ > y y zoi Poi So)~/o(®, y t zoi Po, So) Ils»

on voit, d’après (8), que les conditions ||zn—20IIe 0, ||pn—PoIIe -» 0 et 
II«»—.«olle -* 0 entrainent \\fn(x,y,zn, pn, qn)—fo(v, y, z0, Po, So) IIjb 0 et 
par suite, les valeurs de la fonction / définie par la formule (5) appartien­
nent à l’espace E„.

Si z,p,qeE„, 2 == P — {P»}»=o,i....> 3 =
' ym)eR pour m = 0,1, ... et si xm -> x0 et ym -> ÿ0» on obtient, en

tenant compte de (9), pour tout A = 1,2,...,

||/(ajm, ym, z, p, s)—/(®oj 2/o> Z,P, «)IIjb0 < max(JB1, Aa+A3),
Annales t. XIV, 1960
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OÙ
Ri — шах \\fn(Xm1 yml Zn, pni qn) fn(%oi Уо1 %nj Рт Цп)\\еi 

n=î,2,...,N

Л2 = 2о)( sup (||2»-г0||Е+117’п-Ро11я+||9«-Зо11й)), 
n=.N'+l,JŸ'+2,...

R3 = sup \\fn(xm,ym,z0,p0,qQ)-fn(x0,y0,z0,p0,q0)\\E. 
n=N+l,N+2,...

Les fonctions /„ étant continues dans l’espace E, on a lim R,y = 0 pour 

tout N fixé et, d’après (8), limE3 = 0. Comme z,p,qeE0, on a aussi 

UniR2 = 0. Cela prouve que lim||/(ж,п ,ym,z,p,q)-f(x0, y0,z,p, ç)||E(( = 0,
N—>00 7H—>OO

donc la fonction / définie par la formule (65) est continue par rapport 
au couple de variables (x, y). Satisfaisant évidemment à la condition
(6) par rapport à la norme || ||Eo, elle est aussi continue par rapport à l’en­
semble de toutes les variables.

Ainsi, la fonction f définie par la formule (55), considérée comme fonc­
tion à valeurs dans Eo, satisfait aux hypothèses du théorème 1. Il en 
est de même des fonctions G et H définies par cette formule.

3° En vertu du théorème 1 il existe (exactement) une fonction z(x, y) 
à valeurs dans Eo, de classe C* sur R par rapport à la norme || ||E , qui 
satisfait à l’équation (1) et aux conditions (2) pour z° = {Zn}»=o,i,... et pour 
les fonctions (55). Les fonctions zn(x, y), à valeurs dans E, de classe C(*’ 
sur R par rapport à la norme || ||в, définies par la formule z(x,y) = 
= {z„(æ, y)}„=0 ] , satisfont aux équations (10) et aux conditions (11).
Donc, l’unicité des solutions des équations (10) étant assurée par le thé­
orème 1, on doit avoir z(x, y) = {zn(x, ÿ)}»=0,i,...- Comme le fonction 
z(x,y) est à valeurs dans l’espace Eo et de classe C*, il en résulte que
(56) ||z„- г0||я+ \\dzn/dx-dzoldx\\E+ \\dzn.ldy — dz„ldy\\E+ \\d2znldxdy-

— d2zoldxdy\\E -> 0
pour n -» oo et pour tout (x,y)tR fixé. La continuité des fonctions 
z, dz/dx, dz/dy, d2z/dxdy par rapport à la norme || ||Яо entraîne l’équi­
continuité sur R des fonctions zn, dzE/dx, dznldy, d2zn/dxdy, n = 0,1,..., 
par rapport à la norme |, ||я, d’où il résulte que la convergence (56) est 
uniforme sur R, c’est-à-dire que l’égalité (12) est bien vérifiée.

5. Démonstration du théorème 3.
1° Désignons par & l’espace de Banach des fonctions z(x, y) à valeurs

dans E, continues dans le rectangle R, muni de la norme ЦгЦе =
= max||z(æ, у)||я. Soit W C l’ensemble des fonctions я(®,у) qui satis- 

R
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font à l’inégalité ||»(a?, y)\\E < ||z°||E + {M+N)ept{x-V} pour (x,y)eR, où M 
et N sont définis par les formules (40) et p satisfait à l’inégalité (42). 
L’ensemble IV est fermé et convexe dans l’espace W.

2° Désignons par T une transformation qui fait correspondre à la 
fonction z*eW la fonction ttf, définie univoquement en vertu du thé­
orème 1, qui est la solution du problème suivant:

d^/dxdy = f(x, y, z*(x, y), dz/dx, dz/dy) pour (x, y)cR,
dz/dx = olæ, z*(x, g(x)}, dz/dy] pour æc<a,6>,y = g(x),

(57) ' '
dz/dy = n(y,z*(h(y), y), dz/dx) pour i/e<c, d>, a> = ft(ÿ),

z(x°, y°) = z°.
En vertu du théorème 2 la transformation T est continue.

3° La transformation T transforme l’ensemble W en un sous-ensemble 
compact de cet ensemble. En effet, si^e#, qoe^, \\pa(x,y)\\E^pM(x)e,dM 
et ||ç0(®» y)\\s pN(y)e'lt(x-v) pour (x,y)eR, alors, en vertu du lemme 5, 
les fonctions pn, qn et »„, » = 1,2,..., définies par les formules

v
pn+i(x, y) = J f(x, v, z*(x, v), pn(x, v), qn(x, r))dt> +

0(x)
+ <?(», z* (x, g(x)}, qH(x, g(x))},

X

9n+i(x,y) = jf(u,y,z*(u,y),pn(u,y),qn(ii,y)}du +
>>W

+H (y, Z* (h(y), y), pn(h(y), y)],
(A»)

zn(x,y) = z°+ I pndx + qndy 
(0.0)

satisfont aux inégalités

llp»(®, y)ÏÏE ||g„(a>, y)\\E < pN(y)^, ||«„(®, y)b < ll«°lb+
+ (M+N)e>‘t^(x,y)eR,n = 1,2,...

De la démonstration du théorème 1 il s’ensuit que l’on a, pour la fonction 
z qui est solution du problème (57), les égalités z — limzn, dz/dx = limpn, 
dz/dy = lim</„. Donc T(W)C W\, où désigne l’ensemble des fonc­
tions zeW telles que
(58) ||z(®, y)\\E < ||«°||25-H (M+N)e^x-V', \\dz(x, y)/dx\\E

pM(x)et‘‘M, ||dz(a?, y)/dy\\E < pN(y)eul(x’v>.
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Nous avons C W et, d’après (58), les fonctions «(a?, y) «TT, sont 
bornées dans leur ensemble et équicontinues sur R au sens de la norme 
|| ||E. Par conséquent, comme E est un espace à un nombre fini de dimen­
sions, l’ensemble W, est, en vertu du théorème d’Arzela, compact dans 
l’espace Vf.

4° Comme W est un ensemble formé et convexe dans un espace de 
Banach et la transformation continue T transforme W en un sous-en­
semble compact de W, on conclut, en vertu d’un lemme de Mazur [10] 
relatif au sur-ensemble convexe minimal et en vertu du théorème du 
point fixe de Schauder [12], qu’il existe une fonction ze W telle que 
Tz = z. Cette fonction z est la solution du problème (S).
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Streszczenie

W pracy niniejszej zajmujemy się istnieniem, jednoznacznością, i cią­
głą zależnością od warunków początkowych rozwiązań równania

(1) дгг/дхду = f(x, у, z, dz/dx, dzidy).

Rozważania dotyczą podanego przez Zofię Szmydt [13] uogólnienia 
zadania Goursata i mają przebieg następujący:

1° Dla równania (1) rozważanego w zakresie funkcji o wartościach 
z dowolnej przestrzeni Banacha metodą kolejnych przybliżeń dowodzimy 
istnienia i jednoznaczności rozwiązań, przy czym zakładamy, że wystę­
pująca po prawej stronie równania (1) funkcja ciągła f(x, у, г, p, q) 
spełnia ze względu na zmienne г, p i q warunek Osgooda (6)-(7). Metoda 
dowodu zbieżności kolejnych przybliżeń jest taka sama, jak w nocie autora 
[8] i podpada pod abstrakcyjny schemat podany przez T. Ważewskiego 
[14].

2° Rozważając równanie (1) w zakresie funkcji o wartościach z odpo­
wiedniej przestrzeni ciągów zbieżnych, jako wniosek z twierdzenia 
o istnieniu i jednoznaczności rozwiązań otrzymujemy twierdzenie o cią­
głej zależności rozwiązań od warunków początkowych i prawej strony 
równania.

3° Dla równania (1) rozważanego w zakresie funkcji o wartościach 
z przestrzeni n-wymiarowej dowodzimy twierdzenie o istnieniu roz­
wiązań przy założeniu, że funkcja/(a?, y, z, p, q) spełnia warunek Osgooda 
ze względu na zmienne p i q. Korzystając z eleganckiego pomysłu C. Cili- 
berto [1], dowód uzyskujemy za pomocą twierdzenia Schaudera o punkcie 
stałym, opierając się na twierdzeniach udowodnionych w etapach 1° i 2°.

Резюме

В этой работе мы занимаемся существованием, однозначностью 
и непрерывностью зависимости от начальных условий решений ура­
внения
(1) d2zldxdy — f(x, у, z, dz/dx, dz/dy).
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Рассуждения относятся к данному Софией Шмыдт [13] обобщению 
задачи Гурса и имеют следующий ход:

1° Для уравнения (1), рассматриваемого в области функций со 
значениями из произвольного пространства Банаха, доказываем 
методом последовательных приближений существование и однознач­
ность решений, причем полагаем, что выступающая с правой стороны 
уравнения (1) непрерывная функция /(ж, у, г, р, #) исполняет отно­
сительно переменных г,р и у условия Осгуда (6)-(7). Метод доказа­
тельства сходимости последовательных приближений тот же, как 
в заметке автора [8], и подходит под абстрактную схему, данную 
Т. Важевским [14].

2° Рассматривая уравнение (1) в области функций со значениями 
из подходящего пространства сходящихся рядов, получаем, как 
следствие из теоремы существования и однозначности решений, теорему 
о непрерывности зависимости решений от начальных условий и от 
правой стороны уравнения.

3° Для уравнения (1) рассматриваемого в области функций со 
значениями из и-мерного пространства, доказываем теорему о суще­
ствовании решений при предположении, что функция /(х, у, г, р, у) 
исполняет условия Осгуда относительно переменных р и <±. Поль­
зуясь изящной идеей К. Чилиберто [1], получаем доказательство 
с помощью теоремы Шаудера о неподвижной точке, опираясь на 
теоремах, доказанных на этапах 1° и 2°.


