ANNALES
UNIVERSITATIS MARIAE CURIE-SKLODOWSKA

LUBLIN —POLONIA
VOL. X1V, 4 SECTIO A 1960

7Z Katedry Zespolowej Matematyki Wydzialu Mat.-Fiz.-Chem. UMCS
Kierownik: prof. dr A. Bielecki

KONSTANTY RADZISZEWSKI

Sur les cordes qui partagent le périmetre d’un ovale dans un
rapport donné

O cieciwach dzielacych obwéd owalu w danym stosunku

(0] XOpAax, NeAsiuHX NepHMETp 0Ba. 12 B JAHHOM OTHOLUEHHH

Dans le travail: ,,Sur les cordes qui partagent le périmétre d’un ovale
en 2 parties égales” nous avons montré que le minimum de ’expression
d/D, ou d désigne la corde maxima qui partage le périmétre d’un ovale
en deux parties égales et D son diametre, est atteint pour le triangle
isoscele ABC, [AC] = [BC)], [AB] > [AC] satisfzaisant 4 la condition
28in%p+8ing = 1, ou <X ACB = 2¢.

Dans le présent travail nous établissons des limitations inférieures
du rapport d,/D, ou d, désigne la corde maxima partageant le périmetre
d’un ovale dans le rapport ¥ et D son diamétre.

Les raisonnements que nous utiliserons dans la suite seront, en partie,
analogues &4 ceux du travail [1], mais rious les exposerons en détail pour
la commodité du lecteur.

Dans la suite nous utiliserons les notations suivantes:

(AB) segment de droite fermé, d’extrémités A et B;

(A*B) arc fermé d’extrémités 4 et B;

(A*BCD+E+FG) ligne formée des arcs (A+B), (D+E) et (E*F), et des
segments de droite (BC), (CD) et (FG);

ABC triangle de sommets 4, B et C;

[AB] longueur du segment (AB);

[A*BC+DE] longueur de la ligne (A+*BC+*DE);
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Avant d’établir les inégalités cherchées, nous allons prouver quelques
lemmes.

Lemme 1. Dans le triangle ABC, ow [AC] = [BC], [AB] >[AC),
[AB]/2[AC] < k, la corde maxima partageant le périmeétre dans le rapport
k, est (AF), o Ae(BC) et ([AB]+ [BF))/([FC]+ [CA]) = k.

Démonstration. Soit (A'F’) une corde partageant le périmetre
du triangle ABC dans le rapport k. Nous distinguerons deux cas:

a) Les extrémités de la corde (A’'F’) appartiennent aux cotés (AC)
et (CB), soit A'e(AC), F'e(BC).

Introduisons un systéme de coordonnées rectangulaires dont 1’origine
O est le milieu du segment (A B),’axe = ayant le sens de OB et ’axe y celui
de OC et désignons par ¢ langle OCB. Soit [A4'] =b, [CF]=m,
[AB] = 2a.

Considérons deux cas, suivant que ([A’A]+ [AB]+ [BF'])/([F'C]
-[CA')) =k ou ([F'C)+[CA']/([A’A)+ [AB]+ [BF']) = k.

Soit ([A’A]1+[AB]+ [BF'])/([F'C]+[CA"]) =k < 1, alors

A’:[bcos(n/2—¢)—a, bsin(n/2 —¢)];
F':[(m+ b)sing, actge — (m -+ b)cose];
[A'F')? = I(b) = [bsing — (m+ b)sing— a]*+ (bcosy — actgp -+ mcosp+
-beosep)? = (msing+ a)?+ (2bcosg — actgp -+ mcosp)?;
U'(b) = 2(2bcosp — actgy -+ mcosg)2cosg;
m = [CF)] = a(1—k-+ 2s8ing)/(1+ k)sing;
I'(0) = 8acos2p(sing— k) /(1 k)sing.
Mais [AB]/2[AC] = a|[AC] < k, donc sing < k et 1'(0) < 0. Comme
1(0) = I([FB]), il en résulte que la fonction 1(b) n’admet qu’un seul ex-
tremum, notamment un minimum, lorsque la corde ¢(A’'F’) est parallele
a la base <(AB). Alors [A'F'] < [AF].

Soit maintenant ([A'C]+[CF'])[([A'A]+ [AB]+[BF']) = k. Alors

les formules précédentes subsistent, & condition d’y remplacer m par

m = [CF], ol F est un point satisfaisant & la condition Fe/(CRB,
([AC)+[CF))/([AB]+[BF]) = k. Nous aurons donc:

I'(b) = 2(2bcosp — actge+mcosp)2cosy
ol
# = [CF] = a(2ksing —1 - k)/(1+ k)sing
I'(0) = 4 (M — alsing)cos’p = tacostp(2ksing —2)/sing(l + k) < 0.
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Comme [(0) = I([BF]), cette fonction admet un seul minimum, donc
[A'F'] <[AF).

Silon désigne par P un point satisfaisant a la condition [AB]+ [BP] =
= [PC]+ [CB], on constate aisément que [PF] = [PF). Comme [B(] <
< [AB], il s’ensuit que [AF] > [AF].

Nous avons ainsi démontré que la corde maxima, partageant le pé-
rimétres du triangle ABC dans le rapport & et dont les extrémités appar-
tiennent aux cotés (AC) et (BC), est la corde {AF; telle que ([AB]-
- [BF)([FC1+[CA]) = k < 1.

Passons au second cas:

b) Les extrémités de la corde (A'F'), qui partage le périmétre du
triangle dans le rapport k, appartiennent aux cotés (AB) et (BC), soit
A'e(AB), F'e(BC).

Dans le méme systéme de coordonnées et avec les notations adoptées
dans a) nous aurons, dans le cas ou

([A’BY-- [BF'DN[F'C]+[CA]+[AA']) = k < 1:
A4':(b—a, 0); F':[(m—b)sing, actge— (m— b)cosg];
[A'F')? = 1(b) = [b—a— (m —b)sing]?-+ [actgy — (m — b)cosg]?;

U'(b)y = 2(b— a— mBing + bsing)(1 - sing) -+

‘F2(actgy— mcosg+ beosep) cosp;

1'(0) = 2a[ — sing + co82¢ — (1 — k-+28ing) (1 4- sing) /(1 - k)] /sing.
Mais, comme 7/6 < ¢ < m/2, on & sing > cos2¢ et I'(0) < 0. En outre
on a l(0)—I(m) = 2am (sing— cos2¢)/sing > 0, donc I(0) >1(m). Par
conséquent la fonetion I(b) admet un seul minimum et I(b) < 1(0)
= [AF].

Dans le cas ou ([AA']+ [AC)+[CF'])/([A'B)+[BF']) =k il n’y
2 qu’d remplacer dans les formules précédentes m par # = [AF] et on
obtient, d’une facon analogue l(b) < [AF] < [AF].

On a donc dans tous les cas [A'F'] < [AF].

Lemme 2. Parms les triangles ABC, [AC] = [BC], [AB] = 2a > [BC],
a/[BC) < k, de diamétre [AB] = 2a, a étant un nombre positif donné,
il existe un et un seul triangle pour lequel la corde maxima (AF> (lemme 1)
est la plus petite.

Démonstration. Le systéme de coordonnées étant le méme que
dans le lemme 1, on a

4:(—a,0);
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F:[a(28ing+1—k)/(1+ k), acosg/sing —a(2sing+1 —k)cosg/(1+ k)sing]
[AF} = Up) = a¥{[(2sing + 2)/(1+ k)]* +
+ [(2kcosp — 2 cos@sing) /(14 k)sing]?);
U(p) = 4a’cosg((1 + k)sinde + ksing— k2] /(1 | k)?sin®p.

Le polynéme y = (1--k)z*+ kz—k? posséde exactement une racine
dans lintervalle [0, k]. La fonction I(¢) admet dans Iintervalle
[0, arcsink] exactement un minimuin pour ¢ = @,, on ¢, vérifie la con-
dition
1) (14 k)sindp,+ ksing, — k? = 0.

Dans la suite de ce travail nous désignerons par A4, B,C; le triangle
isoscele ABC, [AC] = [BC], dont la base est [AB] = 2a, et l’angle
X ACB/2 satisfait & 1’équation 1), par (A4, F,) la corde maxima qui
partage le périmétre dans le rapport k et enfin nous noterons g; le nombre

B = [AwFy]/[ArBi]

(A, F),, est la plus petite des cordes maxima qui partagent les
périmétres des triangles isosceles A BC, [AB] = 2a, [AC] = [BC), dans
le rapport k. Observons que (A, F,> est la plus petite des cordes satis-
faisant & la condition ([AB]-+ [BF])/([FC]1+ [CB]) = k pour tous les
triangles ABC, [AB] = [4, B,], [AC] = [BC], tels que ¢ vérifie la con-
dition sing < k. En profitant de cette remarque nous établirons:

Lemme 3. Soit un triangle ABC, [AC] = [BC]. Si une circonférence
de cenlre A et de rayon r = B [AB], coupe (BC) au point F’', on a

(L4 B)+ [BF']) [([AC]+ [CF'] > k.

Démonstration. Considérons le triangle A4, B,C,. Tracons deux
circonférences K, et K, de rayon [4, F,] et de centres 4, et B, respecti-
vement. Soit <(C; D,> la hauteur du triangle A, B,C;. Sur la droite C, D,
prenons un point C et supposons qu’il s’éloigne de 4, B, a partir du point
Cy. Les triangles A;CB, ainsi formés varieront d’'une maniére continue
avec C. Soit F' le point d’'intersection, le plus proche de la droite 4, B, ,.
de (B,C) avec l'arc de la circonférence K,, et désignons par F un point
satisfaisant aux conditions Fe (B,C), ([4:Bi]+ [B:F1)/([FC1+[CA,]) =
= k. Evidemment [4;F] >[4, F,;], donc le point F, se déplacant d’une
maniére continue, se trouvera en dehors de I’arc de la circonférence K,.
L’inégalité ([A,B,]+ [ByF'])/([F'C1+[CAL]) >k a donc nécessaire-
ment lieu pour tous les triangles dont le c6té (A,C)> coupe l'arc de la
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circonférence K, contenu entre les demi-droites D, C, et D, B,. La méme
inégalité a liou lorsque le point C se rapproche de la base (A; B>.

Théoreme 1. Si un diamétre partage le périmétre d’un ovale plan quel-
conque dans un rapport qui me surpasse pas k, on a d,/D = B, ou d; est
la corde maxima partageant le périmetre de Uovale dans le rapport k, D est
son diametre et f est le nombre défini plus haut.

Démonstration. Soit W un ovale de diameétre [A B], dont le péri-
meétre vérifie les hypothéses du théoréme. Tracons deux circonférences
K ot Ky de centres A et B et de rayon r = ,[AB]. Désignons par F'
le point d’intersection de la circonférence K, avec le contour de 1’ovale,
situé le plus prés de la droite AB et du méme coté de cette droite que la
plus grande partie du contour de l'ovale. Soit, d'une fagon analogue,
F” le point d’intersection de Ky avec le contour de ’ovale. Enfin dési-
gnons par C le point d’intersection des droites AF'’' et BF’' et supposons
d’abord que ce point soit extérieur a 1’ovale.

Pour établir notre théoréme il suffit de prouver qu’un au moins des
points U, V tels que [AsBsU] = k[U«F''+A], [B+A+V] = k[V+F'+B]
appartient & 'arc (F'*B) ou bien & I'arc (A+F'') de I'ovale. Supposons
donc que l'on ait simultanément

[As*B+F'][[A+F'"+F'] < k et [B+A+F"][[B+F'+F"’] < k
c’est-a-dire
[A*B]+[B+F'] < k([AsF"]4[F''*F’])
[4+B]+ [A*F"] < k([BsF']+ [F"'+F'])
En ajoutant membre 4 membre il vient
2[A*B]1+[B+F']+ [A+F"] < k([A*F"]+ [BeF']+2[F"«F'])
ou encore
2[4+B]+ [BF']+ [B+F']— [BF']+ [AF"]+ [A«F"]—[AF"] <
< k([AF"]1+ [AsF"]1—[AF"]+ [BF']+ [B+F']— [BF'] + 2[F"«F']).
Comme k < 1, on obtient
2[AB]+ [BF']+[AF"] < k([AF"]+ [BF']+2[F'C]+2[CF")]
et enfin
2) [ABF']+ [BAF"] < k([ACF']+ [BCF")).
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Par le milien ) du segment (AB) menons une droite ! perpendiculaire
a celui-ci et désignons par C’ resp. C'’ le point d’intersection de la droite
BC resp. AC avec la droite I. Nous admettons que le point C est situé
du méme c6té de la droite DC’' que le point A.

Considérons les triangles isosceéles AC'B et AC”B; moyennant le
lemme 3 on obtient

[ABF"] = k[F''C" B]
[ABF'] = k[F'C'A)
et, en mettant ces expressions dans (2), on «

[AC'F']+-[BC"F"] < [ACF']+ [BCF"]
¢’est-a-dire

[AC'1+ [C'F')1+[BC"]+ [C"F"] < [AC]+ [CF')1+ [BC]-+ [CF']
d’ou
[CC"] < [0C']

Mais dans le triangle CC'C”, on a < C'C'C = X C'C''C, et il y a contra-
diction,

Par conséquent, on doit avoir, par exemple [AsB+F']/[A«F"«F'] = I
et le point U se trouvera sur ’arc (F’'+B), donc en dehors de la circon-
férence K , ou bien sur K ,. Par conséquent il existe une corde (AU )
partageant le périmetre dans le rapport k et telle que [AU] = 8, [AB];
pour la corde maxima on aura donc aussi

dr|D = &[[AB] = B;.

Si le point € était situé a Dlintérieur de l'ovale et si on avait
[AsB«F""s+F'] < k[A+F'] et [B+A«F'«F""] < k[B+F''] alors, en ajoutant
membre & membre, il en résulterait 2[A+*B14 2[F''+F'] < 0 et il y aurait
aussi contradiction. On devrait donc avoir, par exemple, [A+*B*F''s F'']
/[[A*F"] = k, par conséquent, il existe une corde AU telle que [A+B*U ]
[[A*U] = k et que le point U est situé sur K 4 ou bien en dehors de K ,,
et par suite [AU] = B[4 B].

Afin de trouver une limitation de P'expression d, /1) pour tout ovale
plan, nous partagerons l’ensemble de tous les ovales en classes. Dans
ce but, nous introduisons la fonction

fulD, L, L)) = (1/2)""{D[1— (24,)" "1/ L(1 — 28,) + Ly L};

— 'S
Bop==pLigy 2. oty
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ou D est le diametre de 'ovale, L son périmétre, L, la longueur de (L,
la plus petite des parties du périmétre interceptées par le diamétre, enfin
B, = 0,8... désigne la longueur de la corde maxima partageant le péri-
metre du triangle ABC, [AB] = 1, [AC] = [BC], << ACB = 2¢, 28in’¢ -+
4-sing = 1 en deux parties égales.

Nous dirons qu'un ovale appartient & la classe F, , si l'on a f, -
< k/(k-+1), k étant fixeé.

Cette définition montre que, si k est fixé, on peut trouver pour tout
ovale déterminé un =n tel que la condition f, < k/(k--1) soit remplie.
I1 en résulte que, k étant donné, tout ovale appartient & une classe. (les
classes ne sont pas disjointes.

Ceci admis, nous allons démontrer:

Théoreme 2. 8i un ovale plan appartient a la classe F,,, on a d;/D >
> BT

Démonstration. Nous établirons d’abord le théoréme pour n = 1.

Soit W un ovale appartenant a la classe F,; et (AB) son diamétre.
Du c6té du plus petit des arcs de ’ovale, interceptés sur le contour de
P’ovale par le diamétre, menons une corde ‘AP>, [AP,] = B, D, P,e(L>.
Alors

3) (D [BeP,))[[PA] > 1

car, 8i 'on avait (I)-{ [B+P,])/[P,*A] = k, < 1, la corde AP, parta-
gerait le contour <L,>+ (AB)> dans le rapport k;, < 1, la démonstration
du théoreme 1 montre que I'on aurait alors {AP,]/D = g, > p, en con-
tradiction avec I’hypothése (U'inégalité f, > B, résulte du fait que dans
le triangle A, B, C, , [A; Bi] = 2a, dans lequel d; ost la corde maxima
partageant le périmétre dans le rapport k,, la corde maxima d; partageant
le périmétre en deux parties ¢égales est inférieure a d, , et, puisque
Ay [[Ar, Bi,] = B1y on & fiy = @ [[Ay By] > d,[[4x, Br,] = B1).

L’hypothése W eF, ;. peut s’écrire sous la forme f, < k/(k-1) ou bien
D+ (D L) 2 < 2kL|(1-- k).

Soit [AF] — max([AP], [P,P'], ou (AP) et (PP’ sont les cordes
partageant le périmeétre L dans le rapport k et situées, par rapport au
point B, de Pantre coté de la droite AP,. On a

[A+P][(L.—[A*P]) =k, [A+P] = kL/(1-k)

(Si PecP#B), on a ([AP,]-- [P»P])/[AB]-- [B+P]) <1 ou bien ([AB]-
[B*P])/([P,*P]+ [AP,]) < 1, et alors il vient toujours [AP]/[AB] = fi,
car, en vertu du théoréme 1, on a [AP]/[AB] = ([AP]/[AP,])([AP,]/
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/[[AB]) = Bi dans le premier cas, [AP]/[[AB] > 8, dans le second. Si
Pe(L)— (Ly), il vient L,/(L—L,) < k et on retombe sur le théoréme 1).
Supposons donc que Pe(A+P,), alors

((AP,]+[P»P))/[A*P] = ([AP,]+ [A+P,]—[A*P])[[4+P] <
S [BiD+(D+ Ly)[2— kL[l +-k)}(1+ k) [kL < 1

ce qui résulte immédiatement de WeF,,. D’autre part, la limitation
de [A*P,] utilisée dans la formule précédente est une conséquence de 3),
notamment on a

(D+[B+Py])/[P*A] = (D+L,—[P*4]))[[Pr+4] > 1
ou
[(Py*A] < (D +L,)[2
done, en appliquant le théoréme 1 a l'ovale (AP*P+A), on obtient
[AP]/[AP,] = B, et par conséquent
[AP]/[AB] = ([AP]/[AP,))([AP,)/[AB]) > B
Nous allons maintenant établir le théoréme pour tout » == 2. Remar-

quons que la condition f, < k/(14-k), qui intervient dans I’hypothése
du théoréme 2, peut s’écrire sous la forme

frD+ B 'D[2+ ...+, D2" ' + D[2" + L, /2" < 2kL/(1+ k)

(en mettant en évidence D /2", on obtient entre parenthéses la somme
d’une progression géométrique).
Par le point A menons les cordes (AP,>, (APy),..., (AP,>

[AP;] =80, i=1,2 .. »
De méme que dans le eas ot » = | on trouve:
[AB] - [B+«P,] = [A*P,]
[AP,]+ [P,*P,] > [A+P,]

....................

[AP,_ 14 [Pn_*P ] > [A+P,]
done

[A+P,] < [AB]+ L,—[A+P,]

[A+P,] < [AP,]4 [AsP,]— [A+P,]

[4+P;] < [AP, 3]+ [A+Py_,]— [A+P,]
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Supposons que la corde (AP) partage le périmeétre de l'ovale dans le
rapport k et qu’elle soit plus grande que la corde (P,P), construite d’une
facon analogue. On a

[A*P)/(L—[A*P]) = k
done
[A*P]| = kEL[/(1+ k)

Pour ([AP,]14 [P,*P])/[A*P] on obtient la limitation suivante:
(LAP,)+ [P,*P))[[A+P] = ([AP,]+ [4+P,]— [A*P])/[A+P] <

< ([AP,]+ ([AP,_\ )+ [A*P, _»])/2— [A+P]}[[4+P] <

< (AP, )+ [AP,_,]/2+ ...+ [AP,]/2""" - [AB]/2" 4 L, [2" -
—~ [AwP]))/[4%P] = (B! D+ F7 D24 ...+, D[2"~ 4 D[2"+ L, [2" —
—kL/(14-k)}(1--k)/kL < [2kL(1+k)—kL(1 +E)]/[EL/Q1+k)] =1

l’ovale (AP,sPsA) satisfait done aux conditions du théoréme 1, par

conséquent [AP] = B,[AP,] = f''D et le théoréme se trouve ainsi
démontré.
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Streszczenie

Niech w trojkacie ABC bedzie AB =1, AC = BC i < ACB = 2¢,
gdzie 28in%¢p | sing = 1. Oznaczymy przez fi, dlugosé najwiekszej cieciwy
polowiacej obwdd tego trojkata (jednym z jej koneéw musi byé A lub B).
Rozpatrujemy klase wszystkich owali plaskich o nastepujacych wlasnos-
ciach: obwdod owalu wynosi L i istnieje Srednica owalu o dlugoSei D
i o koiicach dzielagcych jego obwdd na dwa luki, z ktérych krétszy ma
dlugoéé L,. Dla kazdej liczby ke(0, 1> mozna dobraé taks liczbe naturalng
n, by bylo

(1/2)" YD [1—(26,)" "1/ L(1—2p,)+ Ly L} < k[(k+1)

Dla tak ustalonej liczby n dowolny owal rozwazane) klasy ma jakas
cieciwe o dlugosei d;, > g} ''D, dzielaca jego obwéd w stosunku k.

Jednakze pozostaje jeszcze otwarty problem dokladnego wyzna-
czenia, w rozwazanej klasie owali, kresu dolnego maksymalnych wartosci
stosunku d, /D dla poszczegblnych owali.
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PeswmMme

llyers B Tpeyroavhurke ABC AB =1, AC = BC u <LACB = 2¢,
nupuyeM 2s:nd¢g+sing = 1. O6Go3Hauum uyeped [, XIMHY HauGobuIeit
XOpJibl, JeJIAleH I10TMojiaM IePUMETP 3TOr0 TPeyroJiibHMKA (OXHUM M3
ce KOHIIOB JT0.#(HO ObiTh A mim B). PaccMaTpuBaeM kiiace BCeX ILTOCKHMX
0BaJIOB, MMEWINUX Clefylollee CBOICTBO: llepuMeTp oBajga pasen L,
H CyHieCTBYeT [iaMeTp oBaja JUIMHOW D ¢ KOHIAMHM, REJANMMH Cro
nepuMeTp Ha XBe QYru, M3 KOTOPHIX GoJiee KOPOTKAd HMeeT UIMHY L.
Jist Bearoro uuema ke(0, 1> MoHO MOXOOPATL TAKOE HATYPAJBIOC
YHCIO N, YTOOBI ObLILO

(1/2)" YD1 —(28:)" ") L1+ 2p,) + Ly [L} < k/(k+1).

Aust ycraHoBiensoro TakMm 0o0pasoM 4YMciia n I(POHM3BOJIBHLIL 0Ba.l
paccMaTpMBaeMoro Kjacca uMMeeT XOpAY mmMHow dy > 1 D, mexsmywo
€ro IMepuMeTp B OTHOWEHNU k.

Onnako ocraeTcA ewé OTKPHITOIf NpoGiieMa: onmpeje:iTh TOYHO B pac-
CMATPUBAEMOM KilacC€ 0OBAJIOB HMKHUIL lIpexes MaKCIMA/ILHDLIX ARHAYEHHIt
oTHouennsa d,/D JUIA KOHKPETHHIX OBAJOBR.



