ANNALES
UNIVERSITATIS MARIAE CURIE-SKLODOWSKA

LUBLIN — POLONTIA
VOL. XIII, 8 SECTIO A 1969

Z Zakladu Matematyki IT[, Wydz. Mat.-Fiz.-Chem. UMCS
Kierownik: doc. dr K. Tatarkiewicz

SWIATOMIR ZABEK

Sur la périodicité modulo 10# des suites de nombres §,(n)
O periodycznosci modulo 10# ciggow liczb S, (n)

O nepHoauniHocTH no MoAydw 10¥ mocneponaresabHocTelt umces Spl™)

Ce travail est une continuation de mon travail précédent [2], dans
lequel j’ai étudié la périodicité et la plus courte période modulo m des
]

guites de nombres ( k

). J’y ai démontré, entre autres, les deux lemmes

suivants:

Lemme 2. Si W (n) est un polynime de la forme
(1) W(n) = Ea.;n‘
1=0

ot a est un mombre naturel, a; (i =0,1,2,...,a) sont entiers, a, # 0,
et 8i 3 est un nombre entier tel que W (n)/s admel des valeurs entiéres
pour n =0,1,2,..., la suite {W(n)/s} (n =0,1,2,...) est périodique
modulo m (on m est un nombre naturel quelconque) pour tout nombre entier
non négatif n et une de ses périodes est égale a ms.

Lemme 3. 8i W (n), s et m satisfont aux conditions du lemme 2, il faut,
pour que le nombre naturel q 8oit une période modulo m de la suite (W (n)/s}
(n=0,1,2,...), que la congruence

W(Q) gy
8

= 0(modm)

soit satisfaite.
Remarque: Pour les suites étudiées dans cette note, on a a, = 0.

10
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Dans ce travail je vais m’occuper de la périodicité et de la plus courte
période modulo 10" des suites de nombres 8,(n), o 8,(n)= Y7 ",
p est un nombre entier non négatif fixé, n = 0,1,2,..., g un nombre
naturel quelconque. Je me bornerai pourtant aux valeurs de p < 10.
Pour p > 10, les démonstrations sont trés pénibles, car les formules
correspondantes pour 8,(n) sont trop compliquées.

Théoréme. a) Toute suite de nombres Sp(n) (p = const, n =0,1,2,...)
est périodique modulo m, ow m est un nombre naturel quelconque.

b) La plus courte période modulo 10" (désignée par o,,) a, pour les suites
particuliéres de nombres S,(n), les valeurs suivantes:

p l 9;)]3

0 T !

|

! 1,2,6 2.10 |
20 pour u =1 |

3,7,9 | \ 3

10" pour u > 2 ‘
|
| . 20 pour g =1

2.10""" pour u =2
4’ 8 10;1 -1

Démonstration. a) I. J. Schwatt [1] a publié la formule:

p+1 i . 4
o= STt ™ S v
=] J=1
On voit facilement que tous les S,(n) sont de la forme W(n)/s, sati-
sfaisant aux conditions du lemme 2; la premiére partie du théoréme
est donc vraie.
b) Pour démontrer cette partie du théoréme, je me baserai sur les

formules explicites suivantes:
Sg(n) =n
8,(n) = (n2+n)/2 = n(n +1)/2
S,(n) = (2n®+3n2+n)[6 = n(n+1)(2n -1)/6
Sa(n) = (n*+2nd + n?)/4 = n¥(n+1)%/4
S¢(n) = (6m° - 15m + 100 —n) /30 = n(n+1)(2n+ 1)(3n2+ 3n—1)/30
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Ss(n) = (2n8 |- 608 |- 508 —n?)[12 = n?(n +1)*(2n2--2n—1)/12
Se(n) = (6107 |- 21n8 L 21n®— Tn|-n) /42
=mn(n-|-1)(2n+ 1)(3n + 67°—3n+ 1) /42
S;(n) = (3n®+ 12n" + 1408 — Tnd + 2n?) (24
n(n + 1)3(3nt+ 6n°—n2—4n+2)/24
Sg(n) = (10n® |- 458 + 6007 — 4205 |- 20n° — 3n) /90
= n(n+ 1)(2n+ 1) (50 + 150 | Hnt — 1503 — nd + 9n— 3)/90
Se(n) = (2n1°-}- 10n® - 1508 — 14n8 + 1004 — 302) /20
= n?(n+ 1)%(2n® {- 63+ nt — 8n3+ n%+4 6n—3)/20
(i) Pour p = 0 le théoréme est évident. On le prouve aussi facilement
dans le cas p = 1, car évidemment

Ny(n) = (n—;— 1)

mais j’ai démontré dans mon travail [2] que la plus courte période modulo

10* de la suite {(*:)l est 2.10%

|

(ii) Pour p = 5 la démonstration est plus compliquée. De la formule
donnée ci-dessus pour S;(n), nous obtenons simplement pour tout q natu-
rel:

Ss(n+q) = [2(n+@)°*+ 6(n+q)Pf+5(ntq)f —(ntq)*]/12
= 8s(n)+ S5(q) +Ry(n, q)
(2) ou
Ry(n, q) = ¢*n+ 5¢°n®+ 5¢*n®+ qn® +
+ 5g(¢*n? + gn - gnt - qui+ nf)[2 +
+ 5¢(2¢*n® + ¢*n + n?)[3 — qn /6
a) p =1
On a
8;(20) = 202-212-(2-20° + 220 — 1)/12 = 12333300 = 0(mod 10).
De plus
Ry(n, 20) = 20%n 4 5-20°n2+ 52023 |- 2005 +
+5:10+(20%02 2030+ 200t + 20n2-1- nd) +
+10[10(2- 20203+ 202 + n®)—n]/3
= 10(8010n2+4 399n) /3
= 0(mod 10), pour n = 0,1,2,...
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Par conséquent, en vertu de (1)
8;(n+ 20) = Sg(n)(mod10), pour n =0,1,2,...

c’est-a-dire le nombre 20 est une période modulo 10 de la suite {S;(n)}.
Je vais démontrer que c’est la plus courte période de cette suite.

Le nombre g, étant la plus courte période modulo 10 de la suite
{8s(n)} nous avons évidemment p,;/20. Supposons que p, ;<< 20. Alors
01510 ou p, ¢4, c’est-a-dire 10 ou 4 est une période modulo 10 de notre
suite. Mais

8,(10) = 102-112-(2-102+ 20— 1)/12 = 10-44165/2 == 0(mod 10)

car ~2|44165; donc — en vertu du lemme 3 cité plus haut — 10 ne
peut pas étre une période.

D’autre part, si le nombre 4 était une période, il en serait de méme
du nombre 8. Mais

8,(8) — 83-92-(2:82+2-8—1)/12 = 18576 == 0(mod 10)

donc cette éventualité est aussi impossible, en vertu du méme lemme 3.
Par conséquent le nombre 20 est la plus courte période modulo 10 de
la suite de nombres S;(n).

B) u=2.
Remarquons que
S5(2-10%1) =
= 4-10%-3(2-10"'+1)3(8-102-2 14,101 —1)/12
= 10#-10*-2(2-10"-141)3(8-10%* 24 4-10"'—1)/3
= 0(mod 10*) pour u =>2
car 3(2:-10"-14 1 en vertu du caractére de divisibilité par 3. De méme,
pour n = 0,1,2, ... et u =2,
Ry(n,2-10*1) =
= 28.108~8p 4 5-23-10%~3p2 | 5-22.10* *n34 2-10*-1n +
+5-10*-1(23-10% 302 4 23.10% -3 4 2-10*~1nd 4 2- 10" 1n2 |
+m8) + 107 (2°-10¥ 22 4 23.10% -2 + n3) /3 — 10*~1n 3
= 10%(26-10%-8 4 22-10% 252 | 2-10"~1n3 | 22.10%3n2
+ 22-10%-3n 4 10“~1nt 4 10*n?) + 10#n4/2 + 10*n3(23-10%~3
+1)/3+ 104 4-10%-3 /3 + 10“n® /5 — 10“n /30
= 10*(n*/2+10%-*n /3 + n5/5—n/30) (mod 10*)
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car 3(23-10%-21 1 = §-10%*-24 1, en vertu du méme caractére de divi-
sibilité, et, par conséquent,
Ry(n, 2-10"-1) = 10*(6n®+ 15n*+ 10*~n— n)/30(mod 10%),
pour n = 0,1,2,... et u => 2.

D’autre part, pour n = 0,1, 2,... on a évidemient

605 15m8 -+ 10¥~In —n = 2(3n5-| 5-10%2n) |- n(16m3— 1) = n(16n*—1)
= 0(mod2)
et en vertu du caractere de divisibilité par 3
6m®+4 15m 4 10¥ "Iy —n = 3(2n5+ 5nt) + n(10¥-1—1) = n(10*-1—1)
- 0(mod3)
tandis que d’apres le théoréeme de Fermat
625+ 16mt-1 10¥' " lp—mn = 5(3n-+2-10%'"2n) + 50 - n(nt—1)
- n(nt—1) = 0(mod5)
d’ont 30[6n54 15mt- | 10% " tn—n c’est-a-dire Ry(n,2:10"-!) = 0 (mod 10*).
, Ainsi nous avons démontré que
S5(2-10%71) = Ry(n, 2-107!) = 0(mod 10")
pour n =0,1,2,... et u =2
¢t, par conséquent, en vertu de (2), on a
Ss(n+2:10%-1) = S;(n) (mod 10#) pour n =0,1,2,..5u>2

¢’est-a-dire le nombre 2-10“! est une période modulo 10” de la suite
(85(m)} pour u > 2.

Nous allons démontrer que c’est la plus courte période.

Or, le nombre ¢, étant la plus courte période modulo 10* de la suite
{8S5(n)}, nous avons évidemment pour u > 2: 0,5/2-10“-1, Supposons
que g,5 < 2:10~1 pour u >2. Alors ,5/10" ' ou g, 4-10*"* pour
pu =2, c'est a-dire 10! ou 4-10“"* est une période modulo 10*(u = 2)
de cette suite. En vertu du lemme 3 et de (2), pour que le nombre
naturel q soit une période modulo 10* de la suite {S8;(n)}, il faut que
la congruence

Rg(n,q) = 0(mod 10) pour » =0,1,2,...

soit satisfaite.
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Mais
Ry(n, 107Y) = 10* *n+5-10% 3n2 4 5-10°" 'n3 - 10* 'nb |

+5:10“71 (10 *n? + 10™ *n+ 104 'nt | 10" 'n® - nt)/2)
+5-10-1(2:10* *n’ + 10°* *n+4 n3)/3 — 10" 'n/6

= 10*(10%—5n + 5-10% *n* |+ 5-10"*n%) -+
+10*78/10 + 10*.10° 3 (n? |- n)/4 +
+10%-10* 1 (nt - n?) /4 10%nt 4 4
4 10%(2-10% 0 + 10** *n + n?) /6 — 10“n /60

= 10*[n8/10 4 n4 /4 + 10*2(2n3 | n) /6 +n3/6 —n[60]

= 10"[6n5-- 15m + 10* (202 |- n) |-
+10n3—n]/60 5 0(mod 10*)

pour u =>2 et pour tout » = 2(mod 4), car

4(10%-!  pour p > 2
et
~4|6n®+ 150+ 100*—n  pour n = 2(mod4),
d’ou
~ 60|6n5+ 156m! - 10%'-1(203 - n) + 100 —n.
Done le nombre 10“-! ne peut étre une période.
Pareillement, un simple calcul montre que l'on a

Ry(n, 4-10*-2) = 10#(1536-10% ®n - 48-10% 392 12-10""n3 |

46184 96.10% 5024 96,10% tn}-6-10“"1nt |

+ 6-10“-1n2+ 15n4 + 32-10% 343 | 16-10% °n

+10n3—n)/150 =% 0(mod 10*)

pour tout » = 2(mod 25) et x > 2, car l’expression entre parenthéses
n’est pas divisible par 25, et d’autant plus par 150 pour »n = 2(mod 25).
Donc le nombre 4-10“-2 ne peut pas non plus étre une période, et, par

conséquent, le théoréme est bien vrai pour p = 5.

(iii) Pour les autres p impairs, c¢’est-a-dire p = 3,7,9. les démonstra-
tions sont trés semblables, c’est pourquoi je vais démontrer le théore-

me seulement pour p = 7 (ce ca8 est typique pour tous les trois).

De la formule donnée pour 8,(n) au début de la démonstration du
théoréme, de méme que la formule (2) nous obtenons pour tout entier

positif ¢
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S;(n q) = S7(n) +-87(q) + Rq(n, q)
(3) on
Ry(n, q) = q'n+ 3¢ (n2+n)+ ¢ (Tn3+ 1002+ 3n)+
L@ (8nt -+ 1Tnd+ 8n?) -+ ¢3(1Tn? + Tnd+ 1103 — n)H-
b q2(3n° 4 1008+ 8nt — n?) 4 g(n? + 3ns -1 3nd — n3)+
gl (n?4n) 4 g (n?+n)+ ¢nd-| ¢*nt+ gnb(n+- 1) -
Fnd(n+1)]/2 4 2¢303/3 + 3q[g*n2(n? - 1)} gn3(n2—1)]/4 |
Fgn(l—n?—q?)/6.
De méme que précédemment, la démonstration se fera en deux par-
tie pour les cas u =1 et u =>2.
a) u=1.
La démonstration est la méme que pour p = 3.

B) =2,
Remarquons que

87(10") = 102 (10" + 1)2(3-10% | 6- 10 — 10% — £-10" - 2)/24
= 10"-52: 10#-23(10"--1)3(15- 1041+ 3-10*—5-10¥-1—-2-10" -+ 1)/3
= 0(mod 10")
car 3.15-104%-14+3:10%—5-10*1—-2-10"+1 en vertu du caractere de
divigibilité par 3. De méme, pour » = 0,1,2,... et p > 2,
R,(n,10*) = 10™n+ 3-10% (n®+ n) 4 10%(Tn®+ 1002+ 3n) +
+ 10%(8n4 + 1Tn3 - 8n?) 4+ 103 (1Tn” - TnS+ 11nd —n) -+
4102 (3n® + 10n° + 8nt — n2) 4 10" (n? + 3n® 4 3ns— nd) +
+10"[5-10%"1(n® 4 n) + 5-10% 1 (n? - n) -+ 5-10%~1n3 4
+5:10¥ 0t + 510" 8 (n+1)] +
+10"n8(n+1)/2 + 2-10%n3/3 +
1-3-104[62- 10203 (n2 4 1) - 52-10" 202 (n2—1)] +
+10*n(1—n®—10%)/6
= 2:10%n3/3 4+ 10"n (1 — n?— 10** )/6 (1nod 10*)
car 2|n®(n+1). Done, pour n =0,1,2,..., et u > 2,
R,(n,10%) = 10*(4-10¥n®+ n—n®—10¥n)/6 = 0(mod 10")
car l’expression entre parenthéses est divisible par 2, et aussi par 3, ce
qu’on peut vérifier en prenant successivement: n = 0, +1 (mod 3).
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Comme nous avons démontré que §,(10”) = R,(n, 10)= 0 (mod 10")

pour n =0,1,2,... et u > 2, nous avons en vertu de (3)

S, (n+4 10*) = 8;(n)(mod 10”) pour n = 0,1,2,...; u =2
c’est a dire le nombre 10 est une période modulo 10" de la suite {8, (n)}
pour p = 2.

Je vais démontrer que c¢’est la plus courte période.

Evidemment, pour x > 2, p,,(10" (g, ,— la plus courte période modulo
10" de cette suite). Supposons que p, ., < 10”. Alors, 0,,/2:10"! on
0,2/5-10"1, c'est a dire 2-10"~! ou 5-10"! est la période modculo 10"
de notre suite. En vertu du lemme 3 et de (3) pour que le nombre naturel
q soit une période modulo 10" de la suite {S,(n)} il faut que la congruence

R,(n, q) = 0(mod 10¥) pour n =0,1,2,...
goit satisfaite.
Mais
R,(n, 2-10"1) =
= 27-10" "+ 3-28-108 -8 (n2+ n) - 25.105"5(Tn®-- 1002+ 3n)+
1 24.10% 4 (8nt + 1Tn3 |- 8n?) + 23.10¥-3(1T07-- Tud -+ 11nd—n) |
- 22.10%-2(3n8 - 1005+ 8nt —n?) + 2. 1041 (0?4 3nb |- 3n® — n?) |
+ 10#-1{25-105-8(n2+ n) -} 24-10% -8 (n2 | n)-+ 23-10¥-3p3 4
+22.10¥ 28 + 2-10“ 8 (n + 1) + n¥(n + 1) ]+
-+ 24.10%-33/3 4 3-10""1[23-10¥ 32 (n2+ 1) - 2- 10" n2(n2—1)]/2-+
+ 10~ (1 —n2—22-10¥"2)/3

= 10#[27-10% " + 3261058 (24 nm)+
+26.104-5(Tn®+ 10n2+ 3n) + 2¢4-10% 4 (8nt-- 170+ 8n?) +
+23-10¥3(17Tn’ + Tnf+ 11n3—n) +
+ 22:10#-3(3n®  10n° + 8nt—n?)
+ (07 + 3n8 + 3n®— n3) /5 + 25-1054-8 (2 n)+
+ 24.10%~5(n2 4 n)+ 23.10%~4nd 4 22.102~3pd |
+2:10"2n8(n 4+ 1)+ n5(n+ 1)/10 + 2¢-102* 303 /3 +
+3:22:10%4p2(n2+ 1)+ 3- 10" 22(n2—1) -+
+n(l—n?—22.10%-2)/30]

= 10*[(n"+ 3n® 4 3n5— n®) /54 n¥(n+1)/10 4

+16-10¥-3n3/3 4+ n(1 —n?—4-102*-2)/30]
= 10*(6n7 - 21n® + 2108 — Tnd 4 10% 22+ n—4-10%-2,) /30
= 0(mod 10*)
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pour u > 2 et pour tout m = 1(mod 5) car I’expression entre parenthe-
ses n’est pas divisible par 5, et d’autant plus par 30, pour n = 1(mod 5).

Done 2.10“-! ne peut pas étre une période.

Pareillement, par un calcul simple, nous trouvons
R,(n, 5:10"-1) = 10*(6n7 -+ 21n° + 2108 — n3 4 10¥n3 — 5n— 52-102~2n) /12

£ 0(mod 10”) pour x =2 et » = 1(mod 4)
puisque ’expression cntre parenthéses n’est pas divisible par 4, et d’autant
plus par 12, pour » = 1(mod 4).

Donec 5:10#-! ne peut pas non plus étre une période, et, par conséquent,
le nombre 10" est la plus courte période modulo 10" (x > 2) de la suite
{8;(n)}, ce qui entraine le théoréme pour p = 7.

Les démonstrations pour p = 3 et pour p = 9, en principe analogues,
gsont méme plus simples dans les détails du calcul; la différence principale
consiste en ce qu'il faut démontrer que

Rgy(n, 2:-10“1) 5= 0(mod 10“) pour x> 2 et n impairs (dans le cas
p=70up=3o0n an=1(modb?5)).

(iv) En ce qui concerne les cas p — 2 et p = 6, les démonstrations sont
aussi trés semblables; c’est pourquoi je ne donnerai que celle du cas plus
simple dans les détails, a2 savoir pour p = 2.

De méme que précédemment les formules (2) et (3), nous obtenons

pour tout ¢ naturel la formule

(4)  8x(n+q) = 82(n)+ 8,(q) + Ry(n, q), ol Ry(n, q) = n’q+ ng*+nq.

Remarquons que

8,(2-10%) = 2-10%(2-10“+1)(4-10“4-1)/6 = 10(2-10*+1)(4-10*+1)/3
= 0(mod 10¥)

car ~ 310", donc on doit avoir 3|(2-10 4 1)(4-10“+ 1), puisque S,(2-10%)
est entier (en réalité 3|2-10“+ 1 en vertu du caractére de divisibilité)(!).
De méme, on a évidemment

Ry(n, 2-10) = 2:10"n%+ 4-10%n+ 2:10*n = 0(mod 10")
pourn = 0,1,2,... De la et en vertu de la formule (4)
Sa(n+2-10%) = S,(n)(mod10”) pour = =20,1,2,...

c¢’est-a-dire le nombre 2-10” est une période modulo 10* de la suite {8,(n)}.
Je vais démontrer, que c’est la plus courte période.

(M) Da.n.s le cas p = 6 on démontre de la méme maniére la divisibilité par 7,
nécessaire dans ce ©as.
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Evidemment 0,:/2-10“ (ol p,, est la plus courte période modulo 10"
de cette suite). Supposons que g,, < 2:10*. Alors g, ,/10* ou p, 4|4-10%~?
c’est-a-dire 10 ou 4-10"-! est aussi une période.

Mais

8,(10") = 10#(10" + 1)(2-10*+ 1)/6 5= 0(mod 10

car (10" +1)(2-10*+ 1) n’est pas divisible par 2, et d’autant plus par 6.

En ce qui concerne le nombre 4:10“-!, de méme que dans les cas pré-
cédents, en vertu du lemme 3 et de (4) il faut, pour que le nombre naturel
q soit la période modulo 10 de notre suite que la congruence

Ry(n, q) = 0(mod 10“) pour n =0,1,2, ...

soit satisfaite.
Mais

Ry(n,4:10"-1) = 4-10" %4 16-10¥2n+ 4-10""1n
= 10*(2n? + 8:10"-n 4 20) /5 5= 0(mod 10*)

pour tout » = 1(mod 5), car on vérifie qu’en prenant séparément les
cas8 u =1 et u>2, on a ~52n?+8-10""'n+2n pour n = 1(mod 5).
Par conséquent, ni 10 ni 4-10“-! ne peuvent pas étre des périodes
modulo 10* de la suite {Sz(rn)}, donc 2-10” en est la plus courte période
modulo 10“. La démonstration dans le cas p = 6 est tout a fait analo-
gue.
(v) Les démonstrations pour p = 4 et p = 8 sont si simples que je me
bornerai 4 esquisser leur schéma commun.
De méme que précédemment nous obtenons par un calcul simple pour
tout q naturel:

(5) Sp(n+q) = 8y(n)+8,(9) + Ry(n, q), p=4,8,
ou R,(n, q) est un polyndme i coefficients rationnels en n et q.

On démontre presque immédiatement que S,(10*"') = 0(mod 10*).
et que R,(n,10"+!) = 0(mod 10*) pour n = 0,1, 2, .... La divisibilité,
nécessaire ici, se démontre de méme que dans (iv), c’est-a-dire en pro-
fitant du fait que ~3[10 et que S,(10“+!) et R,(n, 10“"!) doivent étre
entiers, pour n naturel.

De 14 et de (5) nous obtenons

8,(n+10#*1) = §,(n)(mod 10*) pour » = 0,1,2,...; p = 4, 8.
c’est-a-dire 10“+! est une période modulo 10 des suites {S,(n)} et {Ss(n)}.



»Sur la périodicité modulo 10 des suiter de nombres Sy (n) 155

Evidemment 0,0/ 10”71 (p = 4;8). Supposons que g, < 10" pour
p =4,8. Alors ¢,,/2:10" ou g,|5-10" (p =4, 8), c’est-a-dire 2-10" ou
5-10" est une période. Mais on démontre facilement que ces deux nombres
ne satisfont pas aux conditions du lemme 3, donec ils ne peuvent pas
étre des périodes; c’est pourquoi 10”+! est la plus courte période modulo
10* de toutes les deux suites. Le théoréme est donc bien vrai pour p = 4
et p = 8.

Puisque le théoréme est vrai dans les cas (i) — (v), il est vrai en son entier,
¢. q.f. d.
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Streszczenie

W pracy tej, stanowigcej kontynuacje mej poprzedniej pracy [2].
dowodzi si¢ twierdzenia, dotyczacego okresowosci i najkrétszego okresu
modulo 10* ciagéw liczb S,(n), gdzie S,(n) = 37.,i", p jest ustalons
liczbg calkowita nieujemna, n = 0,1, 2, ..., u jest dowolng liczbg natu-
ralng. Mianowicie dowodzi si¢, ze dla dowolnej liczby calkowitej nie-
ujemnej p i dla dowolnej liczby naturalnej m ciagg liczb S,(n) jest okre-
sowy modulo m, oraz ze najkrotsze okresy o,, modulo 10* ciaggéw liczb
Sp(n) (n =0,1,2,...) dla p =0,1,2,...,9 maja wartoSci przedsta-
wione w tabelce na stronicy 146.

Pe3iome

B pabote, AsidAlomeEHCA HIPogonsenneM MoOe npeabigyieil paboThl
[2] ioka3biBaeTcsi TeopeMbl, KacaloieiicAd NEePUOXMYHOCTH 110 MOJYJIO
10* mnocaenoBaTenbiocTeil uiacen S,(n), rae Sy(n) = M7.,i”, p ueioe
HEeOTpHIlATeNbHOe IocTosANIHOe, % = 0, 1,2,..., p IPOU3BOJILHOE M HA-
TypaljibHoe 4uciao. JJokasmBaeTcA umenno, YTO BCAKAA INOCAEN0BATE]b-
noctop uucex Sy(n) (p uesoe neoTpuiareanloe Yuciao n = 0,1,2,...) me-
pHOjMYECKAA 110 MOJIYJII0 M, Fe Mm NPOoN3BOIbLHOE HATYpallbHOE YHMCIIO;
M 4TO KpaTyaiflliMe HepUoABl 0,, 10 Moby:10 10" mociienoBaTelbHOCTEN
uncen Sp(n) (n =0,1.2,...) maa p =0,1,2,...9 uMe0T 3HaYEHUA
B Buge TaGeau na ctp. 146.






