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Sur certaines classes de fonctions univalentes dans le cercle-unité
O pewnych klasach funkeji jednolistnych w kole jednostkowym
O HeKoTOPMX Kiaaccax (PYHKUME OJHOJMCTHHX B €IMHUMHOM Kpyre

1. Soit X, la classe des fonctions holomorphes et univalentes dans
le cercle |z| < 1. Nous désignerons par z, un nombre fixé tel que
0 < |29 <1, par 8,8,,8, (p =1,2,3,...) les sous-classes de X, défi-
nies comme il suit: 1) f(2)e8 8i f(0) = 0, f'(0) = 1; 2) f(2)e8, 8i f(0) = 0,
f(zo) = 2o; 3) f(2)€8S, 8i f(0) =0, f®(z) = 1. Désignons encore par
8%, 8], Sy, (p = 1,2,...) respectivement les sous-classes des classes
8, 8,, 8, des fonctions qui représentent le cercle |2/ < 1 sur des domaines
étoilés par rapport a l'origine. Dans de nombreuses études sur la classe S
on a établi pour les fonctions de cette classe beaucoup d’intéressants
résultats. P. Montel [3], p. 66 a proposé ’étude des classes des fonctions
univalentes dans |z| < 1 et autrement normées que celles de la classe S,
qui est un cas limite des classes S, et S, lorsque z, -~ 0. Pour la classe
Sy, W. Rogosinski [6], p. 204 a obtenu le résultat suivant:

Théoréme R. La transforme du cercle || < 1 par toute fonction f(2)eS;
couvre le cercle \w| < }(1—|2])%.

Ce résultat est le meilleur possible. Par exemple, la fonction

foxtr(z) = (1— |2o])? WH*F(H;, ol O = argz,,
est une fonction extrémale. Pour la classe S}, M. Biernacki [2] a établi
le théoréme suivant:



116 Zdzislaw Lewandowski

Théoreme B. Si [z, < llo et f(z)eSy, la transformée du cercle-unité
par la fonction f(z) ceouvre le cercle
1 (1— |2))8
o) < L A=l
4 1+ |z,
La fonction
-l 2

Jextr(2) = 1t 12, (1_6—19—z);7

o O = argz,,

est une fonction extrémale.

Dans le cas limite ou z, > 0, les théorémes R et B fournissent les
limitations connues relatives a la classe 8.

2. Dans cet article je vais établir des théorémes qui généralisent les
résultats de W. Rogosinski et M. Biernacki, et aussi quelques résultats
relatifs & la classe S;. En particulier, je généralise le résultat de A. Marx
[4] concernant la classe S”.

Théoreéme 1. La transformée du cercle 12| < 1 par toute fonction ¢(z)eS,
couvre le cercle [w| < 1(1— [24|)%. Cette limite est atteinte pour la fonction

'

2
fextr(z) = (1—lzl)* “7 e is~)2 y o O = argz,.

Démonstration. Si f(z)eS, on voit aisément que z,f(z)/f(2,) =
= @(2)e8,. Réciproquement, s8i ¢(2)eS,, il existe une fonection f(z)e8
telle que ¢(2) = 2,f(2)/f(2,). En effet, il suffit de poser f(z) = ¢(2)/¢’(0).
Les limitations connues du module des fonctions de la classe S permet-
tent de conclure que si ¢(2)eS,y, on a

z| 2|

(1_—|z‘,|)z.h_+ o < Jp(2)| (1 |z°|)2'(1_|z|)2'

Pour [2| = 1, le premier membre de cette inégalité prend la forme:

@ (2)] = 1(1— [z])?

ce qui achéve la démonstration.

Théoreme 1. La transformée du cercle |z| < 1 par toute fonction de la
classe S, couvre le cercle |w| < }-(1— |2,])3/(1 + |2,|). Cette limite est atteinte
pour la fonction

(=l 2
14 jol (1=

Pextr(2) = Ly ol O = argz,.
z)
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Démonstration. Si f(z)eS, on voit aisément que f(2)/f'(2,) =
= @(2)eS,. Réciproquement, s8i p(z)eS,, il existe une fonction f(z)e8
telle que ¢ (2) = f(2)/f’ (2,). En effet, il suffit de mettre: f(z) = ¢(z)/¢ (0)eS.
Les théorémes connus sur la déformation pour la classe S8 permettent de
conclure que l'on a:

L IR ¢ e A
Thiml (Ltle ST ST =

Pour |2| = 1, le premier membre de cette inégalité prend la forme:
lp(2)] = H1—120|)3/(1+ |2,]) et le théoreme II se trouve ainsi démontré.

Pour les fonctions f(z)eS qui représentent le cercle |2| << 1 sur des
domaines convexes, on a les limitations connues (P. Montel [3], p. 62):

&} z| 1
o <VEl o <O S

(1)

Si @(2)eS, et 8i p(2) représente le cercle |z| < 1 sur un domaine convexe,
il existe une fonetion convexe f(z) S telle que @(2) = z,f(2)/f(z,). Nous
avons done:

I -~
(1— |2 s 8 Sle(2)] < (14 120D ;
2ol T < PN < (Ul
En mettant |z| = 1 dans le premier membre de cette inégalité nous
obtenons:

Théoréme I'. La transformée du cercle |z| <1 par toute fonction
®(z)e8,, qui représente ce cercle sur un domaine convere, couvre le cercle
|w| < 3(1— |2,). Cette limite est atteinte pour la fonction

»

Poxtr(2) = (1= 124]) Ij' ot O =argz,.

Si @(2) €8, ot 8i @(z) est une fonction convexe, on a ¢(z) = f(2)/f (z,),
ou f(z) est une fonction convexe appartenant a la classe S. En tenant
compte de (1) nous obtenons:

d Jr== 2 < p(2)] i (1 2
1+ 1l (1—[2)? < [p(2)] < — ki (14 [2o])2.

Pour |2| = | on a |p(2)| = $(1—|24)?, done:
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Théoreme I1'. La transformée du cercle |z| < 1 par toute fonction
@(2)eS;, qui représente ce cercle sur un domaine convexe, couvre le cercle
|w| < 3(1— |24|)2. Cette limite est atteinte pour la fonction

>

Poxte(2) = (1— !zomm, ol O = argz,.

Je démontrerai encore la proposition suivante:

Théoreme I111. 8i Uhypothése de Bieberbach: |a,| <mn, pour
n=2,3,...,p, est vérifiée pour toute fonction f(2)eS, f(2) = 2+ ay2* ...
la transformée du cercle |2| < 1 par une fonction quelconque de la classe S,
couvre le cercle

1 (1— [z,

4 pi(p+l2) i

Cette limite est atteinte pour la fonction

(1_ |zo|)11+2 :(,u;-l):'h

oxtr{?) = ' =
Pexts (2) pUP+ 20]) (1—e 2)

.0 Ot 0 = argz,.

Démonstration. Si ¢(2)eS,, il existe une fonction f(z)eS telle que
#(2) = f(2)/f*® (z,). En effet, il suffit d’admettre f(z) = ¢(2)/¢ (0). Réci-
proquement, pour toute fonction f(z)eS la fonction ¢(2) = f(2)/f*®(2,)
appartient 4 la classe S,. Marty [3] a démontré que si I’hypothése de
Bieberbach: |a,| < n, n = 2,3,...,p, est vérifiée pour toutes les fonc-
tions f(2)eS, f(2) = 2+ a,2*+..., alors

D) ([~ < 1 p+ lzl
(2) e <Pl

Il en résulte, pour le module de ¢(z), la limitation inférieure suivante:

B ¢ ) s

z)| = —_
PN = e prp+ el
et, pour (2| =1, on obtient ainsi le théoréme III.

La limitation (2) dans la classe S peut étre obtenue moyennant des
hypotheses différentes de celles qui interviennent dans le résultat de
Marty. On a, en effet:
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LLemme. 8i Vhypothése de Bieberbach: |a,| <n, n =2,3,..., est
vérifiée pour une fonction donnée f(z)eS, f(z) = z—}—azz3 +.ey ON @, pour
lout nombre naturel p, la limitation:

P ) < pt PV

(AP

L'égalité est atteinte pour la fonction fy(z) = 2(1—2)%.
Démonstration. Supposons que f(z) = z+ a,2* | ... vérifie les
hypothéses du lemme. On a donc

2 M)

I
ibe
39

- ‘}:”’("—1)('"—2)...(n—p—{»l)a,,z"“’, ol @, = 1.

w=1

De 14 on obtient:

N v 2|
l 2)| ‘an Ilzl : v " Cf" =
MR “ G—pep " JolF)y
I (2)] _:" (n—1)...(n—p-i1)a, 2" ? <
n=1

& @
< 4\.4 nm—1).(n—pi1)n-lz" P = m—,,—fo(lzn-

=1

On établit aisément par récurrence 1’égalité:

dr D+ 2]

=pl—
fo(|z|) P - lzl)p+2

3) |z (1

qui, rapprochée de l'inégalité précédente, achéve la démonstration de
notre lemme.

Nous établirons maintenant le théoréme suivant:

Théoreme I11'. Si hypothése de Bieberbach: |b,| < |by|n,n =2,3,4,...
est vérifiée pour une fonction donnée @(z)eS,, @(z) = byz+ by22+ ...,
@(z) représente le cercle |2| < 1 sur un domaine qui couvre entiérement le
cercle

(1— [z0])P**

lw| < .
4pl(p+ 2l)
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Cette limite est atteinte powr la fonction

(1— (2Pt ze®-1'®

PUP+ [2]) (1—e °2)

Fexte(2) = .1 ol O = argz,.

Démonstration. De méme que dans la démonstra.tion du théoréme

I1I, il existe une fonction f(2)eS telle que ¢(2) = f(2)/f*)(z,); en effet,
il suffit de poser f(z) = ¢(2)/¢'(0). La fonction f( z) vérlﬁe I’hypothése
de Bieberbach. En vertu du lemme on a:
/ Ptz 2l (1—lz])" "
lp(2) = /F' 01)+2 D '__0_
ey IzI] — [2,l) (1-+[2)* pl(p+ l2)
d’out 'on obtient, pour 2| =1
o & (L=|z)f]?
‘(]‘(3) = 1
4 plp+ |20|)

ce qui démontre le théoreme I[II’,

3. Je vais maintenant établir quelques théorémes relatifs & la classe S;.
Soit E = E|{G(z,1);a, b} la classe des fonctions f(z) réguliéres dans

le cercle |z| < 1, qui peuvent étre représentées sous forme de l'intégrale
de Stieltjes:

b
(4) f@) = [ 6z, yduw),

ou G(z,t) est une fonction (fixée pour la classe donnée) réguliére par
rapport & z dans le cercle |2/ < 1 et continne dans l’intervalle fermé
a<t<b et u(t) est une fonction monotone non décroissante dans cet
intervalle, telle que

b
(5) [ duy = 1.

Pour un z fixé, (2| < 1, désignons par D I’ensemble des valeurs de f(z)
dans la classe E. Ashnievits et Ulina [1] ont démontré le théoréme:

Théoréme A — U. L'ensemble D des valeurs de f(z) dans la classe
E est DUenveloppe convexe(}) de la courbe L:

w==0(2,1t), a<t<h.

() Nous appelons ici enveloppe convexe de la courbe L le plus petit ensemble
fermé et convexe qui contient la courbe.
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Remarque 1. L.es hypothéses sur lesquelles Ashnievits et Ulina
ont basé leur théoreme sont trop fortes en ce qui concerne la fonction
G(z,t). Par exemple, I’hypothése que la fonction G(z,t) est holomorphe
par rapport a z n’intervient pas dans la démonstration de leurs théorémes
fondamentaux et on peut voir qu’elle est tout a fait superflue. On peut,
en cffet, énoncer le théoréme A — U’ sous une forme plus générale.

Soit G(z,, 25y ...y 2,,t) une fonction continue de la variable ¢ dans
I'intervalle [a,b] et admettant des valeurs complexes. L.es nombres
complexes 2, 2,,...,2, désignent des parametres fixées. Désignons par
E* = E*|G(2;, ...y 2, 1); @, b} I'ensemble des nombres de la forme:

b
[ G(2)y 20y ouoy 2y, U)du(t)
a
ol G(2), 2, -y 2y, t) est une fonction fixée pour I’ensemble E* et u(t)

parcourt l’ensemble des fonctions non décroissantes dans l’intervalle
[a, b], soumises o la condition:

b
[ du(t) = 1.

Dans ces conditions, on a le théorcme suivant:
Théoreme 4 — U®. L'ensemble E* est D'enveloppe convere de la courbe:

w=G(2,2,..0025,1), a<t Tb.

La démonstration est la méme que celle du théoreme A —U.
En m’appuyant sur le résultat de Ashnievits et Ulina, j’établirai main-
tenant le théoréme suivant:

Théoréme 1V. L'ensemble des valeurs de la fonctionnelle ",./ | —:-z; , 08
7

z est un point fize du cercle |z| < 1, dans la classe S; est le cercle fermé:
[]/—‘z— 1—22, | |2—2l (2
V@) 11—z 1— [2[?
Démonstration. Soit ¢(2)eS;. Pour un z fixé, 'ensemble des valeurs

de la fonctionnelle z/p(2) dans la classe S; est identique & celui des valeurs
de la fonctionnelle zf(z,)/z0f(2) dans la classe S*. Si f(2)eS8°, on sait que

(*) 11 g'agit de la branche de ¥z/p(z) qui est égale & 1 pour z = 2,.
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f(z) peut étre mise sous la forme:
(6) zexp[-—2 [ in(1—ze ”}d;:(t}l, [ dut) =1,

ou u(t) est une fonction non décroissante dans lintervalle [ — =, n].
Réciproquement, toute fonction de la forme (6) appartient 4 S°. De

la nous tirons:
z f(2 A
f(zo) _ exp[2 fm-l— S frd,l(t)].
£ _60.

?(2)  =f(2)

La fonction z/p(z) est différente de zéro dans le cercle |2| < 1 et z,/p(2,)=1.
Désignons par l/z/q)(z) la branche uniforme de la fonction multiforme
I/z/q;(z) qui tend vers 1 lorsque z — z,. Nous obtenons ensuite:

7 —it

_ P r 1—ze
(7) F(z) =InVz/p(z) = | In e e““d,u(t)

v
-7

ol In V%—(z) est la branche unifornie de la fonction multiforme InV z/p(z)
qui tend vers zéro lorsque z > z,. lin tenant compte du résultat de Ashnie-
vits et Ulina [1], que nous venons d’énoncer sous la forme un peu plus
générale du théoreme A —U°, nous voyons que I’enscmble des valeurs de
la fonctionnelle F(z) = In V2/p(z) dans la classe S, cst I’enveloppe con-
vexe de la courbe L:

1= 25

w=nh—-, —n <t <= m.
1—2,e"

Si z = z,, il résulte de la définition de la classe S; que l’ensemble des
valeurs de la fonctionnelle l/z/q)(z) est le point w = 1. Supposons dans
la suite que 2z = z,.

Remarque 2. On démontre aisément que si la fonction P (&), @' (&) £0,
est holomorphe dans le cercle |&| < 1, alors In® (&) représente ce cercle sur
un domaine convexe i et seulement 8i U'on a:

v ED () [ ED' (&
(8) R (14 ) >R ( (p—((ﬁ-)), [§] < 1.
La courbe L peut étre représentée par 1’équation:
L T e T,
1=2,¢&

La fonction w(&) = (1—2£&)/(1—2,¢&) transforme la circonférence & =1
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en le circonférence K. L’'origine des coordonnées est a l'extérieur de la
circonférence K. Menons par l'origine les tangentes & la circonférence K.
Les points de contact partageront celle-ci en deux ares: L* et I* (fig.).
Lorsque le paramétre @, ¢ = ¢'®, augmente, le point w(&) parcourt la

circonférence K dans le sens positif. A ’aide de simples considérations
géométriques on constate que sur I'arc L* on a l'inégalité: » — ¢, ol,
comme le montre la figure, les angles ¢ et y sont respectivement égaux
aux accroissements de ’argument du vecteur tangent et du rayon vecteur
en un point arbitraire fixé de 'ar¢ L*. 1l en résulte que l'inégalité (8)
est vérifiée par la fonction w(&) sur L*, Sur ’arc I*, le second membre
de l'inégalité (8) est négatif, le premier est positif. I’inégalité (8) est
donc vérifiée pour la fonction w(&) sur la circonférence & = 1. Il en
résulte, en vertu de la remarque 2, que la courbe L est convexe. L’en-

semble des valeurs de la fonctionnelle l/ﬁcp—(z‘) dans la classe §; est le
cercle limité par la circonférence:

1—ze ™™ iy
w = - 1) — = L
l—zﬂf =

On trouve aisément que le centre de cette circonférence est (1—2Z,)/
/(1 —|2,|2) et que son rayon est |z—z,|/(1— [2,|?), ce qui prouve le théo-
réme 1V.

Si I'on fait, dans le théoréme IV, z, ~ 0, alors 8; — S* et on obtient
pour la classe S* le résultat de A. Marx [4]. De la démonstration du thé-
oréme I il résulte que 8i f(2)eS*, on a ¢(2) = 2f(2)/f(2,) Sy, et que
toute fonction ¢(z)eS; peut étre représentée sous la forme ¢(z) = 2,f(2)/
/f(z), ou f(z) est une fonction de la classe S°. Le théoréme IV
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concerne le domaine de variation de P’expression 2/¢(z) dans la classe
85, c’est-a-dire le domaine de variation de la fonctionnelle zf(z,)/2,f(2),
ou z et z, sont fixés, dans la classe 8°. En échangeant les roles des varia-
bles z et z,, on déduit immédiatement du théoreme 1V:

Théoreme 1V'. L'ensemble des valeurs de la fonctionnelle qu(z)_/z,
o z est firé et |z| < 1, dans la classe S; est le cercle fermé:

Il #) -2 | _ ezl
: 1— 22 | 1—[2|?

Des théorémes IV et IV’ on obtient immédiatement les limitations
exactes du module des fonctions de la classe S :
8i p(2)eS;, on a:

¥ Ji— 2+ [1— 2]

2
ezl ri—z = lp(2)] < |2l Eom TS PTH ) .
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Streszczenie

Niech 8, 8,,8,(p =1,2,...), oznaczaja Kklasy funkeji, holomor-
ficznych i jednolistnych w kole |[2| < 1, unormowane nastepujaco:
1) jedli f(2)eS, to f(0) =0, f(0) =1; 2) jesli f(2)eS,, to f(0) =0,
f(20) = 75 3) jesli f(2)eS,, to f(0) =0, fP(z) =1, gdzie z, oznacza
ustalong dla danej klasy liczbe, taka ze 0 < |z,| < 1. Przez 8°, 87, S;
(p =1,2,...), oznaczmy odpowiednio podklasy klas S, S,, S,, funkeji
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odwzorowujaeych kolo [z| < 1 na obszary gwiazdziste wzgledem po-
czatku ukladu. W pracy tej podaje nastepujace twierdzeniu:

Twierdzenie 1. Obraz kola |2| < 1 poprzez kaidg funkcje f(z)eS,
pokrywa kolo |w| < 1(1—|z)2.

Twierdzenie II. Obraz kola |2| < 1 poprzez kaidq funkcje fi(z)eS,
pokrywa kolo: | < }(1—|2)* (14 lz))".

Podaje tez jako Twierdzenie I’. i Twierdzenie II' analogiczne rezul-
taty dotyczace podklas funkeji wypukiych dla klas S, i 8,.

Twierdzenie Ill. Jesli dla kaidej funkeji f(z)eS, f(z) = 2+ az2®+4-...
spelniona jest hipoteza Bieberbacha: |a| <n, n =2,3,...p, to obraz
kola |z| < 1 przy odwzorowanin dowolng funkejq klasy 8, pokrywa kolo
] < F(1—12)*"*/p1(p + |2l).

Wykazuje takie twierdzenie III' krzyzujyce sie z twierdzeniem III.
We wszystkich tych twierdzeniach podaje funkecje ekstremalne.

Twierdzenie IV. Zbior wartodci funkcjonalu Vz|p(z) przy ustalonym
z, |z| < 1, w klasic S; jest kotem domknietym:

v/_z - 123 4 [ — 2l ;
| p(2) 1— |22 | 1— 2|2

Twierdzenie 1V'. Zbior wartosci funkcjonalu Ve(2)/z przy ustalo-
nym z, 2| < 1, w klasie Sy jest kolem domknietym:

]/w) _1-Z | ja—a

B T R T
Stad: Jesli ¢(2)eSy, to

I—lmlt  \!
\lz— 2ol + |1 — 2%,/

lp(2)] < |2

|2 — 2o + 11 — 242|\?
12|

1— |2|?

Jesli chodzi o twierdzenie I, to jest ono uogdlnieniem analogicznego
twierdzenia W. Rogosinskiego [6]. W. Rogosinski wykazal twierdze-
nie T jedynie dla klasy 8;CS,. Twierdzenie 11 dla klasy 87, przy dodatko-
wyin zalozeniu |z, < llu otrzymal wezeéniej M. Biernacki [2].

Pe3ome

[ycrs S, 80,8, (p =1,2,...) ofosnauaioT KIacchl ynkiui roio-
MOP(UBIX H OXHOAMCTHBIX B Kpyre |2/ < 1 HOPMHPOBAHHBIX CIACIYIOUIMM
oGpaszom:
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1) ecnu f(2) eS8, To f(0) =0, (0) = 1;2)ecimn f(2)eS,To f(V) = 0, f(24) = %03
3) ecam f(2)e8S,, To f(0) =0, f®(2,) = 1, npuuém z, 06o3aYaeT yCTAIO-
BJIEHHOE IIJIA 3TOro kJjlacca 4MCio, TaKoe, 4To 0 < |z, < 1.

Yepes 8°*, 85, Sp (p =1, 2, ...) 060311auaeM COOTBETCTBEHHO MO XKIACCHI
riaccoB 8, S,, S, (yuxumii, orobpakaiomwmx Kpyr [2| < 1 Ha o6.uacTh
3Be31000pa3HLle OTHOCHTEJbHO 11a4ajia KOOPIHHAT.

B npemiiaraemoit paGote A IPUBOKY ClieyIOliHe TEOPeMbl:

Teopema I. O6Gpas kpyra |z| < 1, co3gaBaeMblit BCAKON (QyHKIMeNH
f(z) €8y, NokpbiBaeT Kpyr [w| < }(1—|z,|)*.

Teopema II.  OG6paa kpyra |2| < 1, co3gaBaemblit Bcskoik (yuKieii
f(z) €8, mokpuBaer Kpyr |w| < F(L—|z|)* (14 |2,])".

f1 maio ToMe aHAJOrMYHLIE BLIBOXBI, OTHOCHIUMXCA K IIOJKJAcCCAM
BBINYKABIX QyHKIMI B kiaccax S, u S,, 3to Teopema I’ u Teopema II'.

Teopema II1.  Ecau mia kampon pyuxnun f(2)eS, f(z) = 2+ a,22+ ...
ucmoJiHena ruioreda bubep6axa: |a,| <n, n =2,3,...,p, To 00pa3
Kpyra |z| < 1 npn oroGpa:KeHuu .11060ii PyHkuueld 13 kKaacca S, MOKpLI-
BaeT Kpyr [w| << 3(1—|2)""*/p!(p+ Izl)-

f1 npuBoxy To:ke Teopemy IID’, Kotopam mnepecekacrcs ¢ TeopeMmoii
ITI. Bo Bcex atux Teopemax # jialo 3KcTpeMasibHble (DyHKIMM.

Teopema [V. MuoxecTBo 3navenuit (yukimonana Vz/g(z) npu Quk-
CHPOBAIIHOM 3HaveHMM 2, |2| < 1, ABisercA B Kilacce S; JOMKHYThIM
Kpyrom:

2 1.—2%,

/
ll/ @ (?) 1— |2,/

c N 7 SRR
Feopema IV’. MuoskecTBo 3Hauennii pyHxinonana Ve(z)/z npu Puk-
cHpoBaHHOM 2, |z| < 1, B Kiaacce S;, ecTh AOMKHYTHIA Kpyr

-~

)

1—[2]*

- 2l

e

¥ ,-'“.q'{:'] 1—2%,

H/ z 1—|2,2

Cuaemopareanto: Iiciu (p(z)eS;, TO
1— 2,2 2 2— 20|+ |2 — 22| \?
Izl(. i > ) < ffz-(:)!"';:l({ el lz‘OI)-
|2 — 2|+ [1— 22| 1— |z

Uto kacaerca Tteopemul I, TO oua sBiasiercA 000O0llelIIeM AHAJOIHY-
noit teopembl B. Porosunckoro [6]. B. Poroauncknit mokasair teopemy |
ToabKO MIst Kiaacca S;C §,. Teopemy Il mus kaacca S; npu g06aBounom
YCIOBHM (24| < l]t-, noayuust panbiie M. Bepunaukuit [2].
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