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Sur une équation généralisant les équations linéaires
avec second membre

O rownaniu uogélniajagcym rownania liniowe niejednorodne
00 ypenneHun oGoGumalouieM JdHHeAHOe HEOINOPOIHOC YPABHEHME

1. Considérations préliminaires. Soit ’équation

(1.1) wn =f(t’ z, wr)
ou la fonction f = f(t, x,z) vérifie les conditions
1 ad . i}
2 ,"j Sy, by = f' < b, <0 et If(¢,0,0) <N
2 02 dx

ou bien des conditions plus faibles, analogues aux conditions (0.2.4) de
mon travail [1] (voir n° 2), et ou

ai+b; < 0.
Dans le cas ou (1.1) est une équation linéaire, nous aurons
(1.2) ' —2a(t)x’ —b(t)x = ¢(1)

ou a, <a(t) <a,, by <b(t) =b<O0 et |g(t)] < N.

Le cas considéré dans le travail [1] correspond & N = 0.

Une étude rapide de quelques exemples nous montrera que si ’on admet
la possibilité N > 0, le comportement de (1.1) devient essentiellement
plus compliqué.

1.3. L’équation

o' —2az' —br =1
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ol a, b sont deux constantes telles que a?+ b < 0, n'a pas de solutions
oscillantes (dans le sens usuel) et toutes ses solutions tendent vers —1/b,
donc elles ne tendent pas vers 0 (mais restent bornées).

1.4. Par contre, si nous considérons 1'équation
' —2ax’ — br = sinwt,

ol a®+b < 0 et ¥V —a?—b est un nombre proche de w, nous aurons bien
résonance (de premiére espéce). Les solutions seront oscillantes et bornées,
mais leurs bornes pourront étre beaucoup plus grandes que celle de
[sinwt|, égale & 1.

1.5. Les solutions de I’équation de I’exemple 1.3 n’étaient pas oscil-
lantes, mais — sauf une — elles avaient une infinité d’extrema. Dans
I’exemple qui suit, nous allons construire une équation admettant une
infinité de solutions monotones.

Dans ce but posons

Il—m—z z=1—=x
Jt,2y2) = 0 pour —l—-zrz<2<1—2
l—l—w—z 2 < —1—2x

Toutes les solutions de I'équation (1.1) qui vérifient les conditions
2(0) = a, '(0) = 0 ou |a] <1, seront de la forme z(t) == a, donc elles
seront monotones.

Si 'on tient compte de ces exemples, il n’est pas surprenant que les
résultats obtenus ici soient plus faibles que ceux du travail [1].

2. Le théoréme. Soit 1’équation (1.1)

Appelons W (a,, a,, b,, by, N) ou W Dhypothése suivante:

1° la fonction f = f(t, x, 2) est définie et continue pour toutes les valeurs
de z,2 et pour t > T",

2° 4l y a unicité des solutions de (1.1),

3° il existe des constantes a,,a,,b,,b,, N telles que pour t > T* on
ait

2a,2+ b,x—N < f(t,x,2) <2a,24b,x+N z>0,22>0
2a,z+ b, x—N < f(t, ®,2) <2ayz+b,x+N >0,z <0
(2.1) pour
2a,z2+b,x—N < f(t,x,2) <2a,z+b,xc+N r<0,2>0
2a,24+-b,x—N < f(t,x,2) <2a,2+byx+N z <0,2<0
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Nous aurons alors

Théoréme C1. Si léquation (1.1) vérifie Uhypothése W (a,, ay, b, ,by, N)
oit @y < 0, a®+b, <0, alors il existe un nombre B = B(a,, b,) tel que,
st by, > B(a,, b,), toutes ses solutions sont bornées.

Il existe méme alors une constante I" (dépendant de a,,ay, b,, b, et N)
telle que pour chaque solution x = x(t) de (1.1) on a

lim |z(t)] <T.
{->o00
Les dérivées premiéres des solutions ont aussi les mémes propriéiés.

La fonction B = B(a,, b,) de ce théoréme est la méme que celle du
Théoréme Bl de mon travail [1]. Done, pour constater si les hypothéses
de ce théoréeme sont satisfaites, il suffit de vérifier si

by > bP(a,, b,,b,),

ol @ est donné par (1.4.1) de mon travail [1].

Des considérations semblables aux raisonnements du n° 0.3 de mon
travail [1] nous conduisent & un théoréme un peu moins général que le
Théoréme C1, mais plus élégant que lui, et qui en est une conséquence.

Théoréeme C1%®. Supposons que la fonction f = f(t, x, z), définie pour
tous les =,z et pour t = T*, ait des dérivées continues et que

14 - i}
2 S 2‘6_‘:“’“’72)‘*«‘“1(07 by '--/:a_i‘(tamvz) <b <0
ou
ag‘*‘bx <0
et
(2.2) If(t,0,0) <N,

Alors il existe un nombre B = B(a,, b,) tel que, 8
b, > B(a,, b,)

toutes les solutions (et leurs dérivées premiéres) de Uéquation
g’ = f(t,z, )

sont bornées, et il existe méme une constante I' (dépendant de a,, a,, by, by, N)
telle que pour chaque solution & = z(t)

lim|z(t)| <T.
[
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L’énoncé du théoréme analogue au Théoréme B1%" et relatif 4 1’équa-
tion linéaire avee second membre (1.2) peut étre laissé¢ au lecteur.

3. Une estimation. La démonstration du Théoréme C1 est extrem-
ment pénible 4 cause des calculs compliqués qu’elle exige (la méthode
de la démonstration sera la méme que celle du Théoréme B1 de mon
travail [1]). Nous nous bornerons done ici & ’esquisser.

Nous allons commencer par une estimation. Nous avons supposé
que D’hypothése W soit verifiée. Considérons 1’équation différentielle

(3.1) 2''—2a,2'—byz = —N,

qui a comme solution particuliére z, = N /b,.

Appliquons aux équations (1.1) et (3.1) les transformations & = @}
— N /b, et L = z— N [b, respectivement. Nous aurons, pour ¢ > —N [b, >0
et 7 >0,

2a,m+ by& < f(ty §+N[by, ) = (¢, &, 1)
et les fonctions & = £(t), { = {(t) vérifieront les équations
£ =gty & &), {'—2at'—b,0 =0.
Si les solutions de (1.1) et de (3.1) vérifient les conditions initiales
2(0) =2(0)=y >0, 2'(0)=2(0)=p8>0
alors & = &(t) ‘et ¢ = {(t) verifieront les conditions &(0) = £(0) =
=y—N/b,> —N/b,>0 et &(0)=2¢(0)=p8>0. Vu les resultats
du n° 1.1 de mon travail [1] nous aurons done dans (0, 7'), ou T est le
premier maximum 3 droite de zéro de . = (), 'estimation
—Nb, < l(t) < E(t) et 0 <L'(t) <&
done
0<z(t) <x(t) et 0<z2(t) <z'(t)

pour te(0, 7). En plus, si a; < 0 et o} = —a;—b; < 0, alors T < x/20,.

Considérons maintenant 1’équation
(3.2) y'+ 28,y —by =N
qui a comme solution particuliére y, = —N /b,.

Appliquons aux équations (1.1) et (3.2) les transformations
¢, = x+ N |b, et = y+ N /b, respectivement. Nous aurons, pour &, >N /b,
et £ >0,

'I)(t) 51’ :) :ﬁ_fu'! fl—N/bl7 C) <2alc+ bx 51
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et les fonetions & = &,(t), n = %(t) vérifieront les équations
& = vl &, &),
(3.3) 7" —2a,p'—byn =0.
Considérons les solutions de (1.1) et de (3.2) qui vérifient les condi-
tions initiales
z(0) =y(0) =y =0, a'(0)=y(0)=p>0.

Si y > N/—b, nous serons dans le méme cas que ci-dessus. Suppo-
sons donc que 0 <y < N/—b,. Alors &, = &,(t) et 5 = 5(t) vérifieront
les conditions

£,(0) = 7(0) = y+N[b; <0, £(0)=7(0) =p>0.
Si o = —a}—b, < 0, il existent alors des nombres t, et t, tels que
0<t <ty <mloy, nt) =0, &) =0,
0 > n(t) = &,(t) pour te(0,t,),
7(t) > 0> &,(t) pour te(t,,ts).
En plus nous aurons
7' (h) > & (L) > 0.

Pour te(ty, T) o T est le premier maximum i droite de zéro de la
fonction &, = £,(t) nous allons trouver une autre estimation. Soit
71 = n,(t) la solution de (3.3) qui vérifie les conditions #,(t,) = 0, ' (t,) =
= £'(1,). Evidemment si pour deux nombres 7,, Ty, €(ly, T9(1,) = (1),
alors 7'(1y) > 7;(ta).

En revenant aux fonctions z = z(?) et y = y(t) nous voyons que

y(t) t‘(oy tl)
z(t) < y(1) | —N/b, pour te(ty, ),
¥ (1) te(ty, T),

ot y,(t) = n,(t)—N/b,, et que si —N/b, # 7,¢(0, T) et z(ty) = ¥(1,)
alors
w'(fﬂ) < 37’(71)-
11 ’ensuit que = z(t) aura un maximum pour 7' < 2a/a, (et 8i &, < 0
alors T < zn/a,) et que z(T) < y(T).
On peut faire des estimations semblables pour d’autres signes des
valeurs initiales et d’autres estimations (2.1).
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4. Une autre estimation. Nous commencerons par chercher des con-
ditions sous lesquelles les valeurs absolues des extrema consécutifs
décroissent (s8'il existent et sont assez grands) Dans ce but nous aurons
besoin d'une estimation, généralisant celle du n° 1.3 de mon travail [1].

Considérons les solutions des équations linéaires & coefficients constants,
avec second membre
(4.1) m;’—zalw;_biwi =N, t=1,2,
qui vérifient les conditions initiales

z(0) =0, z(0)=y>0.
Posons
gy = '/— af—bi

11 est facile de vérifier que nous aurons

N ~3 ol | alN'I . N }
() = — — +e€r{—iy— sinag,t+ —cosa,t
l( ) bl ial l_y bl _I 1 + bl 1
N a1 I '! N
Ty(l) = — —+ € y-—~ smazt—f— COB o, ty.
by Uzl hz b,

Nous supposerons maintenant que y est assez grand, 4 savoir
(4.2) y = —N/a,,

Vu la forme des conditions (2.1) (on le voit encore plus aisément d’aprés
(2.2) dans le Théoréme C1"") les solutions de (1.1), qui restent dans le
voisinage de 1’axe des ¢ (ce qui correspond aux petits |y|), peuvent avoir
une forme quelconque; une hypothése du type de (4.2) est donc nécessaire.

Désignons par T, la valeur de t pour laquelle , = x,() admet son
premier maximum 4 droite de 0 et par T, la valeur de ¢ pour laquelle
o, = x,(t) admet sont premier minimum & gauche de 0.

Comme au n° 1.2 de mon travail [1], nous aurons

1 — y0, 1 — Y0, b4
o T, = —arctg— — —.
T, arctg Nia 2 ~ arctg e G 53

Aprés de sxmples transformations trigonométriques, on obtient

N 1 —yo: |
4.3) z(T,) = — — —VN242a,Ny—b,y* ex [—art _—
(4.3) = (T)) b, B +2a,Ny—b,y p Y gN+ J,
(4.4) 2y(Ty) =

N

= = ;/N2 2a,Ny — bgy*- ex [—l (arct S T —-n)].
b’ + }' 2? P o, gN+a1y
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5. Condition de stabilité. Soit maintenant x = z(t) une solution
de équation (1.1) vérifiant les conditions

z(0) =0, x'(0)=y=>0.

Etant donné que (1.1) vérifie '’hypothése W (a,, a,, by, by, N), vu

les estimations du n° 3, nous aurons

0<x(t) <mx(() pour x>0,z >0 et te,T,)
(5.1)

z(t) <@y(t) <0 pour z <0,z >0 et te(T,,0)
et des indégalités semblables pour les dérivées. e ces inégalités pour les
dérivées il s’ensuit que z = x(?) aura dans (7';, 0) des minima, et dans
(0,7,) des maxima. La valeur absolue du premier minimum a gauche
de 0 sera désigné par M, et la valeur du premier maximum & droite de
0 sera désignée par M,. Entre ces extrema il n’y a pas d’autres. Vu (5.1)
nous aurons xz,(T,) = M,, My, > —x,(T,). Done

M, _a(T,)

M, |z (T ¥ 2(ay, by, by, Nyy).

De (4.3) et (4.4) on peut caleuler la valeur exacte de {2 et constater
que

L imQ(a,, by, byy N, y) =

" y—00
l/_——b—g [a, 0, a, | 0y
=4 - exp I —aret — — — laretg — —n)].
l/—bl Lo & — oy \ —a,

Cette limite est indépendante de N, et on voit aisément que 'inégalité
L<1
est équivalente 2
by, > by®(a,,b,,b,),
oit & est définie par (1.4.1), du travail [1], donc &
(5.2) b, > B(a,, b,),

ol la fonction B = B(a,, b;) & ét¢ définie au n° 1.5 du travail [1]. Tl n’est
pas surprenant qu’il en soit ainsi, étant donné que, pour des y tres grand,
linfluence de la constante N devrait devenir 4 peu prés nulle.

Dans les hypothéses du théoréme i démontrer nous avons supposé
que la condition (5.2) soit vérifiée. En vertu de la définition de L il exi-

6
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ste done un y, > N/—a, tel que P(a,, by, b,, N, y) <1 pour y = y,.
Mais, alors, (comme au n° 1.6 du travail [1]) il existe un 5 > 0 tel que

(5.3) M, < M,/(1+ 7).

6. Relation entre le nombre y et les extréma. Etudions maintenant
la relation entre le nombre y et la valeur absolue M de I’extremum le
plus proche.

Supposons que z(0) = 0, z'(0) = y > 0, et que, pour ¢ = 7 la solution
x = x(t) ait son premier maximum & droite de 0. Nous aurons r < n/2g,.

Posons

M(y) = 2(7).

En partant des estimations (2.1) et en résolvant l’évquation (4.1)
pour i = 1 et en résolvant I’équation

(6.1) ¥’ —2ay;— by, = —N, i=1,2,
pour ¢ = 1, nous obtenons les inégalités
M~ (y) < M(y) < M"(y),

ou M*(y) = z,(T,) est donné par (4.3). La valeur de M~ (y) qu’'on obtient
en résolvant (6.1) s’exprime aussi par des fonctions élémentaires. Pour
des grandes valeurs de y, les fonctions M (y) et M " (y) croissent appro-
ximativement comme c¢y (o ¢ peut étre calculée facilement). Donc, si
y est assez grand, M (y) doit aussi étre grande — mais ne peut pas étre
trop grande.

Considérons maintenant une solution z = x(t) telle que

z(0) = M, x'(0)=0.
En partant encore des estimations (2.1) on peut voir que si M est
assez grand, il existe un v > 0 tel que z(r) =0 et 0 < v < n/o,, oU

nous avons posé o, — —da,—b, c’est-a-dire, que, si M est assez grand,
x = z(t) a un zéro au point r et on peut calculer la valeur de la dérivée

y(M) @ @' (7).
On peut montrer qu’on a alors (de méme qu’an n° 2.4 du travail [1])
0 <y (M) <I|y(M) <y" (M),

ou les fonctions y~ (M) et y (M) sont des fonctions croissantes de M.
Donc y(M) doit étre grand en méme temps que M, mais ne peut pas
étre trop grand.
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7. Les petites” solutions. Il nous faut encore considérer le com-
portement des solutions qui n’ont pas de grandes valeurs initiales, par
exemple

(7.1) l2(0)] < MT (), |2'(0)] < y,.
Pour fixer les idées soit
M, = x(0) > 0.

Supposons que z'(0) = f. Si 8 < 0, alors, en partant des estimations
(2.1), nous verrons que ou bien il y aura un plus petit r > 0 tel que z(v) = 0
et 2'(t) = y < 0, ou bien ce tr n'existera pas. Si un tel r n'existe pas,
alors ou bien z = x(t) est une fonction positive monotone, donc |z(t)| <
< M,, ou bien il existe un plus petit r, > 0 tel que z'(r,) = 0, et
0 < z(r,) < M . Par contre si un tel r existe, y doit étre petit |y| <
< Ay, (ou 4 est une constante facile 4 calculer), donc encore: ou bien
z = z(t) est monotone — mais alors on peut aisément voir qu’elle ne
peut pas trop décroitre, ou bien il existe un plus petit r, > 7 tel que
x'(t,) = 0 — mais alors z(t,) ne peut pas étre trop grande, par exemple
|z(74] < I'. on peut supposer que I" = M *(y,).

Supposons maintenant que > 0. De (7.1) il s’ensuit que g doit
étre assez petit, et on peut constater que x = x(t) ou bien reste tout le
temps monotone et pas trop grande, ou bien elle a un maximum qui
n'est pas trop grand < I'.

En résumé nous voyons qu'il existe une constante I’ dépendante
de a,, a,, b,, b, et de N (ou — si 'on veut — de la fonction f = f(t, z, 2))
et telle qui si les conditions initiales vérifient (7.1), les solutions corre-
spondantes satisfont & la condition

(7.2) lz(t) <T.
Il existe une autre constante I, telle que
(7.3) 2'(t)) < Iy,

8. Les “grandes” solutions. Supposons maintenant que les condi-
tions (7.1) ne soient pas vérifiées.

Si nous supposons que [&(0)] < M*(y,) = M* et [2'(0)] > y,, il
existera un z > 0, tel que |z(r)| > M ou bien il n’existera pas. Dans
ce dernier cas, puisque M* << I', la solution vérifiera toujours la con-
dition (7.2) (on peut montrer que la condition (7.3) sera aussi vérifiée).
11 nous ne reste donc que le cas [z(0)] > M ".

Pour fixer les idées, supposons que z(0) > M*. Si &'(0) = 0 il exi-
stera un plus petit v > 0 pour lequel z = x(f) admettra son premier
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maximum & droite de zéro. De méme, 8i &' (0) < 0, il existera un 7 < 0
tel que pour ¢ = 7 la solutions x = x(¢) admettra son premier maximum
a gauche de zéro. Dans les deux cas on aura z(r) > M'.

I1 suffit donc de considérer le cas

MY =g(0)>M', a'(0)=0.

Nous avons supposé la condition (5.2) vérifiée. Donc, si nous dési-
gnons par M® la valeur absolue du plus proche extremum & droite (qui
alors existe), nous aurons, en tenant compte de (5.3) (ici M" = M,,
M® = M)

M@ < MO (14 )~

et ainsi de suite. Il existera un k tel que le k-iéme extremum M® aura
comme valeur absolue

M® < M1+ 9)' % <M = M (p,)
et nous retomberons sur le cas du n° 7.

En résumant nous voyons, qu’a part un nombre éventuel fini d’oscil-
lations (dont les amplitudes décroissent plus vite qu’une suite géométri-
que de quotient < 1), chaque solution vérifie les conditions (7.2) et (7.3),
ce qui achéve la démonstration du Théoréeme C1.

9. Le cas 0 < a,. On peut démontrer, dans ce cas un théoréme ana-
logue au Théoreme Cl1.

Théoréeme C2. Si équation (1.1) vérifie Uhypothése W (ay, ay, by, by, N),
ouw 0 < a,,a;{ b, <0, alors il existe un nombre B = B(a,,b,) tel que
8t b, > B(a,, b,) toutes ses solutions soumises a des conditions initiales
assez grandes sont oscillantes el ne sont pas e-bornées pour & > 0 (il en esi
de méme de leurs dérivées premiéres).

Remarquons que les solutions qui vérifient de petites conditions
initiales peuvent avoir une allure quelconque.

Nous dirons qu’il y de la contre-résonance pour une équation (3.1.1)
vérifiant la condition W on a, > 0, b, < 0, 'l eviste des solutions e-bor-
nées pour ¢ > 0, avec des conditions initiales aussi grandes que on vou-
dra. Du Théoréme C2 il s’ensuit que la contre-résonance n’est possible
que 8i b, << B(ay, b,). 11 est facile a vérifier que pour chaque systéme des
nombres a;, b; tels que b, = B(a,, b,) et vérifiant les autres hypothe-
ses du Théoréme C2, il existe une fonction f = f (¢, r,2z) (elle peut étre
méme linéaire en x, 2) telle que pour I’équation (1.1) nous aurons la
contre-résonance.
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Streszczenie

W pracy tej nogolniam wyniki mej pracy O rezonansie drugiego rodzaju
(Ann. Univ, Mariae (‘urie-Sktodowska, Sectio A, 13, (1959), str. 33 — 74)
na rownania 2" = f(t,x,x’) gdzie f= f(t,x,2) spelnia warunek
If(t,0,0)] < N (w poprzedniej pracy bylo dopuszczalne tylko N = 0),
oraz warunki b, < df/ox < b, <0, a, < }df/0z < a,, przy czym
ai + b; < 0 (lub nieco stabsze warunki (2. 1)).

Klasa tych réownan obejmuje réwnania rézniczkowe liniowe niejedno-
rodne "' —2a(t)x’—b(t)r = g(t) gdzie ¢ = ¢(t) jest funkcejg ograni-
czong.

Ze wzgledu na mozliwosé rownoczesnego wystepowania rezonanséow
obu rodzajow, uzyskane wyniki 83 nieco stabsze niz dla réwnan w kto-
rych N = 0. Proste przyklady pokazuja, ze przy zalozeniach tej pracy
tezy twierdzen mej pracy ,,0 rezonansie drugiego rodzaju” (np. Twier-
dzenie B1°¥) bedy naogol falszywe.

Peswme

B uroit paGorte oGoduiens peay:ibraTsel Moeii pa6otsi ,,0 peaoHaiice BTo-
poro Bumga” (Ann. Univ. Mariae Curie-Sklodowska, Sectio A, 13
(1959), cmp. 33—74) na cayyaih ypaBHenui ' = f(t,x, ") rne
f = f(t, z, z) BplIOANAET YyCaoBHE [f(t, 0, 0)] < N, (B upexviayuei padore
6bLi10 molycTHMo Toabiko N = 0), a Takike ycao0Bu# b, < df[dx < b, < 0,
a, < }af[0z < a,, upu4éMm a;-+b; < 0, uan HecKoIbKo Gomee cirabble
yciaoBua (2. 1)).

Kiaace atux ypasHennii o0unvaer .unelinbic eo;inopoibe xindge-
pennuanbuble ypysuenua '+ 2a(t)a’+ h(t)x = g(t) rae g = g(t) Qyn-
KI[MH OrpaHMyeHHasd.

BBuxy B03MOMHKIOCTH OJIHOBPEMEHHOIO BLICTYIIAHUH PE30HANCOB NBYX
BMJIOB, HIOJIyYeHHbic Pe3y3bTaThl Heckonbko ciabee, YeM B ciydac ypaBHe-
uuit, B Kotopbix N = 0. lIpocTbie mpumepb! MOKA3BIBAIOT, YTO HPH lIpef-
MochIKAX 3Toi paGoThl Te3uchl Moeit paboTsl ,,0 pe3omance BTOpOro
Buga' (matpumep B1°°) GyayT B oGuiem ciyuae JIOMKHbI.






