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Remarque sur Pexistence des solutions en large de I'éguation
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Admettons I'hypothesé suivante:

Hypothése (A). Nous supposons que la fonction g(r) est continue dan
Pintervalle (0, a), o a > 0, la fonction h(y) est continue dans Pintervalle
0,0, ol b > 0, et qu'il cxiste un a' €0, a> et un b'e0,b tels que la
fonction g(x) décroisse dec b’ a zéro dans Vintercalle {0, a"> et soil constam-
ment nulle dans Uintervalle (a', a>, la fonction h(y) soit constamment nulle
dans Vintervalle (b',b) et que dang intervalle (0, b" ellc soit la fonction
inverse de la fonction g(x) dans Uintervalle (0,a’).

Nous désignons par C Vensemble des points (x,y) tels que y = g(x),
xel0,a> ou bien x = h(y), ¥e(0,b>, et par A Vensemble des points (z, y)
tels que h(y) <z < a et g(x) ~~y <b.

Nous admettons, en plus, que la fonction o (x) est de classe C" dans Vinter-
valle {0, a> et la fonction (y) est de classe C" dans Vintervalle {0,b).

Enfin, mous supposons la fonction f(r,¥y,2,p,q) conlinue pour
(z, y)ed et z,p, q arbitraires.

Ceci posé, nous pouvons formuler pour I’équation
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le probléme suivant, qui comprend, comme cas particuliers, les problé-
mes de Cauchy et de Darboux(!).

Probleme (C-D). On demande 8'il existe une fonction z(x, y) qui soit
continue, ainst que ses dérivées 0z[/0x, 0z/0y et 0%2/0xdy, dans tout Densem-
ble A, et qui vérifie dans cet ensemble 'équation (1) et les conditions

(2) 2(z,y) = o(x)+t(y) lorsque (z,y)eC,
(3) 0z(x, y)/0x = o' () lorsque y = g(x),xe{0,a),
(4) az(x, y) [0y = t'(y) lorsque x = h(y),yel0,b).

Le but de cette note est d’établir une condition suffisante pour que
le probléeme (C-D) admette une telle solution en large. Comme nous le
verrons, l'ordre de grandeur du module de la fonction f(z, ¥, =z, p,q),
quand 2|, |p| et |g| - oo, va jouer un role essentiel.

Comme ’ont montré P. Hartman et A. Wintner ([4], exemple 2, p. 841),
la continuité seule de la fonction f(x, vy, z, p, ¢) n’assure méme pas 'exi-
stence locale d’une solution du probléeme (C-D) dans le voisinage de la
courbe C. Pour assurer celle-ci, il est nécessaire de soumettre la régula-
rité de la fonction f(r, y, 2, p, ¢) par rapport aux variables p et ¢ & des
hypotheéses plus fortes que la continuité, telles que la condition de Lip-
schitz ou celle de M. A. Pli§, plus générale, que M'® Z. Szmydt a intro-
duite dans les travaux [7] et [8]. N’entrant pas dans les détails sur ce
sujet, nous admettrons I’hypothése suivante:

Hypothese (B). En adoptant pour tout nombre a et n > 0 quelconque
la notation

(—n lorsque a < —n

[als = a lorsque |a| <n

» lorsque a > n

nous supposons qu'il eriste, pour tout m > 0, un nombre n > m tel que
Déquation

0%z 0z 0z
(8) azdy f'("“' Rt ‘55],.’ [6_3/],.)

admette une solution z,(x,y) continue, ainsi que ses derivees 0z,/0x, 0z, [0y
et 0%z, /0xdy, dans tout Uensemble A, satisfaisant aux conditions (2), (3)
et (4).

(*) Pour ne pas prolonger et compliquer les raisonnements, nous nous bornerons
4 ces plus simples problémes.
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I1 est visible que I'hypothése (B) est satisfaite si le probléme (C-D)
admet une solution en large dans ’ensemble 4 et, d’autre part, il est évi-
dent que 1'hypothése (B) assure 1’existence locale d’une solution du pro-
bleme (C-D) dans le voisinage de la courbe (. Cependant, pour l'exi-
stence d’'une solution en large du probléme (C-D) les hypothéses: (A)
et (B) ne suffisent pas. Nous pouvons pourtant démontrer le théoréme
suivant:

Théoreme. Si les hypothéses (A) et (B) sont remplies et si

oo

dr
& :f t oo e
ou
b(r) = max If(z,y,2,p,q) = max|f(z, y, (2], [P, [g]),
(Z,¥)cd |2, D] \gl<r (z,V)e4

le probleme (C-D) admet une solution en large dans Uensemble A.

Remarque. On vérifie aisément que la condition (6) est équivalente
a la condition

ou ¢ est un nombre positif arbitraire. Une condition analogue, comme
I’a démontre A. Wintner [10], assure I'existence de solutions en large
des équations différentielles ordinaires, cf. aussi [2], p. 61, probléme 5.

Démonstration. Posons

K = max |¢(x)|+ max [¢' ()| -+ ma,x]r(a/)l—{ maxlr (y)|
o<z<a o<z<a Dzp<h Ve

et désignons par R(t) l'intégrale de 1'équation

dR ~ 4+t a- H)(l - (R))
dt

issue du point t = 0, R = K et saturée & droite. Cette intégrale est une
fonction croissante (la dérivée R’(t) est donc non décroissante) et elle
est définie dans tout l'intervalle 0 <t < | oo, ce qui résulte immédia-
tement, a cause de (6), de la formule

Rt

: dr 44 a-i-1
) | el
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Soit » un nombre quelcongue satisfaisant & l'inégalité

a + b+ ab
8 = K42 ‘R'(a-b
(8) n my {2 (l 4 b s 4 (a-b),
pour lequel le probléme (C-D) relatif a I’équation (5) admet une solu-
zion z,(r, y) en large dans ’ensemble 4. Ce nombre existe en vertu de
I’hypothése (B). Posons

3a(2y y) = 0%, (2, y) /00U
Nous aurons alors

(9) 2l y) = o) Fr(y)+ [ [au(n, v)dudo,
BEJ))
ol

Ay = {(u,0):(u, v)ed, v < 2,0 <y},

]
(10) oY) _ o’ (i) - J's,,(.z:, v)dv
or o
et
0z, (<, y) .
(11) Ea () ’8,,(:4 y)du,
dy A

par suite

2 (2, 0) = f(.):, v, |a(.r) Lor(y) - J]s,,(u ) dudvl [rr (r)

Axy

i Jixn(.r,'v)drlmlr’(_:/)-v f"u("v-'/)dulﬂ)’

o(r) hy)
done
su(y y)| < P(max((o(x)+(u)+ [ [ 8, (u, v)dudd,
‘ry
v
[ ute, vyan), [ (@) f s (1, ) )
o(x) hv)
d’on

(12) [sa(@, y)| < B(K 4 jjm(u o)l dudy + J |8 (@, )] do - flsn(u,y)ldu)

Ary 9() h(w)

pour (z,y)ed. En particulier
(13) 1$.(x, )| < P(K) pour (z,y)eC.
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Prolongeons la fonetion s,(, y) continiment sur le rectangle
D=|{9):0<2<a,0<y <b)

de telle facon que I'inégalité (13) soit vérifiée pour (z, y)eD— 4. En tenant
compte de (12) nous avons donc

Ty ] @
(14)  |su(@, 9)| < D(K+ [ [ lsaln, v)|dude + [ [sa(z, 0)|dv+ [ [8a(,y)idu)
00 0 (1}

pour (x, y)eD.
Posons maitenant

r.(t) = max |8,(x,y)| pour te < 0, -- o).
(T,¥)ed,z+yt

La fonetion »,(t) est continue, non négative est non décroissante et on a
(15) 8 (2, y)| <7u(@-+y) pour (z,y)eD;
pour (z,y)el) tels que x+ vy -t nous avons done

fls,.(w, v)|dv < f'r,,(a;—+- v)dv < f?'.,,(r)dr,

or ' x f ¢

f[s,,(u,y)ldu < [ra(u+y)du gfr,,(t)dr

0 0

0

et

zy

'
[ 18w, v)ldudv < [ [ 7,0+ v)dudo <
00

(U]
z 1.4 1 1 t
< fJ ;(r,,(m-i— 0) -+ ra (Ut y))dude < ';(av{—b)fr,,(r)dr,
ov “ ~ 0
d’ot l'on tire, en tenant compte de (14),
t
1
|8 (2, y)| < P(K+ ;(4+a+b)frn(r)df) pour (z,y)eD, z+y <t, et,
L 0
par conséquent,
1 t
(16)  7a(t) <O(K+ = (4+a+b) [r,()dr) pour 2e(0+ o0).
= 0

En posant

Rot) = K+ 58 +ath) [
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nous aurons, d’aprés (16), R'(t)/[1+ P(R,(t))] ~ 4 (4+a+b),
done, en tenant compte de (7),

Rt Ryl
" ar (7) _4tatd . wogs

T
14 <1>(r)"f1+¢>11e (1)) 2 ’—K 1+ &(r)

Il en résulte que R,(t) < R(t) pour te(0, + oco0), done
ra(t) < P(R,(t) < P(R(1) < 2R'()/(4+atb) pour te0, +o0), d'ou,
en vertu de (15),
(17) |8.(z, y)| <2R'(a+b)/(4+ a+b) pour (z,y)ed.
Des formules (9), (10), (11), (17) et (8) on déduit |z (z, y)| < m,,
020 (0, y) [0z < mqy et |0z(z, y)/dy| <m, pour (z,y)ed,

done

92 (@, )]
[2n (2 9)]n = 20 () ), [z—(f—y)

ox

_ By !'ﬂzn(a;_,i)] _ 0z,(,y)
oz e |- 6
pour (z,y)ed; par conséquent z,(r,y) est une solution en large dans
I’ensemble 4 du probléme (C-D) pour 1’équation (1). Le théoréme se
trouve ainsi démontré.

La condition (6), qui intervient dans ce théoréme, est remplie, par
exemple, 8’il existe des constantes M >0 est N > 0 telles que

f@yy,2,p,q)] < M-+-N-(z[+|pl+Iq]) pour (z,y)ed et z,p,q quel
conques (cf. [1], [5], [6] et [9]). En particulier, ceci a lieu lorsque la
fonction f(z,y,2,p,q) est uniformément continue par rapport aux
variables 2, p,q dans l'ensemble (z,y)ed, z,p,q quelconques. Dans
ce cas on a P(r) < M+N*-r, N* = 3N,

La condition (6) est aussi remplie si

&O(r) < M-N-r-log(l1+7)
ou
®(r) < M+ N-r-log(l+7)-log(1+ log(1+7)),
ou bien
@(r) < M+N-r-log(1+7)-log(1+1log(1+7))-log(1+log(1+log(1+ 7))
et aussi de suite.

Les exemples suivants montrent que, dans notre théoreme, I’hypotheése
(6) joue un role essentiel.
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1

Exemple 1. Considérons 1'équation
0% |0x0y = |0z|dy|", a > 1
et déterminons la solution de cette ¢quation qui satisfait aux conditions
(probleme de Darboux)
z2(x,0) = 0 pour ze(0,1),
2(0,y) = [(a—1)e]’" -y pour ye0,1>, o 0 < e¢ < 1.

Un calcul élémentaire montre que cette solution est unique et qu’elle
g’exprime par la formule

2(@,y) = [(a—1)(e—2)]" -y,
elle n'est donc définie que dans le rectangle 0 <z<<e, 0 <y <1 et

ne peut étre problongée sur le carrée 0 <w,y < 1.
Exemple 2. Considérons 1'équation (2)

0% 2

oxdy 5- a—1 (c+ a—

Une solution de cette équation, satisfaisant aux conditions
2(z,0) = 2(0,y) = ¥

‘

1wy)-|zl“, a>1,0<c¢c<l1.

est la fonction

2(xyy) = (e—zy)t?,
qui ne peut étre prolongée d’une maniére continue au-deld de la branche
d’hyperbole zy = ¢, = > 0. Ctte solution est unique dans l’ensemble

<x,y <1, vy <e¢, car, dans chacun des ensembles 0 <w,y <1,
2y < d < ¢ elle vérifie I’équation

0%z 2 ( 2

ordy a—1
qui admet une seule solution, puisque son second membre est continu
pour 0 <ux,y < 1, z arbitraire, et vérifie la condition de Lipschitz par
rapport & 2z avec une constante universelle (cf. [3], p. 317).

Dans les deux exemples ci-dessus, les hypothéses (A) et (B) sont
remplies (cf. [3], p. 317), tandis que la condition (6) n’est satisfaite dans

-+ 0o

aucun d’eux, ce qui résulte de la convergence de l'intégrale f «"dx pour
1

r _H..{.') (z)l®y = (c—d)zll’“,
a==1

a>1,

(" Un eﬁemple semblable pour le probleme de Cauchy a été donné dans le tra-
vail [5], p. 102.
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Streszczenie

Podany przez A. Wintnera [10] warunek dostateczny dla nielokal-
nego istnienia rozwigzan réwnan rézniczkowych zwyczajnych postaci
¥y’ = f(x, y), polegajacy na ograniczeniu szybkosci wzrostu prawej strony
réwnania przy nieograniczonym wzroscie wartos$ci bezwzglednej zmiennej y,
zostal w niniejszej pracy przeniesiony na réwnanie czgstkowe rzedu dru-
giego typu hiperbolicznego 0 dwu zmiennych niezaleznych.

Pesiome

Hannoe A. Buutuepom [10] mocTaToyHoe yCI0BME CylleCTBOBAHMA lie-
MECTHBIX pelleHMit OOLIKHOBEHHRIX AuddepeHUHATLHBIX ypaBHEHHIt BUIA
y' = f(z,y), cocTosillee B OrPaHM4YEHHOCTH OBLICTPOTH BO3pacTaHUA Mpa-
BOIf CTOPOHLI ypaBHEHHA NPU HEOrPDAHMYEHHOM BO3PACTAHMM aGCOTIOTHOM
BeJIMYMHBI TlepeMeHHoNl ¥, TIepeHeceHo B mpepjJjaraeMoit paGore ia ypa-
BHEHUA ¢ YACTHHIMM [IPOM3BOAHBIMII BTOPOro MOPAXKA CHUIEpPGOIMYECKOro
TUNMA C ABYMA He3aBHCHMHIMU TE€PEMEHHBLIMMU.



