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Sur le probléeme de Picard pour l'équation hyperbolique aux déri-
vées partielles du second ordre

O zadaniu Picarda dla rownania hiperbolicznego o pochodnycb czastkowych rzedu-
drugiego

O sapgaue [Muxapa ama runepGosinyecKoro ypaBHMUEHHA C YACTHHMH NPOMBBOLHBIMH
BTOPOBO MOpPAAAKA

I

Nous admettons ’hypothése suivante qui sera valable partout dans
cette note.

Hypotheése (H,).

flx,y,2,p,q) est une fonction définie et continue dans le domaine

D= {(xv?hzaprq); 0<zr<a,ly <b},

oia>0eth=>0;g(r)et a(x) sont deux fonctions définies et continues
dans Vintervalle (0, a) et t(y) est une fonction définie et continue dans
Vintervalle (—b, b); a(0) = t(0), g(0) = 0 et [g(x)] < b pour ze(0,a).

Nous nous occuperons du probléme suivant, qui sera dit probléme
de Picard ou probléeme (P):

Probleme (P).

Existe-t-il une fonction z(v,y) définie dans le rectangle

et jouissant des propriétés suivantes:

1° la fonction z(z,y) et ses dérivées partielles p(x,y) = 02(x, y)/0x,
q(x, y) = 0z(x, y)/oy et 8(z,y) = 0%(x, y)/0zdy sont définies el continues
dans le rectangle R (nous dirons tout court que la fonction z(x,y) est de
classe C'%);
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2° la fonction z(z,y) vérifie, pour (z,y)eR, Véquation aux dérivées par-
tielles

1) 0% 0z 0z

dxdy =f(mv ¥y %, (E’ E;);

3° elle satisfait aux conditions

@) z(z, g(x)) = o(x) pour z¢(0,a),
2(0,y) = t(y) pour ye(—b,b).

Le probléme de Darboux, ou g(x) = 0 pour z¢{0,a), étant un cas
particulier du probléme (P), il s’ensuit d’'un exemple di 4 P. Hartman
et A. Wintner ([4], p. 841) que dans 'hypothése (H,) les solutions peu-
vent ne pas exister si I’on n’ajoute aucune hypothése additionnelle rela-
tive 4 la fonetion f(z,y,2,p,q). On aura aussi & spécifier plus étroi-
tement les conditions 3° en imposant cetaines conditions plus restricti-
ves aux fonctions g(z), o(x) et (y). Il sera commode d’écrire séparément
ces nouvelles hypothéses qui seront aussi valables partout dans la suite.

Hypothese (H,).

Il existe deux fonctions w;(z,y, d), 1 = 1,2, définies et continues pour
(T ,y)eR et 6e(0, + oo), non négatives, non décroissantes par rapport
a 0, telles que
(o) wy(@, ¥, 0) = 0 pour (,y)eR et i =1,2;
® fz,y,2,p,9)—f(2,9,2,D,9| < wy(x,y, lg—7|) +oy(z,y, [p—p]|)
81 les points (z,y,2,p,q) e (©,y,2,Dp,q) appartiennent au domaine D;
(v) Si une fonction @(x) est de classe C (1) dans Dintervalle (0, a,),
8t @(0) = 0 et 81

¢’ (x) = w,(2, ¥°, p(z)) pour T0,a,),
ot 0 <a,<a e y° = conste(—D>b,b), alors p(r) = 0 dans Uintervalle
0,a).

Si une fonction y(y) est de classe C") dans Vintervalle (b,, b,> oi
—b <b, <b,<b, 8 ¢g(a°)e(by, b;) et y(g(z°)) =0, ou z° désigne un
nombre quelconque de Vintervalle {0, a), et si

Y (Y) = —wu(2°, ¥, p(y)) pour yelby, g(a°)),
¥ (y) = wa(2°, ¥, 9(¥)) pour yelg(z), by,
alors y(y) = 0 dans Dintervalle <b,, by)(?).
(*) Cela veut dire qu'elle est continue et qu'elle a une dérivée continue du pre-

mier ordre.
(?) Cette hypothése (H,) est semblable & I'hypothése K dans [?], p. 69.
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Hypothese (H,).
Il existe deur nombres positifs A et B tels que
If(z,y,2,0,0)] < A+B-|2|

pour (x,y)eR et —oo < 2z < + oo.

Cette hypothése est essentielle pour l’existence d’une solution non
locale du probléeme (P).

Hypothese (H,)(*).

La fonction g(x) a une dérivée du premier ordre continue dans l'inter-
valle (0,a), ouvert a gauche, et
(3) lim z-¢g'(z) = 0.

I—s0

Evidemment, I’égalité (3) a lieu si g(x) est de classe C" dans linter-
valle (0, a) tout entier. Dans ce cas particulier, le probléme (P) se simpli-
fie considérablement et du moins l’existence locale d’une solution est
assurée, dans les hypothe¢ses (H,) et (H,), par un théoréme bien général
dit & M"™ Z. Szmydt (cf. [7], théordme 2, p. 70). L’égalité (3) est aussi
vraie 8i 1’on suppose la dérivée g¢'(r) monotone dans un voisinage du
point z = 0 (Cf. [3], p.120).

Hypotheése (H;).

Il existe une fonction y(x,y) de classe CV (%) dans le rectangle R, telle
que

lxy(@, ¥)— 2y, ¥)| < K-|@—Z|, K = const > 0,

1(x, g(x)) = a(x) pour xe{0,a) et x(0,y) = t(y) pour ye(—>b,b).

Remarquons que 1'hypothése (H;) étant satisfaite par toute solu-
tion du probléme (P), elle est une condition nécessaire, & vrai dire tout
a fait triviale, pour l'existence des solutions (Cf. [3], p. 109).

11

Nous allons donner quelques exemples(®) qui expliqueront le role
des hypothéses (H,), (H,) et (Hj).

1. Admettons que f(z,y,2,p,q) = 1 dans le domaine D, ¢(z) = 0
et 7(y) = 0 dans les intervalles (0,a) et {(—b,b) respectivement et

(*) Une condition semblahle a été introduite dans [3], p. 111.
() Cest-a-dire ayant les dérivées particlles du premier ordre continues.
(%) Ces exemples m'ont été communiqués par M. A. Bielecki.
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supposons qu'une fonction z(x,y) de classe C''*) soit une solution du
probléme correspondant (P), Or, toute solution de I’équation (1) étant
dans ce cas de la forme zy 4G (z)+ H(y) ou 'on peut évidemment suppo-
ger que G(0) = 0, nous constatons sans peine que H(y) = 0 et z(x, g(x)) =
=z-g(r)+G(r) =0, ol G(zr) est une fonction de classe C". Il s’en-
suit que

lim zg'(x) = — hm [g(x)+G (2)] = — lim [g(x)+27"-G(2)] = 0.

0+ -0+
Nous avons ainsi mont;ré que la condition (H,) est indispensable si 1’on
veut caract riser une classe des fonctions admissibles indépendamment
des autres fonctions qui interviennent dans le probléme(®).

2. Soit f(z,y,2.p,9) =0, a=b=1, g(r) =Vz, o(@) =0 et
7(y) = y. On voit facilement que dans ce cas la fonction z(z,y) =
= — V'a:-}—y est I'unique solution de I’équation (1) compatible avec les
conditions (2). Donc il n’existe aucune solution du probléme (P) régu-
liére au point (0, 0), bien que les conditions (H,) — (H,) soient remplies.
Evidemment, il n’existe aucune fonction y(z,y) de classe C") dans le
rectangle D tout entier qui satisfasse aux conditions y(x, g(z)) = o(x)
et x(0,y) = 7(y) résultant de I'hypotheése (H;). Cependant, cet exemple
simple n’explique pas encore le role de 'inégalité de Lipschitz, imposée
4 la dérivée partielle y,(z,y) dans I’hypothése (H). Nous allons donc
construire encore un exemple.

3. Admettons que a =b =1, f(z,y,2,p,q) =0, g(z) = - Vz et
Iwy ’(334 —2x)siny™' pour y #0, 0 <x <y’

(x,y) = ysmy pour y #0, z = ¢
pour y = 0
d’ou
6xy > (y*—x)siny '
1z(z,y) =10 resp.
0
et
3z*y~* (22— y*)siny ' — 2?y ~5(3y’ — 2x)cos y !
1y (2, y) = | 3y*siny ' —ycosy " resp.
0

(*) Nous n’insisterons pas ici sur la question s'il est possible de remplacer les
hypothéses (H,) et (H;) par quelques conditions moins génantes, sous forme de cer-
taines relations entre les diverses fonctions qui figurent dans I'énoncé du probléme (P).
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11 n’est pas difficile de constater que la fonction y(x,y) ainsi définie
est de classe C'"), mais sa dérivée y,(, y) ne satisfait pas 4 la condition
de Lipschitz par rapport & #, donc ’hypothése (H;) est en défaut. D’autre
part, on vérifie sans peine que la solution de I’équation (1) satisfaisant
aux conditions (2) doit avoir, dans ce cas, la forme

2(w,y) = z¥*sinz™'?,

d’on

12 12

’ 3 p - 1 -
Z(y ¥) =5 sinx ——2—cos:v pour = > 0.

Donc il n’y a pas de solutions réguliéres du probléme (P), car la derniére
fonction n’admet pas de limite déterminée pour z = 0.

4. Considérons I'équations 8 = (k* 4 k'zry)2* et admettons que 0 < a =
= b < k~'. La fonction z(z, y) = (1 — k*xy)~' vérifie, dans R, ’équation
envisagée ainsi que les conditions z(x,0) = z(0,y) = 1. Or, il n’est
par possible de prolonger cette solution au-dela du rectangle 0 < z < k™',
0 < y < k™' ainsi que dans I’hypothése (H,) on devrait, dans tous les cas,
se borner au probléme local du type (P).

IT1
Réduction du probléme (P).
Supposons que les hypothéses (H,) — (H;) soient vérifiées et que
U(z) = o(x)—(g(z)) pour ze(0,a)
V(y) = =(¥) pour ye{—b,b>

Les fonctions U(x) et V(y) ainsi définies sont de classe C"), En effet,
ceci est évident si les fonctions g(x) et o(x) sont de classe C¥ dans tout
lintervalle (0, a). Sinon, il vient des hypothéses (H,) et (H;) que, pour
ze(0,a), on a

U' (@) = 1z (@,9(@)+ 9 (@) (25 (%, 9(2) — 2(0, 9(2)))

donc la dérivée U’(x) est continue dans l'intervalle (0, a) ouvert & gau-
che et, en plus, il existe une limite & droite

lim U’(x) = %.(0, 0).

T—0 -

Puisque la fonction U(x) est continue dans l'intervalle (0, a), elle doit
étre de classe C" dans cet intervalle. Quant & la fonction z(y) = x(0, y),
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il est évident qu’elle est aussi de classe C") (pour ye(—b, b)). De plus,
on a

U(a)+ V(g(x) = o(z) pour z¢<0, a),
U(0)+V(y) =z(y)  pour ye({—b,b).
Soit
f*@,y,%,p,9) =f(x7 Y,2+U(@)+V(y),p+ U,(w)’Q+V’(y))

dans le domaine D. Si une fonction z*(z, y) de classe C'* satisfait dans
le rectangle R a l’équation

2 * . .

(4) %.Jg_;-’/_) =f—{\w, i P o ;: y) 0 g;, y))

et aux conditions

(5) z‘(‘”‘, g(x)) =0 pour zell,a),
z'(0,y) =0 pour ye{—b,b),

alors la fonction z(z, y) représentée dans R par la formule
z(z, y) = 2*(z, y)+ U(z)+ V(y)

est aussi de classe C!'" et elle vérifie ’équation (1), ainsi que les con-
ditions (2) dans 1’énoncé du probléme (P), p.6. Réciproquement, si
une fonction z(z, y) de classe C'*) satisfait dans le rectangle R i I’équa-
tion (1) et aux conditions (2), la fonction

2(z,y) = 2(z, y) - U(zx)—V(y)

est de classe C''® et elle vérifie, dans R, les relations (4) et (5).
Pareillement, une fonction f(z,y,z,p,q) continue dans le doma-
ine D vérifie les hypothéses (H,) resp. (H,) si et seulement s’il en est de
méme de la fonction correspondante f*(z,y,z,p,q). Il suffira donc,
dans la suite, d’envisager le probléme (P) dans I’hypothése simplifiée

(6) o(x) = 0 pour re(0,a), t(y) =0 pour ye{—>b,b)>.

Le probléme (P) réduit de cette fagon sera dit probléme (P*).
Equation intégrale auxiliare. Soit s(z,y) une fonction définie
et continue dans le rectangle R et

z v

(7) O,(z,y) =f= f 8(u, :a]d-e-“ du.

0 g(z)



Sur un probléme de Picard 11

On constate sans peine, en appliquant la formule (3), que
! =
fs(:v, v)dv—g'(z) | 8(u, g(x))du  pour x > 0
(z) 0
01/
f 8(0, v)dv pour x = 0

00,(z,y)

(8) F

et que cette dérivée est continue dans le rectangle R tout entier. De plus,
on a

16, (z, | ; _
(9) '——;: L =nf 8 (u, y)du,
d’ou
02 . 2 }
5 POz, ) _ 0@y

dzdy  dyox

et, par conséquent, la fonction O,(x, y) est de classe C'* dans le rectan-
gle R.

Supposons que z(x,y) soit une solution du probléme (P*) — avec
les conditions simplifiées (6) — et

0z(x, y)
oroy
Or 0%[z(z, y)—0O,(z, y)]/0x0y = 0 pour (z,y)eR et, par conséquent,
2(x, y)—Os (2, y) = G(z)+H(y)

pour (z,y)eR, ou G(xr) et H(y) sont des fonctions de classe C¥ dans
les intervalles (0,a)> ou (—b, b, respectivement. D’aprés (6)

G(z)-+H(g(x)) = 0 pour ze(0,a>, G(0)+H(y) =0 pour ye(—>b, b,
d’ou H(y) = —G(0) et G(x) = G(0) et, par conséquent,

8(z, y) =

z(x, y) = Ous(z, y) pour (z,y)ek.

Done, la fonction g(x,y) = 0%(x, y)/drdy est continue et elle vérifie
I’équation

J d
(11) 8(w, y) =f($7 ¥, 6 (2,y), - O4(z,9), e 03(“’73"))
. dw oy

dans le rectangle R si z(x, y) est une solution du probléme (P*). L’impli-
cation réciproque est aussi tout & fait évidente.
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Nous avons ainsi établi une correspondance biunivoque entre les
solutions z(x, y) du probléeme (P*) et les solutions continues s(x,y) de
I’équation (11). Il suffira donc de s’occuper de ces derniéres.

Iv

Tout en conservant les hypotheses (H,) — (H;) énoncées dans le
chapitre 1, nous allons définir quelques fonctions auxiliaires et établir
plusieurs lemmes.

Lemme 1.
SOit
D, = {(xv Y,2,P0, 4, P,(i); (.’D, ‘]/)GR, IP*PH—lQ—-QI < 6}
et
(12) o(0) = sup|f(z, ¥,2,p,q9)—f(®,y,2, P, 9.

Da
La fonction w(0) ainsi définie est finie, non décroissante pour 6 = 0 et,
en plus, on a
(13) 0 < w(d) <(d+1)w(l) pour 6 >0.

En effet, les fonctions w,(x,y, d) et w,(x,y, 4) étant continues, en
vertu de ’hypothése (H,), on a pour tout 6 = 0:

0 < w(d) = sup o,(z,y, d)+ BUpP wy(x,¥y,0d) < + oo
\z,V)e (z,v)eR
donc w(4d) est finie partout dans l’intervalle (0, + co). Comme la fon-
ction w(d) est évidemment non décroissante et satisfait a I’inégalité
0 (8,+6,) < w(d,) +w(d,), on a pour n = Ent(d):
o(d) < o(n)+to(d—n) <n o(l)+o(l)

d’ou Dinégalité (13).

Lemme 2.
(14) If(z,y,2,p, Ol < K-(1+ 2|+ |p|+14]),
o
(15) K = max(4A+ w(1), B),

A et B étant les constantes qui figurent dans Uénoncé de Uhypothese (Hy).
En effet on a, d’apreés (12) et (13),
\f(z,y,2,p,9| <If(x,¥,2,0,0)+|f(x,y,2, P, 0—f(2,¥,2,0,0] <
< A+B-|2]+o(lpl+1g)) <A+B-jz[+ 1+ P+ lq)) »(1),
d’olt Dinégalité (14).
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Nous allons maintenant définir encore une fonction. Pour cela, fixons
un nombre positif ¢ tel que

(16) e+4Ke+ (1+ ¢! 4Ke)e*h <2

et un nombre d satisfairant aux conditions

17) 0<d<a,d <ce, sup zly' (z) <e, ma.x g(x)| <
L B .I‘t.

Admettons que

(18) p-= s g’ (®)|,
(19) A=K-(44+p+(2b+y+1)-4Kd-e**)+1

et posons(’)
4Kexp4K 0 <o <d <

20y HiEY) == P4K |y| 8i Sdet |y| <b,
AexpAlly+ 1o+ ly—g(a)]] sid<z <aet|y <b.

Lemme 3.
La fonction M (z,y) qui vient d'étre définie satisfait ¢ Dinégalité

D(z,y) = K- (1+ fl f.'M(«,v)dvldu+|g'<w>i-fM(u,g(w))du+

(21)
+l fM(:v v)dv|+f M u,y)du) Mz, y)
9(z)
pour 0 <o <a et |yl <b, K étant le nombre déterminé par la formule
(15).

En effet, si 0 <a <d, on a, d’aprés (16), (17) et (19),

P(z,y) <K-(1+(x+1) | f4Ke‘K‘”‘dv + |y’ (@) - 4KeFOE o gy K otKWI
9(z)
']} lg{x)|

<K. (1+(e+1)(f 4Ke*E dv+ { 4KeFdv) + e 4Ket " e 4Ke“‘“"|

<K- (2+e+4Ke+(1+£+4Ke)e‘K‘) 5V < M(z, y).
Pour montrer que l’inégalité (21) substiste lorsque d <« < a, remar-
quons que dans cet intervalle on a
v w-o(2)|
Ii(z,y) = l f e"”'"")'dv‘ = f tdt A7)
o(z) 0
(") Je dois & M. A. Bielecki I'idée d’introduire une tolle fonction au lieu de la
fonction en escalier, moins commode, que j’avais utilisée primitivement.
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et, en vertu de (18),
z x
I,(z) = f A -ew)l g, gf At dvE—u) 3. < eg(yﬂ,x’
d d

d’ou, d’apres (18 — (20),

a
D(z,y) < K-(1+ [f‘ f M(u,v)dv| du—+1,(z, y)-I,(:v)] +

o(z)

o d
+y-| [ Mlu, g(@))dut I(2)] + 2607 1,(2, y) +

+ [fd M(u,y)du+ e‘""”""-lz(w)]) <

< K-(1+(2b+y—+— 1)d4Ke4Kb+(3+y)8l(v+l)x+llu—-a(2)l) <
< Aeltrill}r:—ilv—ﬂf}l +¥ M(m, 1/),
ce que nous voulions montrer.

Soit

(22) M = max M(z,vy)
(z,v)eR

et désignons par © l’ensemble de toutes les fonctions s(x,y) définies
et continues dans le rectangle R et satisfaisant & 1'inégalité (s(z, y)| < M.
Admettons que

{
(23) Za(‘: 5yl 1 (t)-aféi(u, g(@)du 8it>0,
0 8i t =0,
pour te{0,a) et xel0,a).

Lemme 4.

Les fonctions Y, (t, ), ot 8(x,y)eD, sont également continues par rap-
port a la variable t.

Supposons, en effet, que ¢ > 0. Alors il existe un 7 > 0 tel que, pour
toute fonction s(z,y)eS, on a

1
(24) | D ta)| < e
lorsque 0 <t < 5. D’autre part, on a

|3, o) = 3, @ o) <aM-lg'(t)—g' @) +N-M-jt—F|
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Bi /2 <t<a et %/2 <t <a, o0 N = max|g’'(x)] pour /2 <z <a
et, par conséquent, il existe un nombre 4 tel que 0 < 6 < n/2 et

(25) | 3, o)=Y @, 0| <

lorsque s(z,y)eS, t, i = /2 et |t—i| < 4. Mais, d’aprés (24), la derniére
inégalité substiste encore dans le cas ol les nombres ¢ et ¢ sont tous les
deux inférieurs &4 7. D’autres cas étant évidemment exclus, nous voyons
que l’inégalité (25) est toujours vérifiée lorsque t,%e(0, a) et [t —| < 4§,
ce qui prouve le lemme.

A%
Désignons par [] ’ensemble des points (z, ¥, 2, P, ) tels que (z, y)eR
et
(26) K-(1+ 2|+ |p|+1gl) < M

D’aprés (21) et (22), ¢’est un ensemble non vide il est évidemment borné
tels que le—Z|+ ly—yl+z2—2|+ p—P|+ lg—T] < 6 ou 6 = 0 est
aussi non vide, borné et fermé, donc la fonction
(27) Q2(6) = max|f(z,y,2,p,q)—f(Z,¥,%, P, q)|
[
est bornée pour 6 > 0. Elle est évidemment non décroissante et con-
tinue dans l’mterva.lle {0, + oo0) et 2(0) = 0, ce qui résulte de la con-
tinuité uniforme de la fonction f(x,y,z,p,q) dans le domaine [].
Posons encore

w (¢, y,8) = sup If(z,y, z,p,9)—fl®,9,2,p,9),

ja—-aq|<d
wi(z,y,8) = sup |f(¢,y,z,p,9)—f(=, 9,2, P, ql,

ip-pl<b

ou (z,y,z,p, Q)‘ny (¢y¥,2,D, Q)‘”, (z,y,2, P, q)‘” et 6§ >0. Le
lemme suivant est une conséquence immédiate de ces définitions.

(28)

Lemme 5.

Les fonctions w)(x,y, d), ¢ = 1,2, sont continues, bornées et non néga-
tives pour (z,y)eR et & = 0, elles sont non décroissantes par rapport a 6
et elles vérifient les inégalités

(29) w:(‘”’yv 0) < wy(z,y, d),
(30) |e(z,y, 6)— wi(x, Y, 6)| < iz, y), |6— 6|) wi(z, Y, |0—8]),
pour i = 1,2, (z,y)eR et 6,06 >0
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Lemme 6.
Si (2°, y)eR, 7 =0 et C = 0, Véquation différentielle
(31) ¢'(x) = C+ wj(z, ¥y, p(r))

admet une solution (x) = 0 de classe CV) et non décroissante dans (0,a),
telle que @(x°) = 7 et toute intégrale ¢*(x) de Déquation (31) satisfaisant
a la méme condition initiale coincide avec ¢(x) dang Vintervalle ou ¢*(z)
est définie. L'intégrale ¢(x) dépend d’une maniére continue des paramétres
C, z° et 7.

En effet, le second membre de 1’équation (31) étant borné, toute inté-
grale saturée de celle-ci est définie dans l’intervalle (0, a) tout entier.
L’hypothése (H,) et l'inégalité (30) assurent ’unicité des solutions, en
vertu du critére bien connu dit & E. Kamke ([3], p. 139). L’unicité des
intégrales entraine leur continuité par rapport aux paramétres.

Lemme <.

Il existe une fonction & (r,y, 8) définie et continue pour (v,y)eR et
8 = 0,décroissante par rapport a 6, qui satisfait a Uéquation fonctionnelle
(32)  &l@,9,0) = 2((1+ aM + M18)+o](e,y, [ &, v, 6)du)

0
et & la condition:
(33) lim (max e (x,y, d)) = 0.
050+ (z,V)eR

En effet, revenons & 1’équation différentielle (31), en admettant que
ly <b, 2°=n=0¢et C = 2([14+aM-M]s). Or, d’aprés le lemme 6,
il existe une et une seule fonction g, (x) de classe C" dans lintervalle
{0,a) telle que ¢u,(0)=0 et dey,z)/de= 2([1+aM+ M]8)+
+ wi(z, ¥, ¢gyo(x)) et, pour achever la démonstration du lemme 7, il suf-
fit d’admettre que ,(z, ¥, 9) = dpy(z)/de.

Nous allons encore détinir quelques fonctions auxiliaires. Soit

(34) wg(6) = max|g(x)— g(Z)l,
ol re{0,a), Te(0,a) et |[z—Z| <9,
(35) wg(6) = sup |Zs(ty ) —Z, (2, )],

ol xe¢(0,a), te(0,a), te(0,a), [t—1 <3 et 8(z,y)eS

(36) 92,(8) = Mw,(8)+we(8)+ max ¢ (z, Y, wy(8)): sup z-|¢’(z)|
(z,v)eR o<zr<a

et

(37) 2,(8) = Q([1+2bM + M1+ 2,(9)).
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Lemme 8.
1l existe une fonction ey(z,y, 6), définie et continue dans le domaine:
(zyy)eR et 8 = 0, non décroissante par rapport a 8, qui satisfait a équa-

tion fonctionnelle:
v

(38) &(2y Y, 8) = 2,(8)+ o, (‘v; Y, ) f &y(@, v, ‘))d'”!)
o(x)
et a la condition:
(39) lim (max &(z,y, d)) =0
840+ (z,v)eR

Nous omettrons la démonstration qui est semblable & celle du lemme 7.
Cependant, il convient d’y distinguer deux domaines: y = g(z) et y < g(x),
conformément i la distinction analogue faite dans I’hypotése (H,).

VI
Théoreme 1

Dans les hypotheses (H,) — (H;) le probléme (P) admet au moins une
solution (cf. chap. I).

Démonstration. D’aprés les considérations du chapitre III il suffit
de démontrer qu'il existe un solution du probléme réduit (P*), c’est-a-dire
de montrer qu’il existe une fonction s(z, y) continue dans le rectangle E,
satisfaisant & 1’équation (11), p. 11. Or, une solution de 1’équation (11)
peut étre envisagée comme une fonction invariante par rapport & la
transformation fonctionnelle
(40) Fs(z,y) = S(z,y) =f (wy Yy O4(x, y), {_’

\ e

(0]
0,(z, Y) —— Oz, ?/))7
dy
oil
& v
(41) O,(@,y) = [{ [ s(u,v)do}du,
0 o(x)
dans l’espace linéaire de Banach, dit B, des fonctions s(z,y) définies

et continues dans le rectangle R, avec la norme usuelle |8(z,y)| =

= max |8(z, y)|. Nous allons montrer qu’une telle fonction invariante
(z.v)eR

existe, en apligquant le théoréme bien connu du point fixe d
3 J. Schauder [6].

Dans ce but, désignons par Z le sous-ensemble de l'espace B, formé
des fonctions s(z, y) telles que
(42) l8(z, y)| < M(x,y),
(43) |3(w7?/)_8(m’y)l <81($,y,|y—3—/|),
(44) |8(z, y)—8(Z, Y| < ey(x,y, [©—F),
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ou 0 <z <a, 0 <zZ<a, |y <b et |y <b, tandis que ¢, et & sont
les fonctions dont il éta.lt question dans les lemmes 7 et 8.

On vérifie sans peine que I’ensemble Z est non vide, convexe, fermé
et, eu égard a (33) et (39), compact. 11 est aussi évident que les fonctions
transformées Fs(x, y) sont définies et continues dans R lorsque les s(z, y)
appartiennent a l’espace B.

Supposons que la fonction &(z,y)eB satisfasse aux inégalités (33),
(34) et (35); nous allons montrer qu’il en est de méme de la fonction corre-
spondante S(z,y) = Fs(z,y). En effet, en vertu du lemme 2 (p.12),
on a

\
’S(m’y)l (l”'“ Q(myy)l‘f‘l 0(977?/)"1"' Qa(way)}

d’on, d’aprés (42) et le lemme 3 (p.13), |S(z,y)| < P(z,¥y) < M(x, y),
donc la fonetion S(z, y) satisfait & I'inégalité (42). Ensuite on a, cf. (42),
(14), (21), (26), (27), (28), (43) et (32):

|S‘1’,?/)—S($,?7)|
d
r?/’e{x’y)’-_ G(xsy)’ » O(wyy))

0
-f(.a:,y,@,(m,y),a_@( ,y) G(w, y))lﬁ

i)
a’, Yy O(x, 3/)7'(%98(‘”, y)’@ O,(z, 37))—

3 .
f( TyY,Os wa?/)a 0(:1: Y), 61/ 3(97,?/)) <

< Q(1+aM+M)-ly—F)+ol(z,y, [ ealu,y, ly—§l) du =
0

=&lz,y,| —¥l),
c’est-a-dire que la fonction S(x,y) satisfait & la condition (43). Enfin,
d’aprés (42), (14), (21), (27), (28), (23) et (44), il vient:

18(z, y)—8(Z, y)| <

< f(2,9,0u(2,9), fs(m v)dv—g(w)f s(u, 9(2))du, fs(w)du)—
o(z)
—fle, 9, 0u(z, 9), fs(x v)dv—g(w)f (u,g(w»du,fs(u,u>du)]+

()
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£

=1 f(e, 9,64, ), fs(a v)dv—um)J u, g(@))du, [ 8(u,y)du) —

o(T)
v z J
—f(2,9,0.2, ), [ 8, 0dv—g'(3) [ s(u,g@)du, [ s(u,y)du|<
0(z) 0 0

v
<wifz,y, [ e, 0, lo—Z)dv|) +2(lz—Z|+ 104(z, y)—64(F, ¥)| +
9(x)

+l v s(:i‘ 'v)dvl +| v (x, 2) — (a: m)i

(%)
+1g'@ [ (s((x, g(@)—s((x, g(@)]dul+ [ 8(u, y)dul).

D’autre part, en appliquant les formules (42), (22), (7), (34), (35) et (43),
nous obtenous les inégalités suivantes:

9(z)
0:(2, )= 6,(%, y)| <26M-lo—z|,| [ s(z,v)dv| < M-w,(jz—Z]),

9(z)

N (@, 0)— Y, (7, 2)| < we(lz—7),

() g(@)—s(u, g@)]du | <

< sup alg (w)l-((ﬁ?f; er(®@, ¥y 05 (O),_ s,

. f s(u, y)du‘ < M|z—Z|.

£

D’aprés (36), (37) et (38), il 8’ensuit:
18(@, ) —8(E, 3)| < L(jz—2)+o)(z,y,| j £2(%, v, lz—3|)dv |) =

= gz, y, [z—7|),

donc 8(z,y) satisfait &4 la condition (44). Nous avons ainsi démontré
que F transforme Z en un sous-ensemble de Z.
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Enfin, supposons que s,(z,y)eZ et s,(x,yzeZ. D’aprés (7), (8) et
(9),

0, —0,| <2 =8 4 e |

105, — O, || = 2ab |8, — 84, '03/ 93,“‘ agﬁg‘ a e, — 8|,

0 il
—6, — — 6,
ox ' ox '|

et, d'aprés (42), (21), (22), (26) et (27):

< (20 + sup z|g’' (x)])- 18, — 84|l

0<r<a

[|[Fg, — Fs,|| < Q(( ab-!-a2b-- sup x|y’ (x)|)- ||8,—s,||)

l<z<a

Mais cela signifie que la transformation F est continue dans Z.

Toutes les prémisses du théoréeme du point fixe de Schauder se trou-
vent ainsi vérifiées; en vertu de ce théoreme il existe done un point fixe
de la transformation F, ou bien, autrement dit, une fonction #(z,y)
satisfaisant & l’équation (11), ce qui achéve notre démonstration.

Théoreme 2.

Si les hypothéses (H,), (H,) et (H;) sont vérifides et si la fonction
f(z,y,2,p,q) satisfait a la condition de Lipschitz par rapport aux varia-
bles z, p et q, c'est-a-dire 8i

(45)  (f(z,y,2,p, Q)‘—f(a’! Y,2,D,9) <L'(Iz—5|+lp—'ﬁl+|q—¢7|)

pour (r,y)eR et z,p,4,%2,P,q arbitrairement choisis, le probléeme (P)
admet une seule solution qui 8’obtient par le procédé des approzimations
successives, uniformément convergent dans le rectangle R.

Démonstration. Nous pouvons évidemment supposer que L est
un nombre positif. Soit B* I’espace de Banach des fonctions s(x, y) con-
tinues dans le rectangle R, avec la norme(®)

I8(z, y)|
lls(z, y)ll = U Wiz, y)

ou M (xz,y) est définie comme au chapitre IV, toutefois en admettant,
au lieu de (15), que K = 2L 1.

La transformation (40) est une transformation contractante par rap-
port 3 cette nouvelle norme. En effet, si #,(z,y)eB*, 8,(z,y)eB*, on
aura

(°) Je dois & M. A. Bielecki I'idée d’appliquer une norme de ce genre ([1]
et (2]).
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z v
|F8y (2, y)—Fay(@, 9)| < Le ([ | [ 18y(u, 0)—s,(u, 0)|do| dut

0 o(z)

+| [ [su(@, 0)—sy(m, 0)1dv | + |9’ @)]- [ 18, (2, g(2)) — 8a{u, (@) du +

o(x)
+ [ 19w, y)— #a(u, y)ldu).
0

Mais |8,(z, y)—s,(x, y)| < M(x,y)-|8,—S.|, done, en vertu du lemme 3,

1 1
Fsy (2, y)—Fsy(x, y)| < 83— 8al-; (@, y) = [8:— 8| M(z,y),

d’onr

1
[F8,—Fay|| < 5 [18y — 84|
Pour achever la démonstration, il suffit d’appliquer le théoréme bien
connu du point fixe di & Banach (principe de la transformation contrac-
tante).

Remarque.

Dans le cas régulier ou la fonction ¢(z) admet une dérivée continue
dans l'intervalle fermé (0, a’ tout entier, I’hypothése (H,) devient super-
flue et I’hypothése (H;) peut etre remplacée par la condition que les
o(x) et t(y) soient de classe C" dans (0,a)> et (—b, b respectivement
et que o(0) = 7(0). La démonstration du théoréeme 2 se simplifie consi-
dérablement, & savoir la fonetion M (z, y) prend la forme A¢'? D= +Av=ol
ou y désigne le maximum de la fonction |g’'(z)| dans P’intervalle (0, a)
et A est un nombre positif suffisamment grand, la verification d’un lemme
analogue au lemme 3 étant ici bien facile. Cependant, dans ce cas par-
ticulier le théoréme 2 ne présente rien de nouveau. Pourtant, la méthode
exposée ici semble avantageuse par sa simplicité et son caractére non
local.
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Streszczenie
Praca dotyczy nastepujacego problemu Picarda dla réwnania
(1) 2oy = fl@,y, 2,22y 2).

Dana jest funkeja f(z, y,2,p, q), ciagla dla (z, y)eR, gdzie R = {(z, y);
0 <z <a, |yl <b} i dla dowolnych z,p,q. Dana jest funkcja g(z),
ciagla w przedziale (0,a), przy czym g(0) =0 oraz |g(x)] < b dla
ze(0,a). Wreszcie dane 83 funkeje o(x) i 7(y), ciaglte odpowiednio w prze-
dziatach <(0,a> i (—b,b), takie, ze a(0) = 7(0).

Pytamy, czy istnieje funkeja z(x,y), ciagla w prostokgcie R wraz
ze swymi pochodnymi 2., 2, i 2,,, spelniajaca w prostokacie R réwnanie
(1) i spemiajgca warunki

z2(x, g(x)) = o(x) dla xe{0,a),
2(0,y) = v(y) dla ye(—b,b).

Twierdzenie 1 niniejszej pracy glosi, ze powyzszy problem Picarda
posiada rozwigzanie, jesli spelmione 83 cztery warunki nastepujace:
1° funkcja g(z) jest klasy C"" w przedziale (0,a> i spelnia warunek

lim z¢'(z) = 0;

50+
2° istnieje funkecja x(z,y), klasy C" w prostokacie R, taka, ze
| 25(@, y)— 2,(Z, )| < K-|z—%|, K = const. > 0
dla (z,y)eR i (Z,y)eR, oraz

x(z, g(z)) = o(z) dla z<0,a),
x(0,9) = 7(y) dla ye{—D,b);
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3° dla (r, y)eR i dowolnych z spelniona jest nieréwnosé
f(x,y,2,0,0) < A+B|z|, A = const > 0, B = const > 0;

4° funkecja f(z,y,z,p, q) czyni zado$é warunkowi (H,), analogicznemu
do warunku K, pochodzacego od A. Plisia, stosowanego przez Zofig¢
Szmydt w pracy [7].

Warunek (H,) dotyczy regularnosci funkeji f(x, y, 2, p, q) ze wzgledu
na zmienne p i q i obejmuje jako przypadek szczegolny warunek Lipschi-
tza ze wzgledu na te zmienne.

Twierdzenie 2 udowodnione w tej pracy glosi, ze jesli spelnione s3
warunki 1° i 2° oraz je$li funkeja f(z, vy, 2,p, q) spetnia warunek Lip-
schitza ze wzgledu na zmienne 2, p i ¢q, wowezas problem Picarda
posiada dokladnie jedno rozwigzanie. Rozwigzanie to uzyskuje si¢ metoda
kolejnych iteracji. Przy tym dla dowolnej funkeji wyjéciowej, klasy
C" w prostokacie R, ciag kolejnych iteracji oraz ciagi ich pochodnych
rzedu pierwszego i pochodnych mieszanych rzedu drugiego sa zbiezne
jednostajnie w calym prostokacie R do rozwigzania réwnania (1) i jego
odpowiednich pochodnych.

Pe3ome

Jta pabora kacaerca npobiaemn Ilukapa nmA ypaBHEHMA
(1) 2oy = (@, Y, 2, 22y 2y)-

Ilana dyukuua f(z, y, 2, p, q) HenpepriBHAA 1A (T,Y)eR rne R = {(zy y);
0 <2 <a, |y| <b} m NIA NPOU3BOIBHHX Zz, P, q. HaHa dyHxkuua g(v)
HenpepuiBHad Ha cermeHre (0,a), npu uém g(0) =0 u |g(x)| <b naA
re(0,a). K ToMy maHn QyHKuMu o(z) u v(y) HENpepHIBibie HA CErMeH-
tax cootBercrenno (0,a) u {—b,b) tarue, uro a(0) = 7(0).

CnpaummnBaercs, cyuiecTByeT v dyHKims z(z,y) UenpeprBiag 1A
npavoyroibHuke K BMecTe C NPOU3BOMNBIMH Zz, 2y M Zzy, YNOBIETBOPA-
101ad ypaBHeHH10 (1) u yciloBHAaM

z(z, g(x)) = o(z) naa ze0,a),

2(0,y) = t(y) naa ye{—>b,b).
Teopema 1 3Ttoit paGoThl IJIACHUT, 4TO Bbllle YIIOMAMYTaA npoGJaenma
llukapa uMeer pellieHue, eciM coOm0menbl C.leylouide 4eTelpe yCIOBHA:

1° ¢pyHKUMA ¢(2) NPHHANICIKUT K3accy ¢") na cermenre (0, a) M HCMOI-
HAeT yCJIOBHe

lim z¢'(z) = 0;
0+
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2° cymectByeT QyHKuMA x(x,y) kaacca C) B mpaAMoyronbHMKe Takasd,
9ToO

Lt (@, ¥) — 2y (®, )| < K- |&—F|, K = const >0
mana (x, y)eR u (Z, y)ell a Takke
x(@, g(x)) = o(@) naa xe0, a>,
20, ) = 7(y) aan ye—b, b>;
3° aad (x, y)eR M 1pON3BOJILHBIX 2 BBIIOJHAETCH HEPaBEHCTBO
@, y,2,0,0) <= AFBlz|], 4 = coiwt >0, B = const > 0;

4° QyHrumna f(o,y, 2, p,q) ynosierBopser ycaosuio (H,) anasioruye-
ckoMy ¢ yciaoBuem K, nomanubiM A. Ilancem u npumeHsaembiMm Codwueit
IlImbigT B pabore [7].

VYeaosue (IT,) racacTcs peryiaspHocTH Qyukuuum f(r,y, 2, p,q) 1o
OTHOIUEHHUIO K MepeMeHHLIM P, ¢ 11 OOHHMAeT, KaK 4acTHBIl cayuaii, yceio-
Bve JIunmuna mo OTHOLIEHMIO K 3TUM IIePEMEHHBIM.

Teopema 2 3Toit paGoOTHl TOBOPHUT ,4TO €CJM BBHIIOJHEIbl YCIOBUA
1° u 2° a HpuTOoM QYHKIMA f(x,y, 2z, p, q) BHIIOJHAET ycaoBue JIummmuna
IO OTHOIUEHMI0 K HEPeMEHHbIM z,p u ¢, To mpobiema [Iukapa umeer
B TOYHOCTM OJHO peuleHde. JTO pelueHHe MOJYUAETCA METOOM I0C/Ieno-
BaTeJNbHbIX uTepupoBaHuii. Ilputom mnpn m1060it  HCXOmHON  dyHKIMN
knacca O B HpAMOYrosibHUKe R I110CJI€](0BATEILHOCTL OYEPEeXIbIX IPH-
OMMKeHMM a TaKiKe [10CJIE0BATEJILHOCTH MX MPOU3BOIHLIX [E€PBOro
MOPALKA M CMEIAaHHBIX MPOMU3BOIHBIX BTOPOro MOPHAKA CXOHATCH B 1€JIOM
NPAMOYrojibHUKe ¢ paBHOMEpPHO K pelleHuio YpaBHenud (1) M K ero
COOTBETCTBCHHBIM ITIPOM3BOTHBIM.



