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Introduction

Soit S la classe des fonctions f(z) = z+ay2?+... holomorphes et uni-
valentes dans le cercle [2]<1.M.Biernacki [1] a étudié la sous—classe
L des fonctions de la classe S qui représentent le cercle unité sur des
domaines ,linéairement accessibles” (au sens strict). Le domaine D est dit
linéairement accessible (au sens strict) si ’ensemble des points qui n’appar-
tiennent pas d D est identique a l’ensemble des points d’une famille de
demi-droites fermées sans points communs (les demi-droites de cette famille
peuvent étre paralléles et I’extrémité de l'une d’elles peut appartenir a une
autre). Dans le cas particulier ou les prolongements de toutes les demi-
droites passent par le point a, on voit immédiatement que le domaine D
est étoilé par rapport au point a. Il en résulte que la sous-classe S* des
fonctions de la classe S qui représentent le cercle |z|<<1 sur des domaines
étoilés par rapport a l'origine est contenue dans la classe L. Dans la suite,
nous dirons pour abréger ,domaines linéairement accessibles” au lieu de
,domaines linéairement accessibles au sens strict”. M. Biernacki [1]
a établi pour les fonctions de la classe L un certain nombre de théorémes.
Je rappellerai quelques uns de ces résultats dont je vais profiter dans les
considérations de ce travail.

1) Toute fonction f(x)e L est limite uniforme dans chaque cercle
|z|<<r, r <1, de fonctions qui représentent le cercle |z|<<1 sur le plan

muni d’'un nombre fini de coupures qui sont des demi-droites sans points
communs.
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2) Si f(z) est limite uniforme dans chaque cercle |z|<r, r <1, pour
n — oo, de fonctions f,(z) (f,(0) — 0, fa(0) > 0) univalentes dans le cercle
|z] <1 et représentant ce cercle sur des domaines D, linéairement acces-
sibles, f (2) représente aussi le cercle |z| << 1 sur un domaine D linéairement
accessible.

Derniérement, plusieurs auteurs ont étudié une autre classe de fonctions:
celle des fonctions ,,presque convexes”, introduite par W. Kaplan [2].
Une fonction f(2), f(z) % 0, holomorphe dans le cercle |z|<<1, est dite
presque convexe dans ce cercle s’il existe une fonction @(z) qui fournit
une représentation univalente du cercle unité sur un domaine convexe et
telle que la partie réelle de lexpression f'(z)/ P’ (2) est positive pour |z|<1.

W. Kaplan a établi, entre autres, les résultats suivants:

1) Toute fonction presque convexe dans le cercle |z|<<1 est univalente
dans ce cercle.

2) Toute fonction qui représente d’une maniére univalente le cercle
|2| <1 sur un domaine étoilé par rapport a lorigine est une fonction
presque convexe.

3) Pour que la fonction f(2) (f(z) 5=0), holomorphe dans le cercle
|z] <1 soit presque convexe dans ce cercle, il faut et il suffit que l'on ait:

B,
" (re®®)

{ [ i J_
(1) ’ Re |1+ re” Grilay

} df > —nm,
ou T est un nombre positif de l'intervalle 0 <<r <<1, 6, et 0, des nombres
réels quelconques satisfaisant a l'inégalité #, <<6,.
Désignons par arg f(z) 'une des branches uniformes de la fonction
multiforme arg f(z). Un tel choix est possible, puisque f'(z) # 0.
Remarque. Linégalité (1) est équivalente a celle-ci:

(2) arg f’ (re%) —arg f' (re”) < a+0,—0,.
Si I'on pose encore P(r,0) = arg ' (re'”) + 0, I'inégalité (2) deviendra:
(3) P(r,0,)) —P(r,0,) <=, 0,<<6,, 0<r<1l.

On obtient ainsi une interprétation géométrique [2] qui caractérise les
fonctions presque convexes. Considérons le vecteur unitaire tangent a la
courbe qui est I'image du cercle |z|==r (r fixé et r < 1) dans la représen-
tation effectuée par la fonction presque convexe f(z) et transportons-le
parallélement de telle fagon que son origine soit l'origine des cocrdonnées.
Nous admettons ici que le sens du vecteur tangent est celui du sens positif
de parcours sur cette courbe. En désignant le vecteur tangent ainsi trans-
porté par T (r, 6), on a:
T (r,0) = iePI".9),
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Lorsque  augmente, la rotation du vecteur T peut s’effectuer dans le
méme sens que celle des aiguilles d’'une montre ou dans le sens opposeé.
Comme arg T (r, )= P(r, 6)+ a/2, il résulte de (3) que la rotation du
vecteur T (r,0) dans le sens de celle des aiguilles d’'une montre, lorsque 0
augmente, est telle que arg T (r,0) ne surpasse pas m par rapport aux
valeurs de arg T (r,6) qui correspondent a des valeurs inférieures de 6.
Autrement dit, le vecteur tangent tournera toujours dans le sens négatif
d'un angle moindre que =z (fig. 1).

T

Fig. 1

Dans ce travail, j'établis une comparaison entre la classe L et la classe K
des fonctions presque convexes normées classiquement, c’est-a-dire telles
que leur développement est de la forme

f(2)=2z2+a,2*+..., on |z <1.

Pour chacune des classes L et K 6n a démontré un certain nombre de
théorémes (de caractére différent); une comparaison de ces classes ne m’a
donc pas semblé dépourvue d’intérét. L’étude de ces classes de fonctions
m’a conduit au résultat suivant:

Les classes L et K sont identiques.

Dans ce travail je n’établis que le théoréme suivant:

Théoréeme. La classe L est contenue dans la classe K.

La démonstration du théoréme réciproque est plus compliquée et occupe
plus de place; elle sera publiée dans un autre travail que je suis en train
de préparer *).

La démonstration du théoréme énoncé plus haut sera faite en plusieurs
étapes; j'introduirai donc d’abord quelques notions et j'exposerai quelques
raisonnements auxiliaires qui seront utiles dans la suite de cet article.

*) Ce travail paraitra dans Ann. Univ. Mariae Curie-Sklodowska, Sectio A,
14 (1960).
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1. Désignons par D, le domaine contenant l'origine, formé du plan (w)
dont on a écarté m demi-droites fermées sans points communs ;. Iy, ..., 1,
d’extrémités wy, wy, ..., w,. Nous désignerons par {l;} I'ensemble des points
appartenant a4 la demi-droite l; (k=1,2,..., m). Nous utiliserons dans ce
qui suit, pour désigner les opérations faites sur des ensembles, les mémes
signes que pour les opérations correspondantes faites sur des nombres.
Désignons par Z I'ensemble de tous les points qui appartiennent aux demi-
droites U, Iy, ..., l,,. Le domaine D,, est linéairement accessible, ce qui résulte
directement de sa définition. Désignons par f (2), (f (0) =0, {(0) > 0) une
fonction qui effectue la représentation univalente du cercle |z|<<1 sur
ce domaine. Nous formerons maintenant une suite ascendante de domaines
contenant l'origine, limités par des courbes de classe C!"" de Jordan et
approchant le domaine D,,. Pour cela, désignons par 4 la distance du pcint
wy, extrémité de la demi-droite l;, a ’ensemble des points des demi-droites
restantes, ot k—1,2, ..., m. Ces demi-droites étant fermées et n’ayant
pas de points communs, on a d => 0. Soit encore d > 0 la distance du point
w =0 a I'ensemble Z. Enfin posons:

(4) 6 = min (8,, 65, ..., om, d).

Lemme 1. Si w est un point quelconque de la demi-droite 1,
k-=1,2,..,m,sa distance a I’ensemble des points des demi-droites restantes
n’est pas inférieure a 9.

Démonstration. Supposons, pour la démonstration par I'absurde,
qu’il existe un ke {1,2,...m} et un point we {I,} tels que
(5) inf lw—x| <.

u/—:Fk:
Comme le nombre des demi-droites est fini et Z :A_‘? {1}, 1l existe un
point w’ ¢ Z — {I,} tel que =
(5') inf lw—x =|lw—w'.
vel - :ft}

Pour un se¢ {1,2,..,m} et s #* k, le point w’ appartient donc a 'ensemble
{1} et il vérifie, en vertu de (5) et (5°), l'inégalité

(6) w—w'| < 4.

Désignons par A, l'ensemble des points dont les distances a la demi-droite
lx ne surpassent pas le nombre 4. On a donc w' e Ar. Soient A, B les
extrémités du segment de droite perpendiculaire & la demi-droite 1;, dont
le milieu est I'extrémité w, de la demi-droite I, et dont la longueur est 2 4.
Désignons encore par L la moitié de la circonférence |w—wk|=6 qui
a le segment AB pour diameétre et n’a pas de points communs avec la
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demi-droite l,. L'ensemble A, est la somme (au sens de la théorie des
ensembles) de I'ensemble K des points du demi-cercle limité par l'arc L et
le segment AB et de I'ensemble P des points de la zone illimitée dont le
segment AB est la base et la demi-droite I, 1'axe de symétrie (fig. 2). Le

Fig. 2

point w’ appartient, en vertu de (6), a l'intérieur de ’ensemble A,—K+ P.
L’extrémité de la demi-droite l;, le point w,, n’appartient pas a l'intérieur
de Ay, car la distance du point w, 4 la demi-droite 1, serait alors inférieure
ad 4, en contradiction avec la définition du nombre 8. Il en résulte immeé-
diatement que w’ == w,. Distinguons maintenant deux cas:

a) w’ appartient a l'intérieur de K, alors |w’ — w,|<< 4 et il s’ensuit
que la distance du point w, a I’ensemble {1} est inférieure a 6, ce qui est
en contradiction avec (4). '

B) w’ appartient a l'intérieur de P ou bien est un point intérieur du
segment AB. Si w’ appartient a l'intérieur du segment AB, on arrive immé-
diatement a une contradiction avec (4). Supposons donc que w’ appartient
a l'intérieur de P. Puisque w’ 5= w, et que w, n'est pas situé a l'intérieur
de l'ensemble A,, la demi-droite l; passant par w’ doit couper le segment
cuvert AB, sinon elle couperait la demi-droite l;, ce qui est impossible.
11 existe donc sur la demi-droite 1, un point w” qui serait un point intérieur
du segment AB. Il en résulte que |w; — w”|<< §, ce qui méne aussi a une
contradiction avec (4), puisque w’’{l;}. Le lemme 1 est ainsi démontré.

Désignons maintenant par Z} 'ensemble de tous les points du plan (w)
dont la distance a la demi-droite I, ne surpasse pas le nombre 4,3 n, ou n
est un nombre naturel, fixé pour l'instant. De méme que précédemment,
c’est un ensemble convexe, contenant dans son intérieur le point w; sa
frontiére est composée de la portion L} de la demi-circonférence
‘w— wr = 0/3n qui ne coupe pas la demi-droite 1, et dont le diamétre
est perpendiculaire a la demi-droite 1, et de deux demi-droites, paralléles
a la demi-droite l; et de méme sens, dont les extrémités sont celles du
diamétre de la demi-circonfernce L} (fig. 3).

Nous établirons maintenant:

Lemme 2. Les ensembles Z3, Z3, ..., Z}, sont disjoints.

Démonstration. Supposons, pour la démonstration par l'impos-
sible, qu'il existe un point w, tel que w, € Zy-Z%,0u k=£s, k,se (1,2, ..., m}.
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En vertu de la définition des ensembles Z} et Z7: p(w,, {lx]) <63n et
o (wy, {ls}) < 8/3n, ou ¢ (x, A) désigne la distance du point x a I’ensemble A,
définie par la formule:

o(x, A)=inf |z —y]|

YeA

11 résulte de 1a qu'il existe des points w} € {lx}, w$e{ls}, tels que l'on a:
| w,— wk| < 6/3n, w, — ws| < §/3n. En vertu de l'inégalité du triangle nous
obtenons finalement: |wi —w; ==2§/3 n<<4. Cette inégalité est incompa-
tible avec le lemme 1, ce qui achéve la démonstration du lemme 2.

Fig. 3

Remarque. Il résulte de la définition du nombre é et des ensembles
Z; que Dorigine est située a Uextérieur de chacun des ensembles Z].

Comme le nombre des points wy, wy, ..., W, est fini et §/3n<<4/3, il existe
un nombre R>0 tel que le cercle |w|<R contient tous les cercles
|w—w, |<é/3n (k=1,2, .., m). Chaque demi-circonférence L? et chaque
point w, sont donc contenus a lintérieur du cercle |w|<R. Désignons
par K, le cercle |w|<<R+n et éloignons-en 'ensemble de tous les points

m

qui appartiennent a ’ensemble k21 Z. Nous obtenons ainsi un ensemble
B, contenant l'origine (cf. remarque p. 136). Chaque demi-droite I,
(k=1,2,..,m), dont I'extrémité est a l'intérieur du cercle |w|<<R+n,
coupe la circonférence K, exactement en un point que nous désignerons
par S;. Comme {l,} CZ7, il résulte de la définition des ensembles Z} et
des considérations précédentes qu'il existe une partie commune de la
circonférence |w|= R-+n et de 'ensemble Z7?, qui est un arc ,f’: contenant
le pomt S%. En vertu du lemme 2 et des relations .@; C2Z;, les arcs
J'_", L);‘, e 12 » sont disjoints. Désignons encore par C? la partie de la fron-
tiere du domame Z, qui est contenue dans le cercle K, fermé (fig. 4).

On voit aisément, en tenant compte de la forme des ensembles Z}
(k=1,2,..,,m) et en s'appuyant sur le fait que chaque arc (demi-circon-
férence) L} est contenu dans le cercle |w|<<R et, a fortiori, dans le cercle
|w|<R-+n, que C? est un arc ouvert de Jordan dont les extrémités sont
celles de l'arc f:’:. En vertu du lemme 2, les courbes C} (k=1,2,..,m)
n’'ont pas de points communs. La courbe C} étant composée de I'arc L} et
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de deux segments paralléles dont les extrémités se confondent respective-
ment avec celles de 'arc L} et de I'arc .@: et qui sont tangents a L}, tout
point de la courbe C} distinct de ses extrémités est situé a l'intérieur du
cercle K,. On sait que tout arc simple de Jordan totalement contenu dans
un domaine simplement connexe, a l'exception de ses extrémités qui sont
situées sur la frontiére, partage ce domaine en deuxr domaines simplement
conneres. En vertu de cette propriété, I’ensemble B, obtenu du cercle

m
K, en éloignant les points qui appartiennent a Y Z} est un domaine

n=1

simplement connexe. Sa frontiére est formée du systéme de courbes
C{, ..., Cp et du systéme d’ares disjoints £}, k=1,2,..,m, que l'on
a obtenus de la circonférence |w|=R-n en en éloignant les arcs ouverts
(sans extrémités) .[.32. Le domaine B, contient l'origine et sa frontiére se
compose d’'un nombre fini d’arcs analytiques. Les seuls points de la
frontiére C, du domaine B, ou la tangente n’existe pas sont les extré-
mités des arcs L2} (fig. 4).

11 s’agira, dans ce travail, de construire des domaines approchant indé-
finiment le domaine D,, et limités par des courbes de classe C!") de Jordan;
il y a donc lieu de modifier encore le domaine B, (n =1, 2, ...) de maniére
a obtenir des frontiéres de classe C!" (on entend ici par courbe de classe
C'" une courbe admettant en tout point une tangente qui varie d'une fagon
continue). Les ensembles Z7,..., 27 étant disjoints, le complément (par
rapport au plan tout entier) du cercle fermé K,, dépourvu des points

m
appartenant a l'ensemble Y ZI constitue un systéme de m domaines
k=1

illimités disjeints Qf, Qi,‘.., Q). Chacun de ces domaines est limité res-
pectivement par I'arc .2} et par deux demi-droites sans pcints communs,
dont les extrémités se confondent avec celles des arcs £§. Ces demi-droites

font partie des frontiéres rectilignes des domaines Z2f, Z3, ..., 2}, (fig. 5).
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Considérons, pour chaque ke{l,2,..,m} l'arc ;" ouvert de Jordan
de classe C!", qui est contenu entiérement, sauf ses extrémités, dans le
domaine Q}. Supposons les extrémités de I'arc L%" confondues respective-
ment avec celles de l'arc £f et l'arc ;" tangent en ses extrémités aux
demi-droites qui font partie de la frontiére du domaine Q). Admettons,
en plus, que l'arc ;" est entiérement situé a l'intérieur du cercle Kn.1
et que l'angle entre la tangente et l'axe réel u(w==u-+tiv) augmente
constamment lorsque le point de contact parcourt I'arc 23" de telle facon
que le domaine borné simplement connexe dont la frontiére est formée
de cet arc et de l'arc /2% soit contourné dans le sens positif. La possibilité
d’une telle construction de l'arc /’;” résulte des simples propriétés géo-
métriques des domaines @} *) (fig. 5). Puisque les arcs .27 ainsi que les arcs

L
% 77

/

Fig. 5

£x" sont disjoints et que ces derniers sont situés, sauf leurs extrémités,
dans le complément du domaine B, en remplacant les arcs 2f par les C}"
et en ne changeant pas les arcs Cj} nous obtiendrons un domaine simple-
ment connexe £, limité par une courbe de Jordan de classe C!" et con-

tenant l'origine. Les arcs .2%" et les arcs Cj(k=1,2,...,m) forment en-

*) Les arcs 5% peuvent étre effectivement construits comme il suit. Considérons,
pour ke{l,2, .., m} fixé, le domaine Q:. Désignons par A et B les extrémités de l'arc
B:, de telle maniére que les trois points AMB, ou M est un point quelconque intérieur
de I'arc £}, déterminent sur la circonférence K, un sens de parcours positif. Désignons
par I et lg les demi-droites, d’extrémités A et B, qui forment les portions rectilignes
de la frontiére du domaine Q:. I1 résulte de la construction de ces demi-droites
qu’aucune d’elles n’est tangente a la circonférence K _ et que leurs prolongements
se coupent, soit au point O’ (il peut arriver que 1,|| 5, alors O’ = oo). Désignons
par kA et kB les circonférences qui sont tangentes respectivement a l, et lB aux
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semble la frontiére du domaine, qui est lisse puisque les demi-droites qui
limitent les domaines Q] sont les prolongements des parties rectilignes
des arcs correspondants Cj. Désignons par Z, la somme des ensembles Z
(k=1,2,..,m). De la définition des ensembles Z} il résulte directement
que 27527 donc Z,DZas1(n=1,2,..), ou le signeC indique I'inclu-
sion pour les ensembles. Le domaine Q,est contenu dans I'ensemble Ky ;41—
— Zn. A cause de la relation Z,,1CZ, on a:

(7) Kn+1'—'zn+13Kn+l—Zn-

L'ensemble K, .1—Z, .1 étant une partie du domaine ,:1, nous avons, en
vertu de (7):

(8) Qn G Qn+1 ]

Désignons par f.(z), (f,(0)==0, f,(0)> 0) des fonctions analytiques qui
effectuent une représentation univalente du cercle |z|<<1 sur les domaines
Q.(n=1,2,..). La famille f,(z) de ces fonctions est normale [4, p. 29], car
f'n(0) > 0; f',(0) augmente avec n (en vertu de (8)) et on a, de plus,
§'.(0) < f'(0) puisque £, C D, pour tout n. La fonction f (z) et le domaine
D,, ont été définis a la p. 134. On peut donc extraire de cette famille une
sous-suite {fs,] i=1,2,.., uniformément convergente dans chaque cercle
|z]<<r r <1, vers une fcnction ¢(2)(p(0)=0,¢'(0)=0) holomorphe et
univalente dans le cercle |z|<1.

Nous allons démontrer que ¢ (2) représente le cercle |z|<<1 sur le
domaine D, c'est-a-dire ¢(z) = f(z). La fonction ¢ (z) admet dans le cercle
|z|<1 toute valeur w € D,. En effet, soit w ¢ D,,; désignons par ¢ la
distance du point w a la frontiére du domaine D,,. Le nombre ¢ est positif.
Soit n, un nombre de la suite ny, ng, ... (N < ny < mny <..) satisfaisant aux
conditions:

9) w<<R+mn, 63np,<e.

Donc we Q"pvl et, a cause de (8), we Q,.q, ou q est un nombre naturel
égal ou supérieur a p+1.

points A et B et qui coupent l'arc .82 en un point différent du point de contact.
Les rayons 7 , et g des circonférences k 4 €t kB peuvent étre pris assez petits pour
qu’elles n'aient pas de points communs. Si £ > 0 est suffisamment petit, la circon-
férence k, de rayon R+n+e et de centre O ccupe chacune des deux circonférences
k‘l ou kB en deux points contenus dans le domaine Q:. En diminuant convenable-
ment les rayons r ; et rp, nous obtenons des circonférences k 4 et kg qui sont tan-
gentes a l, et lIp aux pomts A et B et qui sont tangentes intérieurement a k,
respectivement aux pomts A et B. L'arc convexe de classe C(1) formé par l'arc AA
de la circonférence kA, l'arc AB de la circonférence k, et l'arc BB de la circon-

férence kg peut étre choisi comme arc 3",
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I1 existe donc une suite {2,,} de points du cercle |z|<<1 telle que
fn, (zn))=w, ou ¢>q. Pour ¢ >p+1 on aQ,, ,C 2, donc la fonction
f,,q (z) est une majorante de la fonction f, =Ty (2), c’est-a-dire il existe une
fonction w(2), w(0) =0, |w(2)|<1 (satisfaisant dans le cercle |z|<1
aux conditions du lemme de Schwarz) telle que fa, ,(2) = fn, (@ (2)), d’'ou
il vient fa} (fn, ,, (2)) = @ (2). Puisque fn, ,(2n,,,)=w,o0n a z;,= w(zn, ,)eton
déduit finalement du lemme de Schwarz 2., < 'za, *). Posons z,, ;/=p<1
Tous les points z,,, g =p+1 sont donc situés dans le cercle |z|< .1l en
résulte, en tenant compte de la convergence uniforme de la suite {fs, (2)}
dans le cercle |z|<C g, qu'il existe un z, |z| <1 tel que ¢ (z) = w **).

Nous allons encore montrer que la fonction ¢ (2) ne peut admettre
aucune valeur wp n’appartenant pas au domaine D,. Le domaine D, ne
contient pas de points extérieurs et sa frontiére est I’ensemble Z (p. 134),
donc si wy n’appartient pas a D,,, le point w, appartient pour un certain
ke{l,2,..,m} a 'ensemble {l,}. Supposons, pour la démonstration par
I'impossible, que la fonction ¢(2) admette dans le cercle |z|<1 la valeur wj.
Il existe donc un point 2y, |zo[ <1, tel que ¢ (2p) = wy. Le cercle |z|<|z]
est transformé par l'intermédiaire de la fonction f (z) en un domaine fermé

*) 11 en résulte que la suite {'z,,ql}, q > p+ 1, est décroissante.

**) En effet, de la suite‘zni}, g=p+1 on peut extraire une sous-suite {2"7 i
¥ K

convergente vers le point 2. Il résulte de la remarque de la p. 140 (note *)) que |z|<<o.
Désignons par y la circonférence de rayon g., > 0 et de centre z, entierement contenue
dans le cercle |z| << g. Soit j, un nombre ‘naturel tel que pour j = j, tous les points
z"‘?! soient situés dans le cercle de centre z et de rayon %()7. En appliquant la for-

mule intégrale de Cauchy nous obtenons:

w—eg() = ‘f"w (2,,‘“} —p2) < f,,w (Zn,.'.;) —f"w () + f,.q} @ —g|=

1 5 z.'ij —2

= i 2/ T

22 _Jf"q,' ¢ ‘g'—zﬂ ) (§—2)
p 9

¢+ f,,qj 2) — g l2)

De la relation 2, C D,, il résulte que tous les points f, ({) sont contenus dans la
7
transformée du cercle |2/ << @ par la fonction w = f (z). Les nombres !fnq ({)| forment
T
donc une suite bornée, soit par M >> 0. On a aussi pour j >jo: | ;‘—z,,q_ l1¢-z|>4er
7 y

De ce qui précéde on tire pour j = j,:

2M

w— @ (2)] 0, [2,,qj—z + f,.q/_(Z)-—qa(Z),.

Puisque la suite ‘j"J' (z)‘ converge uniformément vers la fonction ¢ (2) dans le cer-
vy

cle |z| < p et que znq.—bz pour j 0o, ceci prouve que w = ¢ (2).
Jj
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D, entiérement contenu dans D,. La distance du point wy a la frontiére
du domaine D, est positive, désignons-la par 7. Les images du cercle
|2|<|2zy| fournies par chaque fonction f,(z) (n=1,2,...) sont contenues
dans Dy. En effet, pour tout n on a 2, C D, donc f(z) est une majorante
de f,(2) (n=1,2,..). Il en résulte qu'il existe une fonction ,(z), satis-
faisant aux conditions du lemme de Schwarz, telle que

falz) =f(on(2), [z <1.
Soit maintenant { un point quelconque du cercle |z|<|zy|. Nous obtenons
" fn(8) = f(wn ().

Puisque @ {{)| < !¢ <<|z,|, on a f(wa(())e D, d'ou l'on tire, en tenant
compte de la derniére égalité, f,({)eD,, (n=1,2,...,).

La distance du point wy & l'image du cercle |z|<|z,| fournie par la
fonction f,(2) est donc supérieure a7. La suite numérique {fs, (2,)] tend
vers un nombre situé en dehors du cercle |w—uy|<<7. Il en résulte que
@(z,) — ;f,.q (2))| =mn pour tout g = p+1, ce qui est incompatible avec le
fait que la suite converge uniformément dans tout cercle |z| <r <1 vers
la fonction ¢ (2). La fonction ¢ (z) admet donc dans l= cercle |z|<<1 des
valeurs du domaine D, et seulement celles-ci. On a donc bien ¢ (z) = f (2).

2. E. Lindel6f [3] a démontré le théoréme suivant:

Si la fonction z ==w ({), réguliére dans |{| <1, effectue la représenta-
tion univalente du cercle {| <1 sur un domaine B, limité par une courbe
de Jordan C fermée de classe CV et { =y (2) est la fonction inverse,
arg ' ({) est une fonction continue dans (/=<1 et arg y’(2) est une fonc-
tion continue dans la fermeture de B. De plus, on a sur '{|=1

argow’ ({) =6(() —argl — ; y
ou 6({) désigne l’angle d’inclinaison (convenablement choisi) entre I'axe
réel et la tangente au point 2= w({) de la courbe C.

Soit argf.(z) la branche de la fonction multiforme argfs(2) qui tend
vers zéro lorsque z — 0.

En nous appuyant sur le théoréme de Lindeldf nous voyons que
argfa(2) est une fonction continue dans le cercle |z|< 1 et on a sur
|z|=1:

(10) arg fn(e'’) = arg Ta(e®)—0—n 2,

ou arg T, (e") désigne l’angle, convenablement choisi, que fait avec le
sens positif de l'axe réel la tangente a la frontiére du domaine 2. au

point w = f,(e'%), orientée d’accord avec le sens positif de parcours du
domaine Q,.
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Pour abréger, nous désignerons arg T, (e’°) par T, (6). La fonction T, (6)
est continue, puisque la frontiére du domaine 2, est une courbe de classe
C'" et elle est définie dans l'intervalle — co << << 4 oo. La fonction f,(z)
étant univalente, on a de plus:

(11) Ta(0+27)—Tr(6) =2 n.

Remarque. La forme des courbes C} (k=1,2,..,m), p. 136, fig. 4)
montre que si 'on parcourt le domaine Q, dans le sens positif, la fonction
Ta(6) est faiblement décroissante le long de chaque arc C} et diminue de
n le long de cet arc. Par contre, il résulte de la définition des domaines Qj
(k=1,2,..,m) (p. 137) et de la détermination des arcs .O;" que si l'on
parcourt le domaine Q, dans le sens positif le long de chaque arc 1°i* la
fonction T, (0) est croissante et augmente sur U'arc L}" (fig. 5) d’un angle
au moins égal @ nn. Si Uon parcourt la frontiére de Qn, les arcs ;" et C}
sont parcourus alternativement.

Nous établirons maintenant la relation

(12) Ta(0,) —Ta(8,) <=

ou 6, et 0, sont deux nombres réels quelconques tels que 6, <<0,.

En effet, il résulte de la remarque a la p. 142, de la formule (11) et de
la continuité de T, (0) sur toute la droite — oo << <<+ 0o qu'il existe un
systéme de nombres [ax),(k =0, + 1,+ 2,..) tels que lim ar = — oo,

—% —oa

lim ap = co et ar << ar-1, Tn(0) ne croissant pas dans chaque intervalle
koo

[ak, ar +1] lorsque k est un nombre entier pair et T, (6) croissant dans chaque
intervalle [ax, ar+1] lorsque k est un nombre entier impair. De la remarque
a la p. 142 il résulte encore que 'on a:

13) { Thn(ar) — Th(ar+1) == pour k pairs,

Tn(ar) — Ta(ar.1) <~ — =z pour k impairs.
Pour un k entier on a: 0, ¢ [az, ar+1]. Soit s=0 le plus grand entier
possible tel que ax:s <<0,. Evidemment ar <0,. Nous avons ensuite:
(14) Ta(6,) — Ta(6s) =Ta(0,) — Tn(ar) + Tn(ar) — Tn(ar+1) +

+ Ta (ak+l) e — Ty (ak+s) + Ta (an+s) —Ta (62)-
Considérons deux cas:
I. k — pair. Il y a encore deux possibilités:

a) s — pair; la fonction T,.(f) est non croissante dans [ax, ax+1], donc
Tr(0;,) — Trlar) < Ta(ar) — Ta(ar) =0, k+s est pair et 0O,€ [ar+s,@rss+1],
donc T, (ar+s) — Th(6;) < Tn(ar+s)— Ta(ar+s+1)== en vertu de (13).
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En tenant compte de (14) nous avons encore:

Th (01) —Ta (62) < Th (ak) —Ta (ak+1)+Tn (ﬂk H) +..4Ta (aIH-s—l) — T, (an s) +

_ S S o
+n.--_.27z 2n+n—7z.

en vertu de (13).

b) s — impair; la fonction Tx(0) est croissante dans |az+s,ar+s+1] donc
Ta(ar+s)— Tn(6,) < 0. De la on déduit, a cause de (14) et de l'inégalité
Th (01) — Talar) < 0,

Ta(0,) — Tn(0,) < Thn(ar)— Talar 1) + Tnlar+1) — ... + Talaris+1) —

8—1 s—1
— Talar+s) < g A5 Ata=na
en vertu de (13). Dans le cas I 'in3galité est ainsi établie.
II. k—impair. Il y a encore deux cas possibles:

a) s — pair: la fonction T,(f) est croissante dans [ar,ar+1] et dans
[ak+s,arss+1]. Si s=0, on a Ta(6,)— Ta(6,) <<0, puisque 0,¢ [ar,ar:+1]
et 6,<0,. Si s#0, 0on a s> 2, donc ax.1<<ar.s et on a:

Tn(0,)— Tn(0;) = Ta(0,) — Trnl(ar+1) + Ta(ars+1) e.. — Ta(ar+s) + Ta(ars+s) —
—Tha (02) < Ta (ak +l) — T, (ak :2) + Th (ak -2) — .+ Th (ak+s~—1) —Tha (alu-s)

puisque Th(ar+s) < Ta(f,). On obtient ainsi, en vertu de (13):

=) ==
Tp (0,) — Tn (0,) <s—2—n—s—2-2n LAERE
b) s — impair, donc s = 1. La fonction T,(0) est crcissante dans [ax,
ar.1] et faiblement décroissante dans [ax+s,ar:s+1]. Alors

Tn (01) N Tn (02) == Tn (01) _Tn (ak+1) + Tn (ﬂk+l) T e + Tn (akH) —Tn (02) <
< Tn(ar+1) —Thal(ar-2) + Tr(ar+2) — ... Ta(ar+s—1) — Ta(ar +s)

puisque Tn(0,) < Tr(ar+1) et Ton(arss) — Ta(0, < 0. De 13 on tire en vertu
de (13):
-1
Ta(8)— Ta(6) < 5~ (x—m) = 0.
L’'inégalité (12) est donc démontrée dans les deux cas I et II.
Les formules (11) et (12) étant vérifiées pour les fonctions f,(2) sur la
frontiére du cercle |z|<<1, il s’ensuit, d’aprés les résultats de W. Kaplan
[2, p. 174—175), que les fonctions f,(z) sont presque convexes dans le
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circle |z|<<1. Donc toutes les fonctions f,(z) (n =1, 2, ...) qui représentent
le cercle |z| <1 sur les domaines Q, sont presque convexes dams le cercle
unité. Pour tout n on a (cf. p. 132, no. 3):

fy

' [ 1 ﬁ: (re"")l
(15) ‘ Re ‘1 + ret £ (re®)|

ol

d6 >—a pour 0,<<6,,0 < r<1.

Comme il existe une suite {f,(z)} uniformément convergente dans tout
cercle |z|<<r <1 vers la fonction f(z) dans le cercle |z|<<1, la formule
(15) donne, si l'on passe a la limite pour i— oo

f?

(16) ,Re{l'*'re‘”f {reJ}ld()">—n pour 0,<<8,,0 < r<1.
6,

f'(re")|

Ceci résulte de la légitimité du passage a la limite sous le signe intégrale
et du théoréme de Weierstrass sur la convergence uniforme des suites de
fonctions analytiques.
Nous allons prouver que le signe d’égalité dans (16) ne peut avoir lieu
a lintérieur du cercle |z|<<1. En effet, supposons, pour la démonstration
par l'absurde, que l'on ait pour certaines valeurs fixées, f,, 0, telles que
8, <0, et pour un ry (0 <1y <<1):
4 L4 10
(17) J Re {1 + et ff {(: Z;} o = — x.
h,

L’égalité (17) équivaut a la suivante:
(17) arg f' (roe™) + 6,—arg f' (r,e®) —0, =—n

ol on a désigné par arg f(z) la branche uniforme de la fonction multiforme
arg f'(z) qui tend vers zéro lorsqu2 z — 0. Soit, —0, = a, ot a >0 est un
nombre fixé. Considérons la fonction:

h(r,0) =argf (re'®*) —arg f' (re®) + a.

Comme f’(z) # 0 dans le cercle |z2|<<1 (f (z) est une fonction holomorphe),
on a argf (re'®t?) et argf'(re®) sont des fonctions harmoniques dans’le
cercle unité. Il en résulte que h (r, 6) est une fonction harmonique dans le
cercle [z|<1.

Comme

b4 - T
h(r,9) = f Re {1 + re? ff f:ﬁ%} do

1]
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et 0 + a0, on voit, d’aprés (16), que h(r,0) > — n dans le cercle unité.
En vertu de (17) nous obtenons: h(ry,0,)=— =z en contradiction avec le
principe du minimum (extrémum) pour les fonctions harmoniques. On
a donc pour la fonction f (2):

0,

. 124 '9
(18) ’ Relll +re""'f re )\ fl =
3,

fre®)| ™

>—ax pour 0,<<0,,0<r<],
d’ou il résulté, a’apreés le n® 3 de la p. 132, que la fonction f (2) est presque
convexe dans le cercle |z|<{1. Toute fonction qui représente le cercle
|z]<<1 sur un domaine linéairement accessible étant limite uniforme
dans tout cercle |z|<Cr <1 de fonctions représentant le cercle unité sur
des domaines du type D,, — ainsi que je l'ai rappelé au n° 1, p. 131 — on
obtient, en passant une seconde fois a la limite:

Toute fonction représentant le cercle |z|<<1 sur un domaine linéaire-

ment accessible est une fonction presque convexe. Le théoréme énoncé
a la p. 133 se trouve ainsi définitivement établi.
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Streszczenie

Niech S oznacza klase funkcji f (z2) = z+ a2’ +... hclomorficznych i jed-
nolistnych w kole jednostkowym. Oznaczmy przez L podklase klasy S,
funkecji ktore odwzorowuja kolo |z|<<1 na obszary liniowo osiggalne
(w znaczeniu wezszym). Obszar D nazywa sie liniowo osiggalnym (w zna-
czeniu wezszym) jesli zbior punktow nie nalezqcych do obszaru D jest
identyczny ze zbiorem punktéow pewnej rodziny domknietych i nieprzeci-
najgcych sie potprostych. Pojecie obszarow liniowo osiggalnych i podkla-
se L wprowadzil M. Biernacki [1]. Oznaczmy jeszcze przez K klase
funkcji postaci f(2) =zt az?+... prawie wypuklych. Funkcja f(2),
f'(z) = 0, holomorficzna w kole |z|<<1 nazywa sie prawie wypukle w kole
|2] <1 jesli istnieje funkcja @ (2) wypukla i jednolistna w tym kole i taka,

10
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ze f'(z)/ @' (z) ma czesé rzeczywistq dodatniq dla |z|<<1. Funkcje klasy K,
jak wykazal W. Kaplan [2], sa jednolistne. A wiec klasa K, wprowa-
dzna przez W. Kaplana [2], jest podklasg klasy S. Badajac wyzej wspom-
niane klasy funkcji, klase L oraz klase K, wykazalem, ze sg to klasy iden-
tyczne. W niniejszej pracy wykazuje tylko nastepujace

Twierdzenie. Klasa L zawiera sie w klasie K.

Dowdd twierdzenia odwrotnego jest bardziej skomplikowany, zajmuje
wiecej miejsca i podany bedzie przez autora w innej pracy przygotowy-
wanej obecnie do druku (patrz str. 133, odnosnik *)).

Pe3womMme -

MycTs S obo3Havaer kaace pyHKIMit f (2) =z + a2 +.... ro;omopd-
HbIX M OJHOJIMCTHBIX B eAMHUM4YHOM Kpyre. O6o3Haumm yepe3 L mnoaxkJacc
knacca S chyuxumii, xoTopsle orobpaxamt Kpyr |z| <1 Ha obaactu
Auneiino OdocTudcumvie (B y3kom 3HaueHuu). Obaactv D na3visaercs au-
HeUHO OOCTUNCUMOU (8 YIKOM 3HAUEHUU), €CAU MHONCECTBO TOUeK, He NPU-
Hadaexcauur x obaactu D, ToxwOdecTBEHHO CO MHOICECTBOM TOUEK HEKO-
TOPO20 CceMelicTBa OOMKHYTHLT U He TNePecexarowuUrci nNoAYNPAMBLE.
Ilodsatue obaacreil JMHENAHO MOOCTMXMMBIX M 1mogkjaacc L BBéx
M. Bepuaukuit [1], Obo3nauum emeé yepes K kuacc pyHKuMit Buza
fR)=2z + a2 + ... nouru svnyxawnxr. dPynxyus f(2) {'(z) = 0) 20x0-
#ophHas 8 kpyze |z| << 1 na3visaeTca nowTu 8vINYKLO0I 8 kpyze |z| < 1,
ecau cyujectayer oynxyus @ (z) 8vinyKLai U OOHOAUCTHAR 8 ITOM KpYye
u raxas, wrto orhowenue | (z)/ P'(2) umeeT OelicCTBUTEABHYIO “ACTH MO-
A0XCUTEADHYI0 Onf (2| << 1. dyukuuyu kaacca K, kak nokazsan B. Kanaas
[2], omHosmcTHBL. CaenoBaTenbHo, BBeAéHHbIM B. Kannanowm [2] knace K
SIBJIAETCA MOYKJIACCOM KuJacca S. Mccienyd BbliIeyNIOMAHYThIE KJIACChI
dyukumit: knace L u knace K, A nokaszaj, 4To OHM TOXKAECTBEHHbI. B Ha-
CTOALLIEM TPyJe A M3Jaral TOJBKO CJIOAYyHOLee

Teopema. Kaacc L codepacurcs 8 kaacce K.

Hoka3aTenbcTBOo 06paTHOI TeOpeMbl O4YeHb CJIO0XKHO, Tpebyer OGosee
mecra u Gyner maHo aBTOpoM B apyroit paboTe, MpUroTOBJIAEMOI Tenephb
K neuyatu (cMm. crp. 133, BbidOCKA *)).



