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Sur Punicité des solutions de certains problemes pour I’équation
0%z/0x 0y = f (x, y, 2, 0z, 0x, 02/0y)
O istnieniu rozwigzan pewnych zadan dla réwnania
A 9% 2/0x dy = f(x. v, 2, 0z/0x, 02/0y)
(8] CYLIECTBOBAHHH pemelluii HEKOTOPLIX 3ana4, OTHOCAILLMXCA K YDAaBHEHHIO
0?2/0x 0y = f (x. y. 2, 0z/0x, 02/0y)

On sait que dans les problémes classiques relatifs a 1'équation

0’z 0z 02
(01) axoy _j(x’y’z>a;r a?})y
c’est-a-dire dans les problémes de Cauchy, Picard e¢ Goursat,
I'existence et I'unicité des solutions sont assurées si la fonction f(x, y, 2, p, q)
qui figure dans le second membre de I’équation (0,1) est continue et si elle
satisfait a la condition de Lipschitz par rapport a z, p, et q:
f(x,y,2,p,9) —f(x y,2,p,9)| <L+(|z2—2|+/p—pl+!q—q|), L=const >0.
L’existence et l'unicité de la solution résultent ici du fait qu'il est possible
d'appliquer la methode des approximations successives. Dans le travail [2]
j’ai démontré, par une méthode tout a fait différente, que dans ces pro-
blémes l'existence et l'unicité des solutions sont assurées dés que la
fonction f (z v, 2, p, q) est continue et que 1'on a, en méme temps

(02) If(x.y,z,P,q)—f(r,yyZ,i" q)|/w(!2—2|+|9_5t+|q—a|)v

ou w(d) est une fonction continue et non décroissante pour &e <0, + ©0),
telle que w(0)=0, @ (8) =0 pour 6 >0 et
é
(" du
o (u)

= + oo pour § >0,
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Dans ce travail je vais établir, en utilisant la condition (0,2), plusieurs
théorémes sur l'unicité des solutions du probléme de Mlle Z. Szmydt
[5] pour l'équation (0,1); ces théorémes ont rapport a certains cas particu-
liers de ce probléme, pour lesquels l'existence des solutions a été dé-
montrée dans le travail [3] moyennant des hypothéses plus faibles que
celles qu'exige l'unicité. Je m’occuperai aussi de l'unicité des solutions
d’'une variante du probléme de Goursat que j'ai étudiée dans le
travail [3] du point de vue de l'existence des solutions.

Le théoréme 1, énoncé au chapitre III, a une importance fondamentale
dans ce travail; sa démonstration s’appuie sur un théoréeme de M. Z. O pial
relatif aux inégalités intégrales ([4], théoréme 1, p. 200) et utilise certains
considérations géométriques que l'on trouvera au chapitre I. Les démon-
strations de certaines conclusions évidentes auraient pu étre omises, j'ai
pourtant préféré procéder en toute rigueur en exposant ces démonstrations
en caractéres mignons.

I

Supposons que les fonctions a(u) et g(v), définies pour ue(— oo, 4 o)

et ve(— oo, + oo), vérifient les conditions de Lipschitz:
la(u)—a@”) <i-u'—u”’, B)— W) <i-|v —0”|
ou A est une constante positive qu'il sera commode de supposer non infe-
rieure a 'unité. Supposons, de plus, que
la(u) <O uj, |B(v) <O v,
ou la constante @ satisfait a I'inégalité
0<<Oe <1

Désignons, pour tout s == 0, par W, l'octogone fermé, contenu dans le plan
uv, dont les sommets sont
As=(s,a(s)), B; = (ks, ks),
Cs=(B(s), s), D; = (—ks, ks),
Es=(—s,a(—s)), Fs=(—ks,—ks),
Gs=(B(—s),—s), Hs=(ks,—ks),
ou
il O+24
1 & 248

Pour s =0 cet octogone se réduit au point (0,0). Si s> s’ >0, le sommet
Bs» est en dehors de 'octogone Wy. Puisque le sommet A est contenu
dans l'angle convexe formé par les demi-droites issues de Ay et faisant
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avec le sens positif de I'axe u les angles arctg Aet — arctg 1 et que le coté
Ay By fait avec le sens négaitf de l'axe u un angle dont la valeur absolue
n'est pas inférieure a arctg?2 i, le coté A, By est situé en dehors de
I'octogone Ws. 1l en est de méme des autres cotés de 1'octogone Ws~, donc

(1.1) sis">=s>0, on a W C Int(W,»), donc Fr(Wy)-Fr(Ws)=0.
On prouve aisément que

(1.2) pour se 0, + o) les frontiéres Fr(W,) recouvrent tout le plan uv*).
En vertu de (1,1) et (1,2) pour tout point (u,v) il existe exactement un s
non négatif tel que (u, v) e Fr(W,). Nous désignons de s par s (u, v).
Supposons que (u,, v,) — (U, vy) lorsque n — oo, Il existe alors, d’aprés
(1,1), pour tout €= 0 un n. tel que (s, va) e INt (Wsu,, v)+s) Si u>n, et
(Un, Un) €W (u, 0) ¢ SI S(uy,v,) > et n=>n,"*").
Donc, pour n > n,, il vient s (ug, vy) —e < s (U, v,) < 8 (wy, Vo) + £°***),
ce qui montre que la fonction s (u, v) est continue.
Si s(u,v) > sy, on a W; CInt(Wsu, ), donec Fr(Wsw, ) We, = 0 et
(u,v)¢Ws,; si s(u,v) <s, on a (u,v) e Wsu,  CWs, donc
(1.3) s(u, v) < s;=(u,v)eWs,

*) En effet, le plan uv peut étre considéré comme la somme des ensembles Z;,
i=12,..,8, définis par les inégalités Z;: u > v >a(u), Z,; v =u > g (v), etc, il suffit
donc de montrer que 2, C J A, B, 2, C X B,C,, etc, ol A B, B,C,.. dési-
gnent les cotes fermés de I'octogone W.. Toutes ces inclusions s'établissent de la
méme facon, nous nous bornerons donc a prouver la premiére. Supposons que
Uy > Vy > a (Ug). Si uy =0, on a aussi v, = 0 et (u,, v,) = (0,0) eA, B, = {(0,0)}. Si u,==0.
en vertu de l'inégalité u, > a(u,) on doit avoir u, > 0. Comme v, >a (uy) > — Au,,
il s’ensuit 2 2u;+v, >0 d’ou uy (6 — k)+v,(k — 1) <0, donc

limsup ((u.n — ks) - (is)— k) + (v -— ks) - (k — l)) < 0.
s-+04 ]
D’autre part, comme |a(s)| < 6 s|,
. a(s)
lim ((uo—- ks) - ( -—k) + (v, — ks)-(k—l)) =+
§ =4 5

il existe donc un s, >0 tel que (u, — ksy)*(a(s,) — kso) + (v, — kso)* (ks, — ;) = 0 ce qui
signifie que {uy, ¥,) est sur la droite A; B;. Puisque (u, v)eZ,, il en résulte (u,, v)
‘A.i,, Bs.,'

**) Sinon, les octogones W, étant fermés, on aurait nécessairement (uy, v e
Wi, v)—s C Int (W, o) ce qui est impossible puisque (ug, vo) e Fr (W, o))

***) Si I'on avait s(u, v,) < s, v) —e, il en résulterait (u, v,) e (Wy o, @
Wi (u, 0)—¢- Silon avait s(u, v,) > s, v+ e, on aurait (u, v,)elu, v,)e W (i1, Op)
Int(w, (u, v+ C Int IW,[“”_ o)
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d’ou il résulte que

(1.4) sid”>21">0,0nas(Auldv)<s(A” u i’ v.
Enfin, pour tout sy =0,
(1.5) lim max d((u, v), Ws,) = 0°*°***).
5 b5+ (u, V]ele

Dans le lemme suivant nous établirons quelques propriétés de la
fonction s (u, v) qui joueront dans la suite un role essentiel.

Lemme 1. Il existe une constante N =1 telle que

(1.6) si v’ =20 >a(u), on a v—v' < N-(s(u,v”)—s(u,)),
(1.7) si v <v < a(u), on a vV — v’ < N-(s(u,v”’) — s(u,)),
(1.8) siu’ =u' >pW), onau’' —u < N-(su”,v)— s, v)),
(1.9) siu’ <o <BMW), omau—u’ <N-(su”’,v)—s{,v)).

La démonstration de ce lemme s'appuie sur les faits géométriques
suivants:

(1,10) La longueur du segment de droite paralléle a l'axe v, intercepté
par les lignes brisées By'Cs Dy et Bs#Cs» Dy, out 0 <s” <s”, ne sur-
passe pas le nombre 3/2 (s"—5¢).

(1,11) La longueur du segment de droite paralléele a I'axe v, intercepté
par le c6té Ay By et la ligne brisée A BCsDgr, 0u 0 << s <s", ne
surpasse pas le nombre (cos ¢ cosy)~!:(s"—s’), ou ¢ =arctgd <=/2,
p=arctg(2(0+41+40)-(1—0)') << n/2.

Démonstration de (1,10). Soit
I, = (s,s), C* = (u*,s”), u®* = min (0s”, B (s") + A (s —5')).

Comme g(s”) < u* la longueur du segment de droite parallele a l'axe v

intercepté par le c6té B¢ Cy et la ligne brisée B+ Cs» Ds» n’est pas supérieure

a celle du segment de la méme droite intercepté par le c6té Bys Cs et la

droite By C*. Puisque |By Iy¢|<<|Bs Iy | et Iy Cs| > |1+ C*|, les droites

seee) d((u,v), W, ) désigne la distance du point (u,v) & l'octogone W, En effet,
dans le cas contraire, il existerait d'apres (1,3) une suite de points (u, v,) eW, +n
telle que d (u,, v,); W, ) = e, = 0. Cette suite est bornée. Soit (u,, vo) la llmlte d'une sous-
suite convergente quelconque de cette suite. Comme les octogones W, sont fermés et

W i1/in+1)C Ws t1/ns ON 8 (U, ¥g) ‘,,Q,wsoﬂln' d’ou il résulte, d'apres (1,3), s(u,, v) <8y

c’est-a-dire (ug, v,,)ewso, ce qui est impossible, car on a en méme temps, en vertu
de la continuité de la fonction d((u, v), W), d({u, ), Wy ) > &=>0.
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By Cs et BsC® se coupent dans le demi-plan u > v. La longueur du seg-
ment de droite paralléle a I'axe v, intercepté par le cété ByCs et par la
droite B+ C®, est donc la plus grande lorsque la droite paralléle a I'axe v
passe par le point Cy. L’angle y que fait la droite Bs»C* avec 'axe v n’est
pas inférieur a I'angle que fait la droite Bs» Is+ avec l'axe v, c’est-a-dire
a langle arctg 2 A. Par conséquent, la longueur du segment de droite
paralléle a l'axe v passant par le point Cy, intercepté par le c6té By Cy
et la droite BsC* = (s”"— )+ (u*— B(s"))-ctg y << (s" —s')- (1 +4-(24)™ ") =
= 3 (s — §')/2, c’est-a-dire la longueur du segment d'une droite quel-
conque paralléle a 'axe v, intercepté par le coté B, Cy et la ligne brisée
Bs+ Cs» Ds, ne surpasse pas a fortiori 3(s” —s’)/2. On demontre d'une facon
analogue que la longueur d'un tel segment, intercepté par le c6té Cy Dy et
la ligne brisée Bs» Cs» Dy, ne surpasse pas non plus ce nombre et I’assertion
(1.10) est ainsi démontrée.
Démonstration de (1,11). Soit

K, =(s,0s), A*=(s",v"), v*=min(6s", a(s’)+ A (s —s')).

L’'angle que fait la droite A*Bs~ avec 'axe u est égal ou supérieur
a celui que fait la droite K By (avec 'axe u), c’est-a-dire a ’angle artcg 2 4.
D’autre part, comme les angles que font le c6té By Cs- et le coté Cs Dy
avec 'axe u ne surpassent pas arctg (24)~!, le segment de droite paralléle
a l'axe v, intercepté par le coté Ay By et la ligne brisée As» Bs» Cs» Ds», ne
surpasse pas la longueur du segment de cette droite intercepté par le coté
Ay By et la droite A® Bs».

Désignons par 1l la droite paralléle au c6té Ay By qui passe par le point
A*. Les droites Ay By et A*Bs» se coupent dans le demi-plan v > u (de
méme que, dans la démonstration de (1,10), les droites By+Cs et B:C, se
coupaient dans le demi-plan u > v). Par conséquent' la longueur du seg-
ment de droite paralléle a I'axe v, intercepté par le coté Ay By et la droite
A*Bs, est au plus égale a la longueur du segment de cette droite paralléle
a l'axe v, intercepté par les droites Ay By et 1. L'angle x que fait la droite
A¢ By avec l'axe u est au plus égal a I'angle que fait avec 'axe u la droite
qui passe par les points By et (s',—0s’), c’est-a-dire qu'il est au plus égal
a I’angle y En désignant par d la longueur du segment de droite paralléle
a l'axe v, intercepté par les droites A¢ Bs et 1, nous avons donc

cin(rtz) _Acd| 44" _ § =8
sin(n'2—y)  cosyx cosyp  cosg-cosy’

=1 As’A‘

ou y, est 'angle que fait la droite A A* avec le sens positif de 'axe u et
A** désigne le point de coordonnées (s, a(s’)+4(s” —¢')). L’assertion (1,11)
est ainsi démontrée.
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On démontre d’une maniére analogue:
(1,12) la longueur du segment de droite paralléle a 'axe v intercepté par
le c6té Do Ey et la ligne brisée By Cs D Egr, ol 0 < §'<<s”, ne sur-
passe pas le nombre (cos @-cos p)~!-(s" —s’).
De (1,10), (1,11) et (1,12) on déduit immédiatement:
(1,13) la longueur du segment de droite paralléle a I'axe v, intercepté par
les lignes brisées Ay ByCy Dy Ey et AgBy'Cs Dy Egr,0ou1 0 <s” <s”,
ne surpasse pas le nombre 3-(2 cos ¢-cosyp)~!- (s —s').
Pour achever la démonstration du lemme 1 remarquons que si v"> v">
> a(uy), on a s (uy, v”)>>s (uy v')>>0 (ceci résulte de (1,3)) et v"—2’
est la longueur du segment de droite u = const = u,, intercepté par les
lignes brisées AyByCyDyEs et Ay ByCs#DynEgr, ol 8" =s(uyv’), s’ =
== s (u,, v"’); donc, en vertu de (1.13) v — v~ <3 (2 cos ¢- cos p)~'-(s (u,, v"') —
—s(ug, v)). La fonction s (u, v) étant continue, on en déduit:

siv” > v > a(u),onav’—v < 3:(2cosgcos )t (s(u, v’)—s(u,v)).
En prenant N=(3:(2 cos ¢-cosy)~! nous voyons donc que la condition (1,6)
est remplie. Pour les conditions (1,7), (1,8) et (1,9) la preuve est analogue
et le lemme 1 est ainsi démontré.
1I

Supposons que les fonctions g(x) et h(y), définies pour — oo <<x,y << + oo,
vérifient les conditions de Lipschitz

lg(x’)—g(x")| <L:|x'—x" et |h(y)—h(y") <L:-y—y",

ou L est une constante positive, et admettons qu'il existe un point (x, y)
tel que i

g@)—g|<a-lx—z| et |R(y)—x|<b |y—7,
ou les constantes positives a et b vérifient l'inégalité
a'b<<l.
Désignons par T la transformation, définie par les formules
z=ybut+z, y=V)av+y,

qui transforme le plan uv en le plan xy. Les courbes d’'éqations y == g(x),
xe(— 00,4+ 00) et x = h (y), ye(— o0, + o0) sont alors les transformeées des
courbes d’équations v —a(u), ue(— 00, + 00) et u=g(v),ve(— oo, + 00),
ou

aw)=-lWbutd—3), pR)=—(()av+§)— ).
Va Vb
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Pour ces fonctions a(u) et g (v) construisons les octogones fermés W, et la
fonction s (u, v) comme nous l'avons fait plus haut. Soit N une constante
qui vérifie les conditions du lemme 1. Posons

t(z,y)=N-} a_+_b-8(*t'7;3. y;_:zy) pour —oo<x,y< + oo

Si=TW , ) pour te<0,+ o).
Nya+b

En profitant des propriétés, établies précédemment, des octogones W, et
de la fonction s (u, v) on constate aisément que les octogones fermés S, et
la fonction t (x,y) ont les propriétés suivantes:

21  S;=|{(x, 9},
(2.2) 0<t'<<t’"— Sy CInt(Se)— Fr(Sy)-Fr(Se) =0,
(2.3) les frontiéres Fr (S;) recouvrent pour te < 0, + oo) tout le plan xy,

(24) lim max d((x,y),S.)=0 pour tout t, >0,
t>t,+ (x,y)eS;

(2.5) t(x,y) est le seul t non négatif tel que (x,y)eFrS;),
(2.6) t(x,y) <t,=(x,y)eS:,
(2.7) la fonction t(x, y) est continue et non négative,
(28) 0 <A<V ~>t(x+2 (x—2),y+4 (y—y) <
<tE+27(x—x),y+4" (y —9)),
gy —y <tlxy)—tx,y),
<g(@) =y —y' <tlx,y")—tx,y),

(29) Yy >y
Y’
 h(y)—=x'—x < t@x”,y)—t(x,y),
x’

>
(2.10) y" <
(2.11) ‘="'>
(2.12) =" < (h(y)—>x —x’ <t(x",y)—t,y),
(213) t(x, g(x)) < t(z,y),
(2.14) t(h(y),y) <t(x,y).

Lemme 2. Si @(t) est une function continue et non négative pour.
te0,+ 00), on a

¥y tix, v)
(2.15) fo(z,s)ds < [o)dr
glx) 0
et ;
X t(x,y)
(2.16) o < [ @@ dr.
() 0
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Les deux inégalités s'établissent de la méme manieére, il suffit donc de
le faire pour la premiére. Si y =g (x), cette inégalité est triviale. Sup-
posons donc y 7 g (x). En vertu de (2,13) on a donc t(x,y) >t (x, g (x)).
Divisons l'intervalle ¢ t(x, g (x)), t(x,y) > en n parties égales au moyen
des nombres

t(x,g@))=t, <t, <t, << - -<ta=t(x,y)
et soit, pour tout k=0, 1, 2,...,,n, y, un nombre compris entre g (x) et y
tel que
t(x, yk) = tp.
D’apres (2,9) et (2,10) il existe pour tout k=20, 1,2, ...,n exactement un
nombre ayant cette propriété et on a
gX)=Yo<y<Ya<'<Ya=y si y<g(x),

9@ =YY=y, >ys>->ys=y si y>g(x),
et
Yre—Yr—1 | < t(x, yp) —t(x, Y1) =te—ta—1, k=1,2,.., n.

Par conséquent
n

O = Z Yr— Yr—1 |- D(t(x, 2) < o = k%; (tx — te—1) - @ (1),

£=1
et, en passant & la limite lorsque n — 0o, on obtient
y Lz, y) tix,y)
[ (t(z,s)ds =lim oy < limoy = [ @(x)dz < [ D (v)dx.
g (x) 1 (x, g (x)) 0
111

En utilisant la famille des octogones fermés S; et la fonction t (x, y),
construites dans le chapitre précédent, je vais établir un théoreme local
sur l'unicité de la solution du probléme de Mlle Z. Szmydt [5] pour
I’équation (0,1); moyennant ce théoréeme je pourrai, en m’appuyant sur
les résultats du travail [3], énoncer deux propositions sur 1’existence d’une
et une seule solution de ce probléme.

Hypothése (U). Soit R le rectangle déterminé par les inégalités
4 <r<a,;, —co<a <a <<+ 00,
Br <Y <fy; —00 <P, <Py<+ .

Nous supposons:
1° que la fonction f(x, y, 2, p, q) est continue pour (x,y) e R et pour
2, p, 9 quelconques et qu'elle y vérifie la condition

(3.1) |fr,y,2,p,9) —f(x,y,2.p,q9) <w(|z—2z|+ p—p +|qg—q),
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ou (4) est une fonction continue et non décroissante pour de . 0, + o),
telle que w(0)=0, w(6) =0 pour 6 >0 et

8

" du

f
(3.2) o ()

0
2° que les fonctions G(x,z2,q) et H(y,z, p) sont continues pour xe{a,,a,>,

ye{ B, Ba» et z, p,q quelconques et qu'elles satisfont aux conditions de
Lipschitz

= 400 pour 6=>0;

(3.3) |G(x,2,q9) —G(x,2,q9)| < K:|z—2|+A(x):|q—q|
et
(3.4) H(y,z,p)—H (y,2,p) <~ K- 2—z|+B(y): p—p|,

ou K est une constante positive, A (x) et B (y) sont des fonctions continues
et positives pour xe{ a,, a, > et yel B, fa>;
3° que les fonctions g (x) et h (y), définie pour xe a,, a,) et yel B, Ba>,
satisfont aux conditions de Lipschitz
g@)—g(x”) <L-|x"—x"| et |h(y)—h(y")| <L-y—y",
ou L est une constante positive et vérifient les inégalités

By < g(x) < B,y et ay < h(y) <ay
4° que les courbes d'équations y=—g(x) et x=—h(y) ont dans le
rectangle R exactement un point commun (I, y) et que l'inégalité
A(x)-B(y)<<1
est vérifiée.
Définition. Si la fonction z (x, y) admet dans le rectangle R des dérivées
partielles 0z/0x, 0z/0y et 02z/0x0y continues (sur le bord du rectangle

il s’agit de dérivées unilatéres), nous dirons que la fonction z(x,y) est
de classe C!'* dans le rectangle R.

Théoréme 1. Supposons vérifiée I'hypothése (U) et admettons A (x) =
=const = A>=>0, B(y) =const=B =0,

1— AR
(3.5) max (az—a,,ﬁ2—51)<ﬁm§,)_

et
g(x)—y <a|x—zx| pour xea,a,),
|[h(y) —x|<b-ly—y| pour yel BB,
ou les constantes positives a et b satisfont da l'inégalité

a-b<1.
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Soit un nombre donné z. Il existe alors une fonction z(x,y) au plus, de
classe C'*) dans le rectangle R, qui y satisfait @ l’équation (0,1) et aux
conditions

(3.6) g;(x,g(x))=G(x,2(x,g(x)),g—;(x.g(x))) pour xelay, ay),

6D Grt) ) —H (5200, 05500, 1) o yebip,

(3.8) z(x,y)=-z.

Démonstration. Supposons que la fonction z (x,y) vérifie les condi-
tions de 1’énoncé et posons

p(x,y)=0z(x,y)/0x,  q(x,y)=0z(x,y)/0y pour (x,y)eR.

Alors on a
y

(3.9) plx,y)= J‘J‘(x, s,2(x, s),p(x,s), q(x,s)) ds4-G(x, z(x, g (x)), g (x, g (x))),
£lx)

(3.10) q(z,y) = f(s,¥,2(5, ), p(s, ), qls, ) ds+H (¥, 2 (h (y), y), p(h(y (¥), ),
h(y)
2+ [ p(s,y)ds lorsque y =1,

x

é+J"p(s g--y(s—r)+y)ds+j q(

—7T .
s (s—y)+tx,s)ds
(3.11) z(x,y)= y( y) )
lorsque r#x et y#vy,
Yy
z+ [ q(x,s)ds lorsque z =1.

y

Il suffit donc de prouver que le systéme d’équations (3,9) et (3,10), ou la
fonction z (x, y) est définie par la formule (3,11), a au plus une solution
formée d’un couple (p(x,y), q(x,y)) de fonctions continues dans le rec-
tangle R

Supposons qu'il y ait deux couples (p (x, ¥), q(x, 9)) et (p (x,¥), q (x,y))
de fonctions continues dans le rectangle satisfaisant aux équations (3,9)
et (3,10). Soit

| =max (a; — a,, f3— f1)-
D’aprés (3,5) on a
Kl <1,(1 —Kl)> > (Kl+ A)-(Kl+B),



Sur I'unicité des solutions. .. 121

il existe dons des nombres ¢; == 1 et c; == 1 tels que
(3.12) Klc,+(Kl+ B)c, < xc,, (Kl+A)c,+Klec, > xc,.

ou
0 << x<"1.

Prolongeons les fonctions g (x) et h (y) d’apres les formules

_ __|h(p,) pour y <p,
he { "=\h ) pour y>5"

g(a,) pour x << a, h(y

g (a;) pour x> az’

et posons

d,(t)=max |p(z,y)—p(x,y),
(x,y)eR-S,

d,(t)=max Iq(x,y)—q(x,9),
(X,y)ER-St

d(t)=c,-d,(t)+c,-d.(2).

Comme RC S pour t suffisamment grands, il suffit, pour établir le théo-
réme, de montrer que d (t) = 0 pour te<0, + o).

Les fonctions d(t), dyo(t) et d(t) sont non négatives, continues (ceci
résulte de (2,4)) et non décroissantes. Comme (x, y)eSt(x, y), On a

p(x,y)—p(x,y)|<d (t(x,y) et [q(x,y)—q(x,y)| < dy (t(x, y)
pour (x,y)eR, d'ou, en tenant compte de (3,11) et (2,8), on tire
|z(x,y) —z(x,y)| <1-d, (t(x,y)) +1-dy (¢ (x,9)) < 1-d(t(x,y)),
donc, en vertu de (3.9), (3,1) et (3,3),

"

[ w(@+D-dtix, 9 ds| + Kl-d, (t(z,g () +
%)
' +(KL+ A)-d, (t(x, g (2))).

Ip(x,y) —P(x,y)| <

De la on obtient' d’aprés (2,13) et (2,15),
t(x,y)

|p(x,y) —p(x,y)| <fw((l+1)-d(t)dr + Kl-d, (t(x, y)) + (Kl + A)-d, (t(x, y)),
0

et par conséquent, en tenant compte de (2,6),
!

d, (0 < [ (@+1)-d(x) dr-+Kl-d,(t)+(KL+ A)-d,(2) pour te< 0, + 00).

0
On obtient de méme, en tenant compte de (3,10), (3,1), (3,4), (2,14), (2,16)
et (2,6),

.

d, () <fw((l+1)-d(z))dz+(xl+3)d, (t)+ Kl-d,(t) pour te(0, + o0),
0
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d’ou on tire, d'aprés (3,12),
t

d(t) < [g(d(x))d pour te0,+ oo),
0

ou

c] + Cy

@(0)= o ((1+1)-8) pour 6¢{0, + o).

Par conséquent (cf. [4], théoréeme 1, p. 200)

d(t) < D(t) pour &8€<0,+ o),
ou
!
D(t) = [ p(D(z))dz, cest-a-dire D(0) =0 et D'(t)= @ (D(t)\.
0 \

Mais' en vertu de (3,2), on a

é
‘ - =+ o0 pour 4>0,

p(u)
1]
donc D(t) = 0 pour te' 0,4 co) et, par suite, aussi d(t) = 0 pour te< 0, + c0),
ce qui démontre le théoréme.
En utilisant le théoréme 1, qui vient d’étre établi, ainsi que les lemmes
7 et 8 du travail [2], le théoréme 1 du travail [3] et le lemme 5 du travail
[3], en appliquant la méthode du prolongement des solutions exposée dans
les démonstrations des théorémes 3, 4 et 5 du travail [3] nous obtenons les
deux théorémes suivants sur l’existence d’une et une seule solution du
probléme de Mlle Z. Szmydt pour I'équation (0,1).

Théoreme 2. Supposons que Uhypothése (U) soit wvérifiée et que
Uon ait
lg(x)—x[<a-|lx—x| pour zelpy,Bs),
et

|h(y pour ye{ By, fa,
ou les constantes positives a et b satisfont a l'inégalité
a-b<<1.

Etant donné un nombre z, il existe eractement une fonction z(x,y) de
classe C''*) dans le rectangle R, qui y satisfait a ’équation (0,1) et aux
conditions (3,6), (3,7) et (3,8).

Théoréeme 3. Supposons que Uhypothése (U) soit wérifiée et que
les courbes d’équations y —g (x), xe{ a,, ag) et x=h(y), ye{B,, fla » aient
pour seul point commun Vun des sommets du rectangle R, leurs con-
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tingents en ce point étant disjoints. Etant donné un nombre 2z, il existe
exactement une fonction z(x,y) de classe C'*) dans le rectangle R, qui
y satisfait a ’équation (0,1) et aux conditions (3,6), (3,7) et (3.8).

De ces théorémes on déduit immédiatement les deux théorémes suivants
sur le probleme de Goursat pour 'équation (0,1).

Hypotheses (U*). Soit R le rectangle défini par les inégalités
Uy S T agy — 00 <<y < ay<<— 00,
Br <y <Py —o0 <P <Bp<+ oo
Nous supposons:
1° que la fonction f(x,y,2 p,q) est continue pour (x,y)eR et 2,p,q
quelconques et qu'elle y satisfait 4 la condition
1f(x,y,Z,P,q)—f(-T,y,Z,P, qH 'w(lz—z +\p—'P| + \q_‘ql),

ou w(d) est une fonction continue et non décroissante pour de< 0, + o0),
telle que w(0)=0, w(é)=0 pour 6 =0 et
6
' du
J N 4+ oo pour 46>0,
0

2° que les courbes d’équations y =g (x), Te{ay, ay et x=h(y),
ye{ By, B2 >, ou les fonctions g (x) et h (y) sont de classe C!"), sont contenues
dans le rectangle R et qu’elles y ont exactement un point commun (, ¥);

3° que les fonctions ¢ (x) et y(y) sont de classe C'" pour xe{ ay, a,) et
ye{ B, Ba), o(x) =1y ().

Théoréme 4. Supposons que 'hypothése (U*) soit vérifiée et que l'on
ait
(4.1) g(x)—y|<a:|lx—x pour xe ay,a,
et h(y)—x|<b-ly—y pour yeB, By,
ou les constantes positives a et b vérifient 'inégalité

a-b<<l.

Dans ces conditions il eriste exactement une fonction z (x, y), de classe C""*
dans le rectangle R, qui y satisfait a I’équation (0'1) et aux conditions

(4.2) z(x,g(x)) =¢(x) pour zxelay,a,
et

(4.3) z(h(y),y) =vy(y) pour yelB,Ba-
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Théoreme 5. Supposons vérifiée hypothése (U*). Soit (x, y) Pun des
sommets du rectangle R et supposons que l'on ait

(4.4) g'(@) R <1

Il existe exactement une fonction z (x,y), de classe C''*) dans le rectangle
R, qui y satisfait @ I’équation (0,1) et aux conditions (4,2) et (4,3).

Pour établir les théorémes 4 et 5 il suffit d’appliquer les théorémes 2
et 3, en posant G(x,2,q) =¢'(x) — g'(x)-q, H(y,z,p) =¢'(y) —h(y)-p,
z = @(x) = y(y). Dans le théoréme 5 le probléme de Goursat a été
énoncé comme dans le travail {1], ou il était question de I’équation
022/0x0y — f (x, y). La condition (4,4) (de méme que (4,1)) exclut de cas
ou les courbes y =g (x) et x=h (y) sont tangentes; pourtant nous avons
montré, dans le travail [1], que dans le cas de I'équation 02z/0x0dy = f(x, y)
on peut admettre, en gardant les précautions nécessaires, que ces courbes
sont tangentes. Dans le théoréme 1 du travail [2] j'ai réussi a étendre ce
résultat, pour ce qui concerne l'existence et I'unicité des solutions, a I'équa-
tion générale (0,1) dans le cas ou les fonctions g (x) et h (y) sont toutes les
deux non décroissantes et ou il ne s’agit que d’une solution détterminée
dans un ensemble situé entre les courbes y =g (x) et x= h (y). Je pourrai
maintenant énoncer un théoréme analogue dans le cas ou les hypothéses
sont les mémes que dans le théoréeme 5, toutefois sans I’hypothese (4,4).

Condition (). I1 existe une fonction g (z, y), de classe C'"' dans le re-

ctangle R, telle que ¢(x)=x(x,g(x)), y(y) =y (h(y),y) et que les con-
ditions de Lipschitz

lx(x, Y )—2x (0, y") | < K- [y'— " et |3y, y)— py(x”, y)| < K- |x"—x"|,

ou K est une constante positive, sont vérifiées dans le rectangle R.

Dans le théoréme 1 du travail [2] la condition (y) devait étre remplie.
11 est pourtant évident que, pour asurer 1'unicité seule de la solution, il n’est
plus nécessaire d’introduire cette condition, car elle est automatiquement
remplie s’il existe une solution quelconque. En raisonnant comme dans

la démonstration du théoréme 8 du travail [3] nous obtenons ainsi le
théoréme suivant:

Théoréeme 6., Supposons vérifiée I’hypothése (U*) et admettons que le
le point (x, y) soit un des sommets du rectangle R et que toutes les fonctions
di?(x)/dx, n=1,2'3, ..., ou A°(x) =z, 1"+ (x) = h (g(4" (x))), soient bornées
dans leur ensemble dans l'intervalle {a,,a,>. Il eiste au plus une fonction
z(x,y), de classe C''") dans le rectangle R, qui y vérifie 'équation (0,1) et les
conditions (4,2) et (4,3). Si, de plus, la condition (x) est remplie, il existe
exactement une telle fonction.
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Remarque. Des théorémes 5 et 6 de ce travail il résulte que dans le
le théoréme 1 du travail [2] il n’était pas nésessive, pour assurer l'existence
d'une solution, de supposer les fonctions g (x) et h (y) non décroisantes.
L’exemple suivant montre que cette hypothése est pourtaant necessaire
pour assurer l'unicité de la solution, définie seulement entre les courbes
y=g(x) et x=h(y).

Exemple. Admettons g(xr)=x—x? h(y)=0, ¢(x)=0 et yp(y)=0
pour x,ye<0,1)>. Soit A l'ensemble défini par les inégalités 0 < xr <"1,
r—x2<y< 1. L'équation 0%/0xdy=—0 admet alors un infinité de
solutions de classe C''*) dans I'ensemble 4, qui vérifient les conditions
(4,2) et (4,3); elles sont déterminées par la formule:

|0 si 0\(x1/%’x_x2\<y<1'
3% 1 1
= YD = i — 1],— <y
z2(x,y) G (x 2) si <@ 1,4 Syl

h (St R 5 | N&ladent 23 kb0t W e TR
[C l(x——z) —(4 )] si Ef\x» l,r—=x \<¢y\j4~-,

ou a1 et C est une constante arbitraire.
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Streszczenie

Praca dotyczy jednoznacznosci rozwigzan nastepujacego, postawionego
przez Paniag Z. Szmydt problemu dla réwnania
(1) ny=f($,y,2,2x:zy)-

Problem (S). Niech R oznacza prostokat
a ST < ay, fi<y<p.

Dane sa funkcje f(x,y,2,p,q), G(x,2q) i H(y, 2, p), ciagle dla (z,y) ¢ R
i z, p, @ dowolnych. Ponadto, dane sa funkcje g (x) i h (y) ciagle odpowied-
nio w przedzialach {a,,a,, i <, B, >, spelniajace nierownosci B, < g(x) <B,
i a; <h(y) <a,. Wreszcie dany jest punkt(x,y)e R oraz liczba z. Poszuki-
wane jest rozwigzanie z (x, y) ré6wnania (1), okreslone i ciggle wraz z po-
chodnymi 2., 2, i 2,y w prostokacie R, spelniajace warunki
2:(r,9(x)) =G (x,2(x,g (x)),2y (x,g(x))) dla xela,,ay),
zy (h,(y),y) = H(y,z(h(y),y), 2 (h (y),y)) dla yeB,, By,
z(x,y)=2=z.
Odnosnie funkcji, wystepujacych w sformulowaniu powyzszego problemu
w niniejszej pracy przyjete sa zalozenia nastepujace.
Zalozenia (U):
1° funkcja f(x,y 2, p, q) spelnia dla (x,y)eR i 2,p,q, 2,p, q dowol-
nych nierownosé
If(x,y,2,p,9) —f(x,9,2,p,9) | <w(lz—2z|+ |p—p +[g—a],

gdzie w(d) jest funkcja ciaggla i niemalejgca dla de (0, 4 oo), takay ze
w(0)=0, w(6)=>0 dla 6> 0, oraz
: d
U — o da 6>0;
o(u)
0
2° funkcje G (x,2,q)1i H (y, 2, p) spelniajadla x€<a,,ay, ye By, P>
izmp4q, 2,p q dowolnych warunki Lipschitza

G(x,Z,Q)_G(x,z,Q)!\<K' z2—2z +A(x)'|q_al

H(y,z,p)—H(y,z,p)| <K:z—2z| + B(y :|p—p|,

gdzie K jest stalg dodatnia, zas A(x) i B(y) sa to funkcje ciggle i dodatnie
dla xeda,,a,) i yeiBy,B,;
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3° funkcje g (x) i h(y) spelniajg w przedzialach ‘a,,a,) i By, B>
warunki Lipschitza

g (x') —g (x")

gdzie L jest stalg dodatnig;

4° krzywe o rownaniach y=g(x) i x = h (y) maja w prostokacie R
dokladnie jeden punkt wspélny (x, y);

<./L-::L"—:r“| l h(y,)—h(y”)|<l4‘|y'_y"|,

5° spelniona jest nierownosé
A(x):B(y)<1.

Twierdzenie 1. Jesli zalozenia (U) sq spelnione oraz funkcje g(x)ih(y)
spelniajqg warunki
gx)—y <a-x—x dla xela,,a.

h(y)—x <b-y—y da ye B, b,
gdzie a>0,b>0i

i

a-b<<1,
wowczas problem (S) posiada dokladnie jedno rozwigzanie.

Twierdzenie II. Przypusémy, ze zalozenia (U) sq spelnione oraz, ze
krzywe o réwnaniach y =g (x), x€¢ a;,a, i x=~h(y), {yep,,B.> majq
majq za jedyny punkt wspdlny jeden z wierzcholkéw prostokqta R, przy
czym ich kontyngensy w tym wierzcholku sq rozlgczne. Przy powyzszych
zalozeniach problem (S) posiada dokladnie jedno rozwigzanie.

Istnienie rozwigzan w obu przypadkach wynika z twierdzen pracy [3].
Jednoznacznosci dowodzi sie przy pomocy twierdzenia Z. O piala o nie-
rownosciach calkowych w oparciu o wlasnosci pewnej rodziny c$mioka-
téw polozonych w plaszczyznie xy. Ostatni rozdzial zawiera wynikajace
z twierdzen I i II twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci rozwigzan za-
dania Goursata dla rownania (1).

Peszwwme

Orta pabora kKacaeTcs OQHO3ZHAYHOCTM pellleHui ciaeaytolleit npobyemsr,
nocraBaeHHoi Manam C. IIIMBIAT OTHOCHMTENBHO ypaBHEHMA

(1) Zxy = f (a, Y, 2, 2y, zy)
ITIpobnema (S). Ilyctb R 0603HayaeT NpAMOYTroJbHUK
a, < x<ay, B~y < B

Janusr pyskumu f(x,y, 2, p, q), G (x,2,9) m H(y, z, p) HENpepbIBHbIE AJA
(x,y) eR ¥ Npou3BOMBHBIX 2, P, . CBepX TOro AaHbl yHKImM g(x) 1 h(y)
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HerpephIBHbIE COOTBECTBEHHO B cermeHrax < a,, a,, u {f,,f, ), MUCIOIHALO-
mme HepaBeHcTBa f, < g(xr) < B, m a, < h(y) <a,. Krtomy naHa Touka
(Z,y) m umcyo z. Wwerca pelenne 2 (X,y) ypaBHeHus (1) ompeaenéHHoe
Y HeNpepbIBHOE BMECTE C NMPOM3BOAHBIMMU Zx, 2y U Zry B UPAMPYTOJbHUKE R,
MUCMOTHAKLLME YCIOBUSA

z:(x,9 (x)) = G {x,2(x, g (), 2y (x, g (X)) AnA xe ay,ay)
zy(h (y), y)=H(y,z(h(y), y), z:(h(y),y) ana yef, .
z(r.y)=-z2.
OTHOCUMTENbHO (PYHKIMI, BBICTYyMalOUMX B (POPMYyJIUPOBKE BbILIE-
M3JIOKEHHOM mnpobjeMbl, B 9TOil paboTe NPUHATBI CJEQyIOLIME MIPEAIo-
colnky, IIpeanocvuiku (U):

1° dyukuma f(x, y, 2, p, Q) ucnoaHaer ana (r,y)eR u npousBoabHBIX
z,p,q, 2,P,q HEPaBEHCTBO

‘f(x,y,ZyP:Q)_f(Zyy.Z,P’Q)‘ w(lz_zl+ P—pP + q_Q:)r

rae w(d) ects pyHKRUMA HenpepwiBHas ¥ HeMmaJsewomas ana e 0, + oo)
Takaf, 4t0 w(0)=0, w(d) >0 gna 4 =0, a Takxke

é
{'du =400 pana 6>0;
J o)

0

2° dyuxkuun G(x,z,q) u H\y, 2, p) UCIONHAIOT AJNA € ay, a, ), Ye{ By, fa
M MPOU3BOJBHBIX 2, P, q, 2,D,q ycjaoua Jiunmmuna

!G(x,Z»Q)—G(-T,Z,Q)!" —K'|Z_Z:+A(x)' q_Q!

|H(y,z,p)—H(y,z,p)| < K-[z—2z| + B(y)- ' p—pl,
rae K ecTb moJsloxkuTesibHaA NMocTOAHHaA, a A (x) u B (y) cyTh dyHKUMH
HENpEepbIBHbIE U TIOJIOXKUTEJbHbIE ANA Tel a,,a; ) nyel B, By
3° oy g (x) u h (y) ucnommuawT B cermenrtax {a,, a) u  fi, f,
yeaoBua Jiuniumnna
lg(x)—gx")| <L-'x'—z"| u |h(y)—hy") <Ly —y"|,
rae L moJsioXurenpHasA NOCTOAHHASA;

4° xpuBble, onpenenseMble ypaBHeHMAMHM Y= ¢ (x) u T = h(y), umcior
B NPAMOYroJIbHUKE R B TOYHOCTM ofHy obuiyo TOYKY (IT,Y);

5° MCroOJTHEHO HEpaBEeHCTBO
A(x)-B(y) <1.
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Teopema 1. Ecim npoanocklnku (U) BeiMmoJHeHB!, a PYHKuMM g (X)
u h (y) UCIIOJIHAIOT yCIOBUA

g(x)y a- x—x pana xela,a,),
"
lh(y)x <b-ly—y| ana yelp, .,
Npu4éM
a>0,b>0mua b1,

To Torga npobsema (S) MMeeT B TOYHOCTM ORHO peLUEHHe.

Teopema II. IlpexnmoJsioxkum, yro mpeanocbliky (U) BBINOJHEHBI M 4TO
KpMBble ¢ ypaHHeHuMAMU Y =g (x), xe{ a,, an  u T=h (y), ye By, fa
MMEIOT B KayecTBe €NMHCTBEHHO oblieit TOYKM OJHY M3 BEPIUMH IIPAMO-
yronbHuyka R, mpuuéMm MX KOHTMreHTbI B 9TOI BeplUMHe pa3jeJbHbl. IIpu
3TUX Mpeanocblikax npobsaema (S) MMeeT B TOYHOCTM OXHO DeELLEHME.

CyulecTBOBaHMe pellleHuit B obeux ciydasxX BbITEKaeT U3 TEOpEMBI pa-
6otbl [3]. OXHO3HAYHOCTh AOKa3bIBaeTcA Npy momoluyu teopeme! 3. Onuana
00 MHTerpaJIbHbIX HEpPaBEHCTBaX, ONMMPafACh Ha CBOMCTBAaX HEKOTOPOIO ce-
MelCTBa BOCbMUYTOJILHMKOB, JIEXKAIMX Ha IJIOCKOCTH XY. IlocnemHAA raa-
Ba COAEPKMUT BbITeKawume u3 TeopeMm I u Il npensoxkenusa o cyuiecTso-
BaHWM M OJHO3HAYHOCTHM pemeHuit 3agauu I'ypca aina ypaBHenma (1).






