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Sur les fonctions en moyenne (y) p-valentes
O funkcjach (p) srednio p-listnych

O dyrrouax (¥) B cpennemM D-JAMCTRABIX

1. Dans son travail [3]) M. D.C. Spencer a introduit la notion de
(y) p-valence en moyenne. Soit ¢ (r) une fonction non-décroissante et
al?solument continue, définie pour =0 et telle que y (0)=0. Consi-
dérons une fonction f(2) réguliére dans le cercle-unité ou elle prend
n(w) = n(re”) fois la valeur w— re®® et posons
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On dit que la fonction f (2) est en moyenne (y) p-valente dans le cercle-

unité s'il existe un nombre positif p (non nécessairrement entier) tel
qu'on a
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pour tout R> 0. D’apreés (1.1) on voit que la condition y (0) = 0 peut étre
omise.

La.condition (1.1) montre que les fonctions en moyenne p-valentes de
M. Biernacki [1] c'est-a-dire telles que p— p (r) =0 pour tout r=>0,
sont toujours () p-valentes pour chaque fonction non-décroissante w (r).
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Deux espéces de (y) multi-valence en moyenne ont été étudiées en
détail: la classe des fonctions en aire multi-valentes (y (r) = n7?) introduite
par D. C. Spencer [3] et celle des fonctions de p-valence logarithmi-
que (yp (r)==log r,p(r)—p==const pour r assez petit). Cette derniére
classe a été introduite par Garabedian et Royden [2]. Ils ont
remarqué que la classe introduite par eux-mémes est plus étendue que
celle de D. C. Spencer.

Le but de ce travail est d’établir les conditions nécessaires et suffisantes
trés simples qu'il faut imposer aux fonctions y(r) et ¢(r) pour qu'une
fonction en moyenne (y) p-valente quelconque soit aussi en moyenne (¢)
p-valente.

2. Théoreme. Soient y(r) et ¢(r) des fonctions continues, ainsi que
leurs premiéres dérivées, définies pour r >0, telles que y'(r)=>0 pour r -0,
@(r) >0 pour r=0 et ¢'(r)/y'(r) est @ variation bornée dans tout inter-
valle fini.

La condition nécessaire et suffisante pour que chaque fonction f(z2),
réguliére et en moyenne (y) p-vclente dans le cercle-unié, soit aussi en
moyenne (¢) p-valente est que ¢'(r) y'(r) soit une fonction non-croissante.

Démonstration. La condition est suffisante. Suppose
que ¢'(r)/y'(r) soit une fonction non-croissante. Posons @ (r) — p — p ().

D’apres (1.1) on a

R

(2.1) u(R)=f(D(r)1p'(1')dr>0 pour tout R =0.
0

¢'(r)/y’(r) étant une fonction mesurable bornée, nous voyons que

‘(r)
(1)

est une fonction sommable. En appliquant la formule d'intégration par
parties ([4] p. 298) on a:
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ou la derniére intégrale est prise au sens de Rieman-Stieltjes. Pour établir
notre énoncé, il suffit de remarquer que ¢’(R)/y'(R)et u (R) sont non-néga-
tives et que |— ¢'(r)/y(r)] est non-décroissante.
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La condition est nécessaire. Supposons que les fonctions
p(r) et y (r) remplissent les conditions précédentes sauf celle de la non-
croissance de ¢'(r)/y'(r), c’est-a-dire supposons qu'il existe deux nombres
a, B, 0<<a<p tels que ¢'(a)/y’(a) <<¢'(f)/yp'(f). Nous allons trouver une
fonction f(z) réguiliére dans le cercle-unité qui, étant en moyenne (y)
p-valente, n’est pas en méme temps en moyenne (¢) p-valente.

D’abord remarquons qu'il existe une fonction non-négative u (r), dé-
finie pour tout r == 0, continue ainsi que sa premiére dérivée, positive dans
lintervalle (0,7,) ou 7y>> 8, s’annulant en dehors de cet intervalle (en
particulier u (0) = 0) et telle que

22) J u@)d l~ PO _y,
[i]

y(r)

Pour établir son existence considérons une suite non-croissante quel-

conque {u,(r)} de fonctions continues ,ainsi que leurs premiéres dérivées,
telle que

Un(0)=1u,(r)=0 pour r =T,

Ua(r) >0 et croissante pour 0<r<a

Un(r) =1 pour a<r<p

Un(r) >0 et décroissante pour B<<r<7,
=1,2,...

Admettons en outre que ocette suite {u,(r)} converge vers zéro en
dehors de l'intervalle la, B]. 1l est facile de voir que

f
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En effet, § étant positif, arbitrairement choisi, on a
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Les integrales
a4

] u.,(r)dl—m

y"(‘r) et ' Uy {r) d I—' ¢’(r)

J y(r)
p+é

.

tendent vers zéro, car la suite u,(r) converge vers zéro uniformément dans
les intervalles |0,a— 4| et [B + 6,7,].
L’intégrale

' _w(n
‘ u"(r)d[ y'(r)

peut étre évaluée de la maniére suivante

| “u,. (Md
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La fonction — ¢'(r)/¢'(r) étant continue, la variation

a | ’
A
a—ad Y
est une fonction continue de la variable 8 alors
lim V (—?;)=o.
8450 a—4 Y

Il est en est de méme de l'intégrale
g6

fu"(r)d 7|
B

Ces deux intégrales peuvent donc étre arbitrairement petites. Ensuite,
on a

8

| g'(r)
{ u,(r)d S
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indépendamment de n.
Par conséquent, pour n = N assez grand, on a
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Il suffit maintenant de poser u (r) = uy(r). La fonction u (r) remplit toutes
les conditions demandées, en particulier, la condition (2.2).

Maintenant nous allons déterminer une fonction f (z) qui sera réguliére
et en moyenne (p) p-valente dans le cercle-unité, sans étre en moyénne
(@) p-valente.

Considérons la fonction u’(r)/y’(r). Elle est évidemment continue pour
r =0, positive dans le voisinage de r=20, et elle s’annule pour 7 =>r,.
Posons p, =supu (r)/y'(r) et prenons p > p,.

0, £}
Soit p(-r)=p—u(1’)/ (r). On voit que p(r) >0 pour tout r > 0. Soit
S la surface de Riemann composé de tous les arcs C,: |w|=7r, — ap (1) <
<arg w<ap(r) (r>0). S étant simplement connexe, il existe une
fonction réguliére f (z) qui représente conformément le cercle-unité sur S.
Si n(re"”) désigne le nombre des racines de l’équation f(z) —re’®, on
a évidemment:

2n
; ‘ n(re)df = I_J‘ld0= 1'2”P(T)=P(1’)-
27:[_}_ 2% 2n

5

Ensuite, pour une telle fonction f (2) nous avons:

R ﬁ.

-

J [p—pMly'(r)dr = ‘

0

& (’) w'(r)dr=u(R) >0

pour tout R >0 et d'aprés la formule d'intégration par parties

flp p(T)IqJ(r)dr—J u'(r) (p(r)d'r—fu(r)dl—— (T)

pour R =r,,

Cela signifie que la fonction f(z) est en moyenne (y) p-valente mais
n'est pas en moyenne (¢) p-valente.
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Streszczenie

W pracy tej zajmuje sie porownaniem klas funkeji regularnych i (y)
$rednio p-listnych w sensie D.C. Spencera, i otrzymuje warunek
konieczny i dostateczny na to, by funkcja (y) srednio p-listna byla jedno-
cze$nie funkcja (p) Srednio p-listng. Warunkiem tym, przy odpowiednich
zalozeniach co do funkeji ¢(r) i ¢(r), jest by stosunek ¢'(r)/y’(r) byt funkcja
nierosnacy.

Pe3womMme

B sroit paboTe A 3aHMMAaIOCh CPAaBHEHMEM KJIACCOB PETYJISPHBIX (DYHK-
umit (y) B cpenHeMm p-JamucTHbIX B cmbiciae M. II. CneHcepa u mosyyaio
ycJaoBMe HeoOXoamumoe M OOCTATOYHOE IJIA TOro, 4ToObl dyHKImA (y)
B cpenHeM p-iMcTHaa Oblna omHOBpeMeHHO dyHKLMeENR (¢p) B cpegHeM
pP-JMCTHOI. OTO YCJOBME NPU MOAXOAALMX IMPENITONOXKEHMUAX OTHOCH-
reabHo yHKUMit p (r) U @(r), cocTour B TOM, 4T0obBI @'(r)/y’(r) GBLITO HO-
Bo3pacTaloleil PyHKUImes.



