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Sur le probléeme de E. Goursat relatif a ’équation
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Dans le cas bien simple de I'équation linéaire du type hyperbolique
a deux variables indépendantes de la forme

0%z .
(0,1) dzoy = flx,y)

la plupart des problémes aux limites classiques, tels que le probléme de
Cauchy ou bien celui de Darboux, admettent une résolution
immédiate grace a la connaissance d’une intégrale générale

ol ([TiA
(0,2) z= | {ff(é,n)dn}dH-V(xHW(y)

de I'équation (0,1). Cependant, dans le probléme posé par E. Goursat,
[1] et [2), ou il s’agit de trouver une solution de I'équation (0, 1) admettant
des valeurs données d’avance le long de deux courbes issues d’un point
P, dans le plan xy et n’ayant pas d’autres points communs, la question
de V'existence des fonctions V(x) et W(y) réguliéres et ccmpatibles avec
les conditions aux limites devient beaucoup plus compliquée.
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Les trois possibilités essentielles suivantes peuvent se présenter: 1° les
deux courbes dont il vient d’étre question ne sont pas tangentes l'une
a autre *), 2° ces deux courbes ont une tangente commune au point P,
mais celle-ci n’est paralléle a aucune des deux familles de caractéristi-
ques de l'équation (0, 1), c’est-a-dire des familles de droites x— const
ou y==const, 3° les deux courbes considérées sont tangentes au point P,
4 une caractéristique x==const ou y=—-const. Dans le cas 1°, le plus
facile, I'application de la méthode donnée par E. Goursat ne présente
pas de difficultés, tandis que dans les deux autres cas, certaines précau-
tions sont indispensables car les séries qui y interviennent ne sont con-
vergentes que sous certaines conditions.

Nous nous proposons ici d’examiner tous les trois cas et d’établir
certaines conditions suffisantes pour l'existence d’une solution du prob-
léme en question.

On exige d’habitude que les deux courbes, le long desquelles les
solutions de 1'équation (0,1) doivent admettre des valeurs données d’avan-
ce, ne soient nulle part tangentes aux caractéristiques. Nous n’allons pas
introduire cette restriction, ce qui nous permettra d’englober dans nos
raisonnements, comme cas particuliers, le probléme de Darboux et
celui de Picard.

Les résultats exposés dans cette note seront appliqués dans un autre
travail de I'un des auteurs [3], ou il sera question d’équations plus gé-
nérales du type hyperbolique.

1. Hypotheses. notations et énoncé des problémes

Nous convenons de dire qu'une fonction f(x,y) de deux variables
indépendantes est de classe C'” dans un ensemble ouvert B, si elle est
définie et continue partout dans cet ensemble. Si, en outre, la fonction
f (x, y) admet deux dérivées partielles du premier ordre continues partout
dans B, la fonction f(x,y) sera dite de classe C'! dans B. Enfin, si la
fonction f (x, y) est de classe C!!) et si elle admet encore une dérivée mixte
du second ordre fy , (x, y) définie et continue partout dans B, la fonction
f (x, y) sera appelée de classe C'™ dans B. Nous dirons qu'une fonction
f (x, y) est de classe C®, C" ou C''™ dans un ensemble arbitraire Z, si
la fonction f (x, y) peut étre prolongée sur un ensemble ouvert B, con-

*) Ce cas a été étudié par E. Goursat [2] dans des conditions un peu plus
restrictives (dans son Cours d'Analyse Mathématique [1] il n'a donné qu'une idée
générale d’'une résolution). D'autre part, le cas en question est englobé dans les
théorémes trés généraux de Mlle Z. Szmydt, concernant I'équation non linéaire
s=f (x,¥,2,p,q), cf. [4] et [5]).
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tenant 'ensemble Z, de telle fagcon qu’elle soit respectivement de classe
C%, C" ou C"™ dans B**). Nous adopterons des conventions semblables
pour les fonctions d’une seule variable indépendante.

Il nous sera commode de formuler une fois pour toutes certaines hy-
pothéses dont nous nous servirons dans tout ce travail.

Hypothese (H)). Une fonction f (x,y) est de classe C'” dans un rec-
tangle D défini par les inégalités:

(D) 0< x<a, 0y <b;

deux courbes I et I',, contenues dans ce rectangle et n’ayant comme

point commun que l'origine des coordonnées (fig. 1), sont représentées par
les équations

(I'y) L y=g(x)), 0<xr<a,
(IYV) .‘I.‘=h(y), O/y bv

les fonctions g(x) et h(y) étant de classe C! dans les intervalles
0<x<a et 0<<y<"b respectivement; on a donc

g(0)=h(0)=0
et
0 g(x)< b, 0 <h(y) <a

%’ T =%
Ly !
D i
I
Iy

;

Tig. 1 Pig. 2.

Hypothese (Hp), cas singulier. Les fonctions f(x,y), g(x) et h(y)
jouissent des propriétés spécifiées dans l'hypothese (H,), avec la seule
exception (fig. 2) que la fonction h (y) ne doive pas nécessairement avoir
une dérivée finie au point y==0 ***),

*¢) Bien entendu, il est possible de donner une autre définition équivalent;, ou
I'ensemble auxiliaire B n’interviendrait pas, mais nous n'allons pas discuter ces
détails qui ne sont pas essentiels ici.

®*%) ]l est évident que l'on pourrait ici échanger les rdles des variables indé-

pendantes x et y ainsi que des fonctions g (xr) et h (y), mais on n’obtiendrait alors
rien d’essentiellement nouveau.
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Hypotheése (K,). Les fonctions ¢(x) et y(y) sont de classe C!! dans les
intervalles 0 < x<<a et 0 <<y <<b respectivement et ¢(0)=y(0).

Probléme I (de E. Goursat). Trouver, dans les hypothéses (H,) et
(K,) — ou bien (H}) et (K,) — une fonction z=u(x, y) de classe C""
dans le rectangle D, satisfaisant a I'équation

Pulx,y) _
(1,1) W—f(x,y)

et aux conditions aux limites:

u(x,g(xr))=¢(x), pour 0< x< a,
(1,2)

u(h(y),y) =v(y), pour 0<y<b.

Nous verrons dans la suite que le probléme I ainsi posé peut ne pas
avoir de solutions, c’est-a-dire de solutions qui soient des fonctions de
classe C''). Il sera donc indispensable de renforcer encore les hypothéses
relatives aux fonctions données, afin d'assurer l'existence des solutions.
Cependant, les hypotheéses (H,) et (K,) — ou bien (Hg) et (K,) — que nous
venons d’introduire seront suffisantes dans les raisonnements concer-
nant l'unicité des solutions du probléme I.

Posons maintenant

Y

Uz, y) = | {! f(s,mdn}de,
0 0

(1,3) &(x) = ¢(x) — ¢(0) — U(x, g(x))
et
(1,4 P(y) = y(y) —9(0) —U(h(y), y);

nous aurons, dans les hypothéses (H,) et (K.) — ou bien (Hp) et (K,),

@ (0) =¥(0)=0, d>'(0_)=¢p'(0) et P'(0)=1y'(0).
L’intégrale générale de I’équation (1,1) ayant la forme bien connue
(1,9) u(x,y) =Ulx,y)+ V(x) + W(y),

ou V(x) et W(y) désignent deux fonctions indéterminées de classe C"
dans 0=<Cax<{a ou 0<Cy<b respectivement, le probléme I est tout
a fait équivalent, dans les hypothéses (H,) et (K.) ou bien (Hj) et (K,),
au probléme suivant, de forme plus simple:
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Probléeme Il. Etant données deux fonctions ®(x) et ¥(y) de classe C"
dans les intervalles 0 << xr < a et 0= y << b respectivement et satisfaisant
a la condition

(1,6) @ (0) =¥ (0)=0,

trouver deux fonctions G(x) et H (y) de classe C'" dans ces intervalles
telles que

G(x)+ H(g(x)) =®(x), pour 0 < xr<a,

1,7

t G(h(y)+H(y)=¥(y), pour 0<y<b,
e

(1,8) G (0)=H (0)=0.

Toute solution u (x, y) du probléme I s’obtient évidemment a partir d’une
solution du probléme II en faisant les substitutions

o (0)

(1,9) V(x)=G(x) + 5

Wiy =Hy) + %

dans l'intégrale générale (1,5). Inversement, u (x, y) étant une intégrale
de I'équation (1,1) satisfaisant aux conditions (1,2), la solution correspon-
dante du probléme II est contenue dans les expressions (1,5) et (1,9),
a savoir:
(0) 4w (0)
G (x)=u(x,0)- 4 ]2—"'( et H(y)——u(O,y)—?(O);l(o).

Ayant en vue l'étude de l'unicité des solutions, nous allons formuler
encore un probléme, ou les hypothéses seront un peu affaiblies:

Probleme IIl. Etant données deux fonctions @(x) et ¥(y) définies et
continues dans les intervalles 0 <x<<a et 0 <<y << b respectivement et
satisfaisant aux conditions (1,6), trouver deux fonctions G (x) et H (y)
continues respectivement dans ces intervalles et vérifiant les équations
(1.7) et (1,8) ™).

*) On pourrait méme renoncer a la continuité des fonctions G (x) et H(y) dans
les intervalles (0,a) et (0,b) tout entiers; il suffirait de demander que ces fonc-
tions soient continues seulement pour x = 0 et y = 0 respectivement et cette modi-
fication m’aurait pas d'influence sur les raisonnements du chapitre 3 ol le probléme
III sera discuté en détail.
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2. Fonctions A'(x) et p'(y).

Posons (fig. 3) pour 0 <x <a, 0<y<b et i=1,2,..,

A(x)=h(g(x)), ’ R
(2,1) A (x) ==,
A(x) = A (A1 (x)),
| ‘ » l
u(y) =g (h(y), ! 1 |
(2,2) vy =y, PN l(><) A‘(Ix) xsit(x) -
w(y) = p (' (y)). - Fig.. 3.

Nous allons énoncer plusieurs lemmes concernant ces fonctions, tout en

conservant les hypothéses (H,) et les notations déja introduites dans le
chapitre 1.

Lemme 1. Lorsque 0 <x<Ta et y=g(x), alors h(y) <ux; lorsque
0<<y<b et x=nh(y), alors g(x) <y.

En effet, si 'on avait par exemple 0 <x<<a, y=g(x) et h(y) ==,
on aurait A(x)=h(g(x))=x, dou i(x)—ax=0. Dautre part, il est
évident que A(a) —a=<<0. Il existerait donc un x tel que 0 <zx<Cgq et
A(x)— x =0, c’est-a-dire

x=nh(y), ou y=g(x).

Mais ceci signifierait que les courbes I'. et I) ont un point commun
distinct de l'origine, contrairement a I’hypotheése (H,).

Comme conséquence immédiate on a le lemme suivant:
Lemme 2. Les suites [A'(x)) et {y'(y)}, i=1,2,.., sont décroissantes
pour x £ 0 et y=£0; s (0)=2°(0)=0.

Lemme 3. Les deux suites [A'(x)] et |« (y)}, i=0,1,2,..., tendent uni-
formément vers zéro lorsque i augmente indéfiniment.
En effet, posons

.l(:z:)=n£nra‘)’(./'.(t).

L

La fonction .1(x) ainsi définie est évidemment continue et non décrois-
sante pour 0 << x <C¢a; .1(0)=0.
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Fixons un xe(0,a . Puisque A(x)=4(x), ot 0<x - x, on a (cf.

lemme 2) .1(x)=A(x)<<x < x pour r >0, ou bien A(x) =41(0)=0 < x;
on a donc toujours

(2,3) A(@)<<x pour 0  x  a

Posons ensuite
A@)=x et A(x)=.(1 "(x)) pour i=12,...

On démontre sans peine par induction que la suite |.1'(x)] jouit des pro-
priétés suivantes:

Ax) < 1" "(x) pour 0 x a
et

(2,4) “0a A () = Af(x) < A(T) pour 0K xr<T<a et i="1,2...

En particulier, la suite {.1'(a)] est non croissante et, par conséquent, elle
converge vers une limite I == 0. Mais, la fonction .1(x) étant continue, on a

A= A(dim .1' (@)) =1lim A" ' (a) =1
(2 i-¥oo

et il résulte de (2,3) que la limite | ne peut étre différente de zéro,
¢'est-a-dire

lim A'(a) =0

i

et par conséquent i‘(x) - 0 uniformément dans l'intervalle {0,a ) tout
entier, puisque, d’aprés (2,4), 0 <~ A‘(x) < A'(a).

Pour la seconde suite des fonctions {u'(y)] la démonstration est
analogue.

l.emme ¢. Dans les hypothéses (Ho,) du chapitre 1 on a toujours
0<T=g'(0)-R(0) 1

et, pour tout ¢ >0, il existe un 6 >0 tel que 6 a, 6 < b, A'(x)—T G
lorsque 0 < x - 0, et |p'(y)—T|< ¢ lorsque 0 <" x - 4.

Remarquons d’abord que g'(0) -0 et h'(0)>0, puisque les courbes
'« et I, sont contenues, par hypothése, dans le rectangle D; on a donc
T =0. Si I'on avait T>1, on aurait A’ (x) =h'(g (x))-g'(x) > 1 et, par
conséquent, A(x) = i(x) —4i(0)=x1'(@x)>x, 0<<O <1, pour des valeurs
de la variable x assez voisines de zéro, en contradiction avec le lemme 2.
Donc T << 1. Le reste est tout a fait évident.

Nous allons énoncer encore un lemme qui est une conséquence immé-
diate du lemme 4 et dans lequel interviendra une hypothése additionnelle
sur les courbes I'x et TI}.
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Lemme 5. Si T=g'(0)-h'(0) < 1, c’est-a-dire si les courbes I et I,
ont des tangentes différentes au point r=—1y=—0, alors il existe deux
nombres positifs ¢ <<1 et << min (a, b) tels que

dA(x) -
{'E;|\<q 1 pour 0\<x\(l§
et
duly)
dy q-—-1 pour 0 y < 4.

Cas singulier.

Les lemmes 1—3 subsistent évidemment dans le cas singulier corres-
pondant a I’'hypothése (Hp), tandis que les lemmes 4 et 5 ne se conservent
plus.

3. Unicité des solutions

Dans ce chapitre, nous allons étudier le probléme III du point de vue
de l'unicité des solutions. Les fonctions ®(x) et ¥ (y) seront supposées
continues dans les intervalles (0,a) et (0,b) respectivement. Quant aux
fonctions g (x) et h (y), nous admettrons qu’elles satisfont aux hypothéses
(H,) ou bien (Hp).

Lemme 6. Si un couple de fonctions continues G(x) et H(y) est une
solution du probléme III, celles-ci satisfont aux équations

3,1) G(x)=G(A(x) + o(x), pour 0<x<a,
(3,2) H(y=H(u(y) +r(y), pour 0Ly<b,

ou

(3,3) o(x) = (x) —¥(g(x)), t(y)=¥(y)— @ (h(y),

A(x) et u(y) étant les fonctions définies dans le chapitre 1, formules (2,1)
et (2,2).

La démonstration est immédiate.

l.emme . Siune fonction G(x) resp. H(y) vérifie I’équation (3,1) resp.
3,2) et si elle satisfait & la condition lim G(x) =G(0)=0 resp.
lim H (y) = H (0) =0, alors o

(3,4) G@= D o (x)

respectivement L

(3,5) Hy = Y (@)
i=0

et ces séries sont uniformément convergentes dans lintervalle (0,a
resp. (0,b).
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En effet, il vient par exemple de I’équation (3,1) que la fonction G (x)
vérifie, pour k=1, 2, ..., I'’équation
k—1
G(x) =G @)+ D, o(d ()
=0
dans l'intervalle (0,a). Lorsque k croit indéfiniment, 4*(x) tend unifor-
mément vers zéro (lemme 3), d'ou

2 ok (@) = lim G (z) — G (A @) =G @)

=0
uniformément dans l'intervalle (0,a).

lLemme 8. Si l'une des séries (3,4) ou (3,5) est uniformément conver-
gente, Uautre Uest aussi et elles représentent les solutions des équations
(3,1) et (3,2) aussi bien que celles des équations (1,7) et (1,8) du chapitre 1,
c'est-d-dire prises ensemble elles constituent une solution du probléme III.

En effet, supposons par exemple que la série (3,4) soit uniformément
convergente dans l'intervalle (0,a). Alors il est clair qu'elle satisfait
a l’équation (3,1) et que la série

36— }d’ oM h@) =— D 1@ (@) — ¥ @)

=0

est uniformément convergente dans l'intervalle (0,b).
D’autre part, la série

3.7 2 (P (y) — (' ()] =¥ () —hm Y "(y) =¥y

converge aussi uniformément dans l'intervalle (0,b) (lemme 3) et il e
est de méme de la série (3,5) qui s'obtient par 'addition des séries (3,6)
et (3,7). La série (3,5) vérifie donc 1'équation (3,2).

Pour achever la démonstration du lemme (8) il suffit de substituer les
séries (3,4) et (3,5) dans les équations (1,8) et (1,7), en tenant compte des
identités (3,3), soit

G@+H(g@)= D o@@)+ D t(i(g@) =
1=0 =0

(0 () — ¥ (g ( @)+ 5 (¥ (s (g (@) — @ (h (4 (g ()] =

'ol\q g

=Y 0@ E)— o1 @) =0 @) — lm o ' (z) = d(z).

pa
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Remarque. Les lemmes 6-8 subsistent dans le cas singulier, c’est-a-dire
dans I'hypothése (Hg) prise au lieu de (H,).

Les résultats de ce chapitre peuvent étre recueillis dans les théorémes
suivants:

Théoréeme 1. Dans les hypothéses (H,) ou bien (Hj) chacun des pro-
blémes I, II ou III n’admet qu’une solution au plus.

Théoreme 2. Si, dans les hypothéses (H,) ou bien (Hy) le probléme 11
admet, pour un couple de fonctions @(x) et ¥(y) de classe CV, une
solution G (x) et H (y) et si ces derniéres fonctions ne sont pas toutes les
deux de classe C""' dans lintervalles 0 < x << a resp. 0 < y<_b, alors le
probléme correspondant 1, c’est-a-dire celui dans lequel les fonctions g¢(x)
et y(y) satisfont aux équations (1,3) et (1,4), n’admet aucune solution.

En effet, si le probléme I possédait une solution, on en obtiendrait,
comme on le sait, une solution de classe C!/ du probléme II, et ce dernier
ne pourrait avoir d’autres solutions en vertu du théoréme 1.

4. Exemples et renforcement des hypotheses

Exemple 1. Soit a=b=1, h(y)=y, g(x)=21(x)=u(x) =x/(x+1),
flx,y) =0, p(x)==0 et p(y)==1y. Ainsi, les hypothéses (H,) et (K,) sont
vérifiées, mais le probléme I n’a pas de solutions. En effet, dans ce cas
on a — cf. les formules (1,3), (1,4), (2,1), (2,2) et (3,3) —

==z il =y M@= "‘i‘y)Ziyz—J{—l '
Les séries (3,4) et (3,5) qui prennent ici la forme
k)
_ggomyni N salb
FET—— Riboey 4 o Mighl) z L) iyl
n D '

sont divergentes. Il en résulte (cf. lem-
mes 6 et 7) qu'il ne peut exister aucune
solution du probléme I, ce qu'on pouvait
. P prévoir directement, puisque dans le
Wi cas envisagé aucune fonction u(x,y)
x ayant une différentielle finie au point

Fig. 4 r =1y =0 ne serait évidemment com-
patible avec les conditions aux limites.
Le sens géométrique de cet exemple est bien simple. Dans le cas
(fig. 4) ou les courbes I et I, ont une tangente t commune au point
xr=1y =0 on ne peut, évidemment, pas donner d’avance le long de ces
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courbes des valeurs tout a fait arbitraires a une fonction u (x, y) qui doit
étre de classe C!"), en tant que solution du probléme 1. C'est pourquoi
I'idée s’'impose de formuler une hypothése supplémentaire relative aux
fonctions ¢ (x) et y(y) qui figurent dans les conditions aux limites (1,2).

Hypothese (K,). Une fonction y (x, y), définie sur la somme de deux
courbes I':-1", par les égalités

fg(x) sur I

r(@y) = \y( sur I

est de classe C'"*, c'est-a-dire la fonction y(x,y) peut étre prolongée
sur un ensemble ouvert B de points contenant ces deux courbes de telle
facon que la fonction g (x,y) ainsi prolongée soit de classe C'* dans B.

Nous pouvons évidemment admettre que l’ensemble B contient le
rectangle D.

L’énoncé de I'hypothése (K,) peut cependant étre un peu affaibli,
a savoir:

Hypothese (Kji). Il existe une fonction y(x,y) de classe C! dans D
telle que

1(x, g (x) =g (x), 1(h(y),y)=vy(y
et que l'on a, dans D,
(X, YY) —x{x,9) < Ly —yl,
(4,1) ' )
Z_y(l" y)_’xy(x, y)l .-le'—x .

L’exemple suivant montre que la condition (4,1) est indispensable.

Exemple 2. Le rectangle D et les fonctions f (x, y), g (x) et h (y) seront
les mémes que dans I'exemple 1. Il n’est pas difficile de construire (nous
omettrons les détails) une fonction y(x,y) satisfaisant aux conditions
suivantes:

1 2 — (p? — 2y?) qin2 Y p x

1 (x, y) = (x* — y*) sin , pour O0—zx 1, TS ASE
2 2(x,0) = g(x,00==0 pour 0  x I,
3 210,y) =2,(0,y) =0 pour 0 <y 1,

4° les fonctions z (x,y), z.(x,y), x.(x,y) sont définies et continues dans
le rectangle D tout entier,

5° la dérivée du second ordre z;y(:c, y) existe dans le rectangle D tout
entier et elle est continue partout, a I’exception du point x =y =—0.
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On constate facilement que

x;y(0’0)=0
et
" 27 . 2m P
xxy(:r,x)=?sm}—, pour 0<<x <1.

Il s’ensuit que la dérivée x;'y (x, y) n'est pas bornée dans le voisinage de
I'origine. Ceci suffit déja pour que le probléme I n’ait aucune solution.
En effet, remarquons que les équations (3,1) et (3,2) du lemme 6, cha-
pitre 3, prennent ici la forme

- x Pl e
G(x)—G(I—+1)+ (x_*_l)g.t sin® -,

\

[y Y +2Y 50
H(y)=H = ~y” sin® —
) \y+1:' (y+1) Y .
et elles admettent une solution continue dans I'intervalle (0,1)
o Mo s o B
(4,2) G (x) = x*sin o’ H(y)= —y*sin®*—.

En vertu des lemmes 6—8, chapitre 3, ces derniéres fonctions représen-
tent une solution du probléme IIl avec des fonctions ¢(x) et y (y) con-
venablement choisies, mais les fonctions (4,2) n’ont pas de dérivées au
point x=1y =0 et, par conséquent, d’aprés le théoréme 2 du chapitre
précédent le probléme I n’admet pas de solutions dans le cas envisagé.

Les hypotheéses (H,), (K,) et (K,), ou (Ki), prises ensemble n’assurent
pas encore, comme nous le verrons dans le chapitre 7, 'existence de so-
lutions réguliéres du probléme I dans tous les cas possibles et certaines
hypothéses supplémentaires sur les fonctions g (x) et h(y), c’est-a-dire
sur les courbes Iy et I'),, seront encore nécessaires.

On peut renforcer les conditions (H,) de diverses maniéres. Nous
allons distinguer trois alternatives relativement assez simples qui, bien
entendu, n’épuiseront pas toutes les possibilités.

Hypothese (H,). Les fonctions

i—1
d ., s oo
dx A (x)—g A(A(x)), ou i1i=1,2,..,

sont bornées dans leur ensemble dans l'intervalle (0, a).
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Hypothese (H,). 11 existe une constante positive § <a telle que
A(@)=h'(g(x))-g'(x) <1 pour O<<x < 4.

Hypothese (H,).
0<T=nh(0)-g'(0)<1.

11 est bien clair que l‘'on pourrait en obtenir deux nouvelles alterna-
tives en échangeant les rdles des fonctions A(x) et u(y). Il est aussi évi-
dent que I'’hypothése (H,), la plus forte, implique (H,) et que celle-ci
implique, a son tour, I'hypothése (H,), la plus faible. L'hypothése (H;) est
d’autant plus forte qu’elle contient non seulement (H,) et (H,), mais aussi
(K.), ce que nous verrons dans le chapitre suivant (théoréme 3, remarque).

Dans le cas singulier, correspondant a ’hypothése (H;), nous adopte-
rons une hypothése supplémentaire un peu plus forte que (H,).

Hypotheése (H{). Il existe une constante positive M telle que respecti-
vement dans les intervalles 0 <xr<<aet 0 <y<|b et pour i =0, 1, 2, ...

les dérivées des fonctions A'(x) et u'(y) sont continues et remplissent les
inégalités suivantes:

d Jiz)| < |i
et, en outre,

(4,3) lim {y h'(y)} = 0.

Remarque. On pourrait remplacer ces derniéres conditions par les
suivantes, plus fortes mais plus simples: les fonctions dA‘(x)/dx sont
continues et bornées dans leur ensemble dans l'intervalle (0,a) et la
dérivée h'(y) est monotone au sens large dans un voisinage du point y==0.

En effet, on aurait alors, dans un certain voisinage de zéro,

h(y)=h(y) —h(0)=h'Oy)-y >h'(y vy, 0<O <1,
et

h’ ' -—h(n" =|—— | ‘R'(y),
7 (y)) dyt (y) = (v) dz A (x)l,;:,.(y, (y)
d’ou

d , - d ., -
ldy"(y’i\\ﬁ.‘iﬁ’ da':)'(‘r)" M

dans un certain voisinage de zéro.
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5. Existence des solutions dans le cas le plus simple

Théoréeme 3. Dans les hypothéses (H,), (H,) et (K,) le probléme I admet
une et une seule solution

u(x,y)=f{ff(e,n)dn}d5+a(x)+ﬂ(y) +"’_‘°%'£Q’,
0 0

o
G@) =) o),
=0
H(y)= S (uf (),
i--0
Ax) ( g(x) \
(5,1) o@=y@—ylg@)+ [ || fEndnjde,
* X (1]
."_)’l ] hiy)
y 0 |
X(x)==zx, 1 (y) =y,

@) =h@@A (x)) et u(y=gh{E @),
pour i—1,2,... Les fonctions G (x), H (x),

G'la) = _‘; 2 o)
et

\ d
H'(x)= 2 a—x‘f(u‘(y))
i=0

sont continues dans les intervalles (0,a) et (0,b) respectivement, les
séries qui les représentent sont uniformément convergentes dans ces
intervalles et elles ont des majorantes géométriques convergentes*).

*) Localement, dans un rectangle 0 <x < «, 0< y< g suffisamment petit,
ou «-<{a, g< b, l'existence d'une solution du probléme I est, dans les hypothéses
(Hy), (Hg) et (Ky), une conséquence immédiate d'un théoréme dii @ Mlle Z. Szmydt,
[4], théoréme 2, p. 582. Cependant, ce théoréme ne pourrait pas étre appliqué au
rectangle 0 <x a, 0 "y b tout entier sans certaines hypothéses additionnel-
les, eu égard a la restriction contenue dans les inégalités 10 [4]. p. 582



Sur le probléme de E. Goursat relatif a 1’équation... 113
Démonstration. En vertu des hypothéses (H,) et (K,) il existe
un nombre positif M tel que

gx) M et ¢'x) M dans <{0,a),

h(y) M et ¢yl M dans <0,b)

et |f(x, y)|<<M dans D.

En vertu de I'hypothése (H,) il existe, d’aprés le lemme 5 (chapitre 2),
une constante positive q<<1 telle que |A'(x)|<_q pour 0 <"x <4 et
'u'(y)| = q pour 0y _ 4, ou &< min(a,b) est une constante positive.
D’aprés le lemme 3 (chapitre 2) il existe un entier positif N tel que

(5,3)

0< A(x) 6 et O0<p'(yy o6 pour i=N,N-+1, N+2,.

Il s’ensuit (cf. aussi lemme 2, chapitre 2) que pour i=N+j, j=1, 2, ..,
on a

d .. N B e e & = =70,
(5,4) dl‘ ).'(x) ‘ < ql ‘ alz\ (.’l‘)l < qj M=N
et
(5,9) 0 . A(x)=H@AN&x) #(0): ¢-0o

pour 0 ~ x a et, pareillement,

d

;- J J 2N
(5,6) Ay <a ‘dyu W< oM
et
(5,7 0« p'(y)<gq-o
pour 0 <y <|b, d’ou I'on obtient, d’apres (5,1) - (5,7),

*0(1‘(33))' < (A(x)) — @ (0)| + [ (g (A(x))) — p(0)| +

At Wi g R(l’_ﬂ'”
+ ] i | |f(5,17)’d77=d5'"
0

211y

Mi'(x) + M? A (x) + Mb A (x) < M* ¢
ou M* est une constante positive, et, pareillement,
(1Y) < M ¢,
ou M** est une constante positive. On a donc

S, (WEN< & Wd < ) M,
1 i

i=N41 T=N+1 =]
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c’est-a-dire les séries (5,1) et (5,2) ont des majorantes géométriques et,
par conséquent, elles sont uniformément convergentes; cela suffit, en
vertu du lemme 8 (chapitre 3), pour qu’elles représentent une solution du
probléeme III.

Considérons maintenant les séries que l'on obtient en les dérivant
terme a terme.

On a, d’aprés (5,1) - (5,5),

¢ &) |

o'(@) = '@ —ylg@) g + | [ fa@),mdn|i@—
1o

.z(_x) i-(_xl ’
| fEmdy+| | flg@,ndy|-g@),
d’ou 0 x

a'(x) M -M*+Mb-M>*+-Mb--Mb-M=M’

et pareillement
IT'(y) - M,

M’ et M étant deux constantes positives. Il en résulte, d’aprés (5,4) et
(5,6), que I'on a pour i=N+j, =1, 2, ...,

dao(A(x)) ON npt d z(x'(y)) i wpre
x| MNMeg o (SEEERC Mg
c'est-a-dire
~ N M
Vo2 swmye. Y MM
: i=N:18% B SO §
e
O d ik O MEN. M
2 T (' (y) <= v\ —+q'.
I=N. 1dy ¥ i‘._\"!l qA 8

Ceci entraine la convergence uniforme des séries qui représentent les
dérivées G'(x) et H'(y) et leur continuité. Les fonctions G (x) et H (y),
étant de classe C'" respectivement dans les intervalles (0,a) et (0,b),
constituent une solution non seulement du probléme III, mais aussi du
probléme II, et une solution du probléme I s’'en obtient immédiatement.
L’unicité de la solution est déja assurée par le théoréme 1 du chapitre 3.
Le théoréme 3 se trouve ainsi complétement démontré.

Remarque. Comme la solution u(x, y) satisfait aux conditions (1,2) du
chapitre 1 et qu’elle est de classe C''*!, nous voyons que dans ce cas la

condition (K,) est remplie; celle-ci est donc une conséquence nécessaire
des hypothéses (H,), (K.) et (H.).
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Cas particuliers
I. (Probléme de Picard). Dans les hypothéses (H,) et (K,), si

g (x) =0 dans (0, a), I'hypothese (H;) résulte directement de 1I’hypothése
(H,) et le probléme I admet une seule solution

| f&m dé}dn + (@) + p(y) —¢(h (y).

hiy)

l1. (Probléme de Darboux). Si, de plus, h(y) =0 dans (0,b), le
probléeme I devient trivial. Alors

(5,8) u(x,y)= [ {

¥

u(x,y)=_' !
o \

" f(&, ﬂ)df}dn-i-(p(x) + w(y)___‘i’mj -;—'f’(__) )

0

Dans ces deux cas particuliers, la résolution directe du probléme
s'obtient immédiatement.

6. Existence des solutions dans le cas ou les courbes I, et I
sont tangentes

Dans le cas ou la condition (H;) n'est pas remplie, la question de
I'existence des solutions du probléme I devient assez délicate. En vertu
du lemme 4 (chapitre 2) on a dans ce cas

g’'(0)-h’(0)=1
lorsque 1'hypothése (H,) est remplie, ou bien
g(0)=0 et R'(0)=+ o

dans I'hypothése (H;). Les courbes I’y et I'y sont alors tangentes 'une
a l'autre au point xr=—y=0. Dans ce cas, nous ne pourrons pas nous
passer des hypothéses supplémentaires introduites dans le chapitre 4.

Théoreme 4. Dans les hypothéses (H,), (H,) et (Ky) il existe toujours
une solution et une seule du probléme 1 (probléme généralisé de
E. Goursat), a savoir

6,1) u(x,y = .|' ]l f f(é.n)dn}dH Ax+By+C+G(x)+ H(y),
[

0

ot (cf. hypothése (Kj), chapitre 4)

(6,2) A=7.0,0,  B=yx0,0, C=y(0,0),
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(6.,3) Gx)= D o(¥@), H = t(w),
i=0 =0

A(x)==x, A(x)=h(g(A" (x)) pour i=1,2,..
Y=y, Hy=ghE(y) pur i=12,..,

&%)

£ix)
o(x)=yx(x,g(x) —2(A(x),g(x) +A(A(x)—x) + f \{f f(E,n)dnadﬁ.
x 0
Hiy ‘ hiy)

7(y) =z (y),y) — x(h (), u(y)) + Buly) —y) + f lof f(é,n)df}dvz-

La fonction u (x, y) est de classe C''") dans D. Les séries (6,3) qui représen-

tent les fonctions G (x) et H (y), ainsi que les séries obtenues en les déri-
vant terme d terme

(6.4) G@= X [ o)

et :

(6,5) Hy =Y & 1)
R Yy 1 _.(‘, dy AV V)

sont uniformément convergentes dans les intervalles 0 <<xr<<a et
0 << y << b respectivement.

Si on admet les hypothéses (Hp) et (H) au lieu de (H,) et (H;), tout
cela subsiste, sauf la convergence uniforme de la série (6,5). Dans ce cas
singulier, la série (6,5) converge presque uniformément dans lintervalle
(0,b), ouvert @ gauche. Néanmoins, la dérivée de la fonction H (y) qui
s’exprime dans ce cas par la formule

AN :
7 (i () r 0<y-b
(6,6) H'(y) = f; Tl i e
0 pour =0

est encure continue dans tout l'intervalle fermé (0,b).
Démonstration. Soit

Xc ¥
(6,7) U (x, y)Zf‘f f(&, 77)d1/}d$.

0 0
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(6)8)' Q(-'l"y)=x(x,y)—u(x,y)'—Ax'”By—C,
(6,9) N= max 1% (x, )|
et

o(x) = Q(x, g(x)) — 2(A (x), g(x)),

1(y) = Q(h (y),y) — Q(h (), u(y)).
Alors la série

(6,100 D o (@)= D 120 (@), g @) — A+ (), g(d ()
=0 i=0
admet une majorante (cf. (6,9))

i-:;O‘ N{i'(x)— A" (x)} =N Ia:—‘l_ig A(x)]=Nx
uniformément convergente dans l'intervalle (0,a), en vertu du lemme 3
(chapitre 2). On prouve d’une fagon tout a fait analogue que la seconde
série (6,3) est uniformément convergente dans (0,b). D’aprés les lemmes
6—38 (chapitre 3), les fonctions G (x) et H (x) constituent la solution uni-
que du systéme d’'équations fonctionnelles

G (x) +H (g (x)) = Q2 (z,9 (x)),
G(h(y) +H(y)=Q(h(y)y),
d'ou, d’apreés (6,1), (6,7) et (6,8),
u (x, g (x)) = z (x, g (x)),
u(h (y), y) =z (h (), y).
I1 nous reste donc a prouver la convergence des séries (6,4) et (6,5). La

premiére d’elles est la somme des trois suivantes:

(6.11) X QA @), oA (@) — Q¥ (), g(A () =

vl
& dxl (x),

612) {Q}(l‘(x).g(l‘(x)))—Q}(l""‘(r),g(l"(x)))}adi g(4'(x))

1=0
et

=0

613) {Q;(m). g (H(z)) - 1 @) — 2k @), g (@) - o z‘“(x)}.
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En vertu de I’hypothése (H,), ou bien (Hf), nous pouvons admettre que, pour
I<r<ag0<y<beti—0,1,2,.. ona

d d
f(x,y) M, &il‘(x)" M et dyg(x} < M.

Il s’ensuit, d’aprés (4,1), que les séries (6,11) et (6,12) ont une majorante
commune

3 Mt 3@) — A =Mz, oh MF=(L+M)M,

(=20

!

qui converge uniformément dans l'intervalle (0,a). La série (6,13) peut
s’écrire sous la forme

Qax, g(x) — lim {Ql—(l‘(x), g(A'(x))) - d—% 1‘(::)} = Qu(x, g(x)).

La convergence uniiorme résulte ici du fait que, d’apreés (6,8) et (6,2), on a
lim Qi(x,y) =0,
x, y—>0

et du lemme 3 (chapitre 2). Nous avons ainsi démontré que la série (6,4),
étant la somme des séries (6,11) -(6,13), est uniformément convergente
dans l'intervalle (0, a).

D’autre part, il est facile de vérifier que, pour i=20,1, 2, ..., les fonc-
tions o(4'(x)) sont continues dans (0,a), qu'elles s'annulent pour x =0
et que leurs dérivées tendent vers zéro lorsque x — 0. Il s’ensuit que ces
dérivées existent et s’annulent au point x=0. Donc, la série (6,4) est
uniformément convergente dans tout I'intervalle fermé (0, a) et ses termes
sont continus.

La série (6,5) peut étre mise, dans ’hypothése (H,), sous la forme d’'une
somme des deux séries

L omiiw), o @) — Q0 @), 1 @)

i=0 di’
et
| d i i d i i l
©19) 37 1 QG 1) — £ A0 W), i W)

La premiére peut s’écrire

s S } I ,
,§ [ (x)) 8 h'(y) =—G'(h(y)) - h'(y)
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et elle est uniformément convergente dans l'intervalle (0, b), puisque la
fonction h’(y) est bornée. La série (6,14) est égale a

l
\

et elle converge uniformément dans l'intervalle (0, b), puisque le module

2 02, 9(2)

d :
—Q(h(y),y)— }lfn -

dy

z =i/ (i)

d ,; ,
dy RO M)
est borné et, d’aprés (6,2) et (6,8),

; d
lim agﬂ(h(y), y)}v =0.

Dans le cas singulier, c’est-a-dire dans les hypotheses (Hg) et (Hj), la
fonction h’ (y) n’est plus nécessairement bornée — elle peut devenir in-
finie pour y=0 — c’est pourquoi nous sommes obligés d’utiliser une
autre méthode de raisonnement.

Considérens les trois séries suivantes:

(6,15) S, = E FAMRGE (W), 1Y) — 2 (h(p(y), f ’(y))l-;—yﬂ‘ "y,

i=0

(6,16)  S,= 3 [Quh (i (y), w'(y) — Qi (h (' (y)), p' *(y))}-diyh(y‘(y))
i=0
et

. h . a i = ; d
(6.17) S, :l_:/\'_‘; {Q_v(h(y‘(y)), 1Y) d‘yll'(y)—Qv(h(,lt‘ ‘(y)),y‘*‘(y))@u‘“(y)}

dont la somme est égale a la série (6,5) lorsque ces séries sont conver-
gentes.

Les fonctions du'(y)/dy ou i==0,1, ..., étant bornées dans leur en-
semble dans l'intervalle (0, b), d’accord avec I'nypothése (HY) (cf. cha-
pitre 4), nous pouvons admettre que

d .
dyu’(y) M

Alors la série (6,15) a une majorante

(6,18) N (L4 M) MR () — R (i (YD)} = (L + M) Mh(y)

1=0

uniformément convergente dans l'intervalle (0,b).
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Comme

d o d . . ,
M) | = 3, ) = W) <MK,

x=hiy)

d ;
dz @

la série (6,16) est majorée par la série

6,19) Y (L+MM R(y)| |piy) — p @) = (L+MM k') y
i=0

presque uniformément convergente dans l'intervalle (0, b) ouvert a gau-
che. La troisiéme série (6,17) peut s’écrire

=¥o= I

&=muww—mﬂm<mwm@» vl
d’ou

(6,20) S = 2y(h(y),y)

dans l'intervalle (0,b), et la convergence est uniforme en vertu du lem-
me 3. Nous voyons que la série (6,5) est presque uniformément conver-

gente dans l'intervalle (0,b), donc elle représente la dérivée H'(y). Des
formules (6,18) - (6,20) il vient que cette dérivée satisfait a l'inégalité

H(y)| < (L+MMih(y)+ R'@)|yl + 2 h@),y),
lim H'(y) =

d’ou

Mais il s’ensuit que H'(0)=0 et la dérivée H'(y), représentée dans ce
cas par la formule (6,6), est continue dans l'intervalle (0,b) tout entier.
Cas particulier (Probléme singulier de Picar d).

Supposons (fig. 5) que g(x) =0 pour 0=<<x<Ca et que la fonction
h (y) soit de classe C'" dans l'intervalle 0 <y <Cb et qu'elle jouisse des

propriétés suivantes: Yy
0<h(y)~a pour 0 y b, ry

lim h(y) = h(0) =0, D

y-0

lim [y R'(y)] =0 ).

I"x X

Supposons, de plus, que I’hypothése (K,)
soit remplie. Fig. 5.

*) Cette condition est évidemment vérxhée par exemple, dans le cas ou la fonc-
tion h’(y) tend vers l'infini positif en croissant au sens large.
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Alors, les hypothéses (Hg) et (Hf) étant vérifiées, nous obtenons, en
vertu du théoréeme 4, une solution du probléeme I qui s’exprime par la
formule (5,8). Dans ce cas, le sens de la condition (4,3) est bien clair,
car on a
j 1 ¥y hiy)
H'(y)=y-h'(y)!‘z';,(h(y).Oy)—— ;ff(h(y), n)dn)— J $Ewae+
0 0
+x,(h(y), y) — B.
?. Encore un exemple

La réle de I'hypothése (H,) dans la démonstration du théoréme 4 (cha-
pitre 6) est bien évidente, néanmoins la question reste encore ouverte si
cette hypothése est bien indispensable pour la validité de ce théoréme.
Or, nous allons donner encore un exemple qui nous permettra de mettre en
évidence le sens géométrique de la condition (H,) et de montrer qu’elle
n’est pas superflue.

Exemple 3. Posons, dans le rectangle D défini par les inégalités
I<r<letOy<1,

flx,y)=0
et
(7,1) u(x,y) =G(x)—G(y),
ou
a*|sin | pour 0<<x <1 %)
(7,2) G(x) = x| ’
0 pour =0,
et admettons que
(7.3) hil=u et yp(y)=0 dans {0,1).

Les fonctions g (x) et ¢ (x) vont étre déterminées plus tard.
Nous aurons, dans le rectangle D,, défini par les inégalités

P N ey | 1 g v | 3 ot
= T < ore et e Y n’ ou n=23,..,

u(x,y) =(—1)"! (x" sin—;E + y® sin —;—),

ux(x, y) = (—1)*" (5 - ca sin—:'—— 7 x* cos %)

*) On pourrait prendre, plus généralement, un exposant entier p =5, d’ailleurs
arbitrajre.
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uy(x,y) = (—1)"" (5 y' sin ; — n y* cos ;—'},

17,4) ux,y)| < 9x* et wyx,y) <9y’

Ceci posé, désignons par g (x) une fonction, facile a construire (nous lais-
sons de coté les détails), de classe C!" dans lintervalle (0,1) et jouis-
sant des propriétés suivantes:

€ 2x
i 90)=0, or+1 TSzt
(7.6) g'0)=1, (-H]x,x g'(a) < (1+x)
et
1 n+1 "
g"n)_n+1 ( ’_‘ )y pour ‘n—l,2,....

On constate sans peine que la fonction
(7,7 p(x) =u(x,g(x)), ou 0<x<'l,

sera de classe C!!, bien que la fonction u (x, y) n’ait pas d<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>