ANNALES
UNIVERSITATIS MARIAE CURIE-SKLODOWSKA
LUBLIN—POLONIA
VOL. X, 7 SECTIO A 1956

Z Zakladu Matematyki II Wydzialu Mat.-Fiz.-Chem. UMCS
Kierownik: prof. dr Adam Bielecki

ADAM BIELECKI

Remarque méthodologique sur le second théoreme de la moyenne
Uwaga metodologiczna o drugim (wierdzeniu o Sredniej

MeTono/iorHYEeCKOe 3aMeYaHHe OTHOCHTEJIbHO BTOPOH Teopembl O CpefiHem

La formule classique du calcul intégral
b § b
(1) | flxigxidz =gla+0) | fixidz+g(b—0) | f(x)dz,
a a g

ou la fonction g (x) est supposée bornée et monotone dans l'intervalle
(g, b), s'obtient immédiatement, d’'une maniére bien connue, de la formule
d’intégration par parties et du premier théoreme de la moyenne, si I'on
admet que les fonctions envisagées sont continues et, de plus, la seconde
d’elles, g (x) a une dérivée continue. Cette méthode se généralise en utili-
sant des moyens plus fins de la théorie des fonctions de variables réelles
{cf. [3] ou bien [4]). Dans la théorie de l'intégrale de Riemann on
utilise d’habitude un procédé consistant a subdiviser l'intervalle (a,b)
et on s’appuie sur le lemme d'Abel pour les sommes finies (voir p. ex.
[1] ou [2]). Nous allons indiquer une autre alternative qui semble assez
maniable et n’exige que des moyens bien simples, _

Admettons qu’'une fonction f(x) soit bornée et intégrable (R)*) et
qu'une fonction g (x) soit monotone et bornée dans l'intervalle ouvert
(a, b). Nous pouvons admettre que ces fonctions sont nulles en dehors de
cet intervalle et que M et N désignent deux constantes telles que
|f(x)] <M et |g(x)| =< N partout. Enfin, nous allons poser

(2) Fx)= | f(tdt. -

a

*) C'est-a-dire d'aprés la dédinition de—ﬁnﬁgrale donnée par Rierﬁa nn.
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Nous aurons

b
J,.—-nf {F(a:)—F‘a:— i)}g(x)dz:

AR 11 5
=n | F(x)!g(a:)—glx-+— —,'idx+n | F(x)g(x)dx,
a l \ n b—vl/n
d'ou, en vertu du premier théoréme de la moyenne, pour n suffisamment
grand

b—1n 1 b

J,,=F(£,.)'n ‘ =g(x)—g‘:r+%'| dx + F(n.) n _I. g(x)dx,
a ! / b"1n

——

ou a<<§;,<b—1/n<<5,< b et la fonction g(x) conserve son signe dans
Pintervalle ouvert (b — 1/n,b). La derniére égalité peut s’écrire (cf. 2)

én a:ln in b
(3) Jo=[ f@)dz-n | g@dz+ [ f@ldz-n | glxidx.
a a &,y b—1/n

La suite [£,} étant bornée, nous pouvons en extraire une suite partielle
{émi}, 1=1,2,..., convergente vers une limite £¢{a,b" et de (3) il s’en-
suit que
§ 3
(4) lim Jm() = g (@ ,»0)} flx)dx + g(b—0) | f(z)dx,
i—poo t

ou g(a+0)= hm g(:r:) et g(b—0)= lim g(x).
b >y-abh

D’autre part, d’aprés (2) on a
b l/’l
’ f(x)g(x)d:r-—J,. —nl ‘ ]i |j(x)—f(:c—r)|dr}g(a:)dx =

n

b

— fla— Dl gy dz}a |

[ b

f(x)]|glx)—glx + 1)jdx + J j(:r)g(:r)d:cidz <
b--e

1/n

=71
< Mn(:rn{

ass b 1n

[
J lg(x) — g(x + 7)]dx | +N‘r‘dr =

L]

[ g@rda— _’-g(x)dx:—.LNr}dr <Mn [ 3Nzdr=MN
b—1¢ ' 0

=M
n,‘, 2n
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et, par conséquent,
b

(5) lim Jo= | f(z)g(x)dz.

Les égalités (4) et (5) entrainent (1).
La formule de Bonnet

b

(6) [f@)g(x)dz=g(a +0)- [ fl@dx

a

se rapportant au cas ou la fonction g (x) est positive et non croissante ou
bien négative et non décroissante dans l'intervalle (a, b), s'obtient encore
plus facilement. On a dans ce cas

Jn=nJ{]F(:r){g(x)—g (:c+ i)} iy =

!_’i f,, a ln
F(é,)-n | ;g(x)—-g(x+—:T'}dxr | flx)dx-n | gix)dx,

d'ot
§
lim Jmiy = g(a+0)- [ f(z) dx,
-» 0

et l/ni ?
f ]j f(x)|g(x)—g(x %r)ld:c}dr!f

']
J f(x)g(:c)dx—.l,.{=n|
a (1] ‘a

i/n \/n, ais

b
- . a |
Mn | ll lg(x)— glx +—r)}da:!d7=Mn_J f g(x)dx dr <
0 'a ! 0 a

MN
2n

Le raisonnement est encore valable dans le cas plus général ou la
fonction f(x) est supposée intégrable (L)**). Si elle n’était pas bornée
il suffirait, pour obtenir la formule (1), d’exécuter un passage facile a la
limite. En effet, on pose dans ce cas

_ @), si f(x)]| < p,
f,;(x)—{ 0, si f(x)=0,

*") C'est-a-dire d’aprés la définition due a8 Lebesgue.



Adam Bielecki 80

pour n=1,2,.... Alors, en appliquant la formule de la moyenne (1) aux
fonctions f.(x), on a
: oy - )
| fu@g(x)dz =gla +0) [ fu(@)dx +g(b—0) Jfu@ =
“ a " |

et on parvient a (1) si I'on admet p. ex. que & =1im supé,.

La méthode que nous venons d’exposer permet ainsi de démontrer
le second théoréme de la moyenne (1) dans I'hypothése que la fonction
f (x) soit intégrable (R) ou (L) et que la fonction g (x) soit monotone et
bornée dans l'intervalle (a,b). Si la fonction g(x) est positive et non
croissante ou bien négative et non décroissante on obtient pareillement
la formule (6).
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Streszczenie

Stosujac pewne przeksztalcenia calkowe mozna elementarnie na dro-
dze rachunkowej otrzymaé¢ drugie twierdzenie o Sredniej dla calek Rie-
manna lub Lebesgue’a przy zalozeniu calkowalnosci funkcji f(x), oraz
monotonicznosci i ograniczonosci funkcji g (x). Nie stosuje sie zwyklej
metody podzialu przedziatu catkowania i nie korzysta sie z lematu Abela
dla sum.

Peswme

IIpuMeHsAA HEKOTOpY0 MHTErpajJbHYI TpaHCOPMAaLMIO MOXHO 3Je-
MEHTAPHO BbIYMCJIMTEJIbHBIM NYTEM IOJYYUTH BTOPYIO TeopeMy o cpen-
HeM [JA uHrerpasoB Pumauna uam JleGera Apu NpeanosioxeHum WHTE-
rpupyeMoct dyHKUM f (r), a MPM TOM MOHOTOHHOCTM ¥ OrPaHMUYEHHOCTH
dyukuuun g (r). He npumeHaerca oObIYHOrO MeToga J1eJI€HUA TIPOMEXYTKa
WHTETrPUMPOBAHMA U He ToJb3lyeMmcs JemMmolo Abens AnA cymwm.



