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§1. S. Paszkowski a obtenu [3] des résultats trés intéressants
sur les polynomes dont tous les zéros sont réels. Son résultat principal
peut s’énoncer de la maniére suivante:

,,S50it h un nombre compris entre 0 et 1. Si a et b (a <b) sont deux
zéros consécutifs d’'un polynome de n degré dont tous les zéros sont réels
et a, § sont des points de I'intervalle (a, b) tels que

If ()| =1f (B)| = M,

ou M désigne le maximum de |f(x)| dans l'intervalle (a, b), alors

E(n,h)<€_z Ve
ou E (n, h) est 1a mesure de I'’ensemble des points de l'intervalle 0 <ax <1
ou " '(1—x)>h(n—1)*""'.-n""

La limitation supérieure est atteinte dans le cas du polynome du second
degré, la limitation inférieure 'est dans le cas du polynome de degré n
dont tous les zéros sont confondus aux points a et b, le zéro a étant
simple et b étant (n — 1)-uple (ou inversement)”.

Dans ce travail, je me propose d’exposer (§§ 3—7) une démonstration
de ce résultat qui est considérablement plus courte que celle de
S. Paszkowski®*) et, en outre, d’établir quelques propositions nou-
velles (théorémes I et II; cf. aussi remarques finales du § 8). La méthode
employée s’apparente a celle que j'ai utilisée dans un travail antérieur [1].

indépendante du théoréme qui en résulte.
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§ 2. Théoreme 1. Supposons que a et b sont des zéros consécutifs
d’un polynome f(x) dont tous les zéros sont réels. Soit & labscisse de
’extremum (unique) de f(x) contenu dans (a, b). Soit h un nombre compris
entre 0 et 1 et M le maximum de |f (x)| dans Uintervalle (a, b). Si 'on a
b—& -&—a et If(B)l=hM, §=p<"b, alors

—¢&
8 < V1—h,
I’égalité n’ayant lieu que dans le cas ou f (x) est du second degré. Lorsque

b—&<¢&—a, cette proposition n’est pas toujours exacte.
Remarque. D’'une maniére analogue on aura évidemment

- a

—~= V1—h si fla))=Mh, a<<a<<& et &—a=>b—¥¢.

J‘n- Fre

Démonstration. Nous profiterons du fait que si f(x)= 11 (x — a;)
=1

a tous ses zéros réels, la dérivée logarithmique f'(x)/f (x) est decroxssante
dans tout intervalle compris entre deux zéros consécutifs, ce qui resulte
immédiatement de la formule

= el
&

(x—ai)®

d
dx

flx))
f(x)

ou a; sont les zéros de f (x).

IE

Nous pouvons supposer dans la démostration que f (x) est positif dans
I'intervalle (a, b) et que I'ona §=0, donc a <0 et b >0, b >|a|. Consi-
dérons la parabole y = q (x), de sommet au point (0, M), qui coupe l'axe
0x aux points xr=—0>b et x=+ b. Pour établir le théoréme, il suffit
de démontrer que dans l'intervalle ouvert (0,b) on a g (x) > f(x). En
effet, dans le cas de la parabole, on a le signe d’égalité dans la relation
(1) de I’énoncé 1. Posons

f(x) (x+ b)

e q(x) (x—a)’

Les zéros du polynome ¢(x) sont ceux de f(x), sauf x=a et x=>.
Evidemment, ¢(x) est positif dans l'intervalle (0, b). En différentiant la
relation

(x +b) f(x) = g(x) ¢(x) (x —a)
on trouve

(x +b) f'(x) + f(x) = q' (x) g(x) (x —a) + q(x) ¢'(x) (x — a) + q(x) g (),
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d'ou, en posant r==0 et en tenant compte des égalités f (0)==q (0),
§’(0) = q’(0) = 0, enfin en divisant par f (0) on a:

1= —aq'(0) 4 ¢(0).
Or,

b+a

¢(0)=—ba, donc ¢'(0)= "7

0.

Etudions maintenant le quotient

flz) _(@—a)y (@)

q(x) x4+ b

dont la dérivée s’annule évidemment pour x =0, en vertu des relations
q’(0) = f'(0) = 0. Le numérateur N (x) de la dérivée de ce quotient a pour
expression:

- - . ¢’ (x)
(2) N(x) = ¢(x) |(x—a) (x + b) oy

+ b+ af,
donc l'expression entre crochets s'annule pour x=0; lorsque x croit
a partir de 0 jusqu'a b cette expression décroit, car 1'expression positive
(x — a) (x+b) croit et ¢'(x)/gp(x), négatif d’aprés ce qui précéde pour x=0,
décroit constamment. Il s’ensuit que l’expression entre crochets reste
négative dans tout l'intervalle (0,b). Donc f(x)/q (x) décroit dans cet
intervalle et, par suite, on y a f (x) << q (x), ce qui achéve la démonstration:
Il reste a établir que lorsque b <|a| l'inégalité (1) n'est pas toujours
valable. N (x) étant l'expression écrite plus haut (formule (2)), on trouve
aisément que

(3) N(0) = —abg"(0)+ 2 b ¢'(0).

Sib<<|al, on a —ab=>0 et ¢'(0)=(b+a)—a*=>0, ¢O0)=—>ba 0.
Si les zéros de ¢(x) sont a,, as,...,an—2, on a, d’autre part

0 _, vy 1

@(0)  °,_ = ,aca

stk

et cette expression peut étre positive, ce qui a lieu, par exemple, lorsque
b est le plus grand zéro de f(x) (cf. le théoréme II). D’aprés (3) on aura
donc N’(0) > 0 et par suite f(x) > q(x) pour les petites valeurs positives
de x. L’inégalité (1) n’est donc pas toujours valable,
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§ 3. Nous établirons maintenant le

Théoréeme II. Supposons que a soit le plus petit zéro de f(x), qu’il
soit simple *) et que a et b soient des zéros consécutifs. Si M — Max|f(x)|
dans lintervalle (a,b), 0<h<<1 et fla)=Ff()=hM (a<<a-<<p<b),
alors on a a+ f<<atb, I'égalité n’ayant liew que dans le cas ou f(x) est
du second degré. En particulier, si f(c)=0 (a <c <b) on a c < (a+b)/2,
I’égalité n’ayant lieu que lorsque f (x) est du 2 degreé.

Remarque. En remplacant x par —zx, on obtient évidemment des
résultats analogues relatifs au cas ou b est le plus grand zéro de f (x):
on a alors a+f>a+b et c>(a+b)2.

Démonstration. Soient a<<b ¢, < .. <cs—3 < c tous les zéros
de f(x). Nous supposerons que a <0, b>0 et que f(0)>0, f(0)=0,
tandis que ¢; désignera le zéro de f’(x) situé dans l'intervalle ¢y ¢; (en
particulier b <&, <"¢,, cn-3< &, 2<_c). On peut aussi supposer que l'on a,

f@=(1— %) = —a)b—1) p)

fx) = —kx [] . —3).

On a évidemment k >0 et p(x) > 0 dans l'intervalle (a, b). Supposant
que f(a) = f(B) =m, nous faisons varier ¢ et maintenons m fixé, a et B
varient; on aura, d’'autre part, pour x fixe

) df=:2(x—-a)(b—-.r)p(x)-dc.

D’autre part, des considérations géométriques montrent que l'on a:

d(f + a) = __df) __ df(a)

B fla)

{dans les expressions df(a) et df(f) on considére a et § comme fixés).
On a donc, d’aprés (4),

(5) d(B+ “’:;?fé (ﬁ—n__qz)(la_—_m_p(ﬂ) m—a\(b—a)p(a)

[[&—p ” (& —a)
L=l

*) L’exemple f(x) = (r—a)™ (r—b) montre que si a n’est pas simple, le
théoréme II n’est plus exact.




Sur les polynomes dont tous les zéros sont réels 65

L'expression entre parenthéses est évidemment positive, donc si ¢ croit,
il en est de méme de (a +f). La valeur primitive de a +§ est donc moin-
dre que celle qui correspond au cas ou c¢=o00. On remplacera ensuite
(1—=z/c) (x—a) (b—x) p(x) par (1 —x/ca3) (x—a) (b—x)p,(x) et on
poursuivra le méme raisonnement que tout a l'heure. Finalement on
aboutira a un polynome du second degré, et dans ce cas on a I'égalité

a+pf=a+b.

§ 4. Nous allons maintenant établir les inégalités de Paszkowskii.
Nous ferons tout d’abord la remarque suivante:

Si l'on considére l’ensemble des polynomes dont tous les zéros sont
réels et dont le degré ne dépasse pas n, il existe parmi ces polynomes des
polynomes extrémauxr pour lesquels les bornes inférieure et supérieure
du rapport (8 a)/(b—a) (cf. I'énoncé du § 1) sont atteintes.

En effet, nous pouvons toujours considérer une suite de polynomes
f (x) de I'’ensemble considéré, pour laquelle le rapport considéré tend vers
I'une des bornes en question. On peut supposer que les polynomes de cette
suite on deux zéros, soit a et b, fixés, tandis que les autres zéros, variables,
se trouvent toujours en dehors de lintervalle a <x <b et que, par
exemple, la somme des carrés des coefficients du polynome est égale
a 1. De la suite considérée on peut évidemment extraire une suite partielle
qui tendra uniformément dans tout intervalle fini vers une limite qui sera
un polynome de l'ensemble considéré et pour lequel la borne inférieure
resp. supérieure du rapport (8 — a)/(b — a) sera atteinte.

Nous allons étudier les propriétés d'un polynome extrémal.

Nous verrons, en premier lieu, qu’il est impossible que deux zéros
du polynome extrémal, soit c, et c,, soient situés en dehors de lintervalle
as<x<b

Supposons, en effet, qu'il en soit ainsi. En admettant toujours que
a<0<b et que f(x) atteint son maximum dans (a, b) au point =0,
on pourra écrire

(6) fla)=(1— f—l) (1—:—2)p(x).

ol p(x) est positive dans (a <x <<b). Nous allons faire varier simul-
tanément c, et c, de maniére que la somme 1/c,+1/c, reste constante, les
signes de dc, et de dc; seront donc toujours différents. D’aprés (6) on au-
ra, en tenant compte de la relation c¢;*dc,+c¢;2dc,= 0,

(7) df(x) =

Ci =€ ..o
o x*p(x)dec,.

a
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En choisissant convenablement le signe de dc, on pourra faire en sorte
que le second membre de (7) soit constamment positif ou constamment
négatif dans les intervalles ¢ <1 <0 et 0 <ax <b. Il en résulte que si
m==f(a) = f(f) est fixe, § a augmentera dans le premier cas et dimi-
nuera dans le second.

Cependant le rapport

f(a) -f(é) m - h
R s s

(M désigne le maximum de f(x) dans (a, b)) peut aussi changer et, pour
qu’il reprenne sa valeur, il faut modifier m de maniére que le rapport
m/M reste constant, ce qui conduit a la formule

(8) dm = —)dM,

dans laquelle dM désigne 'accroissement de M qui résulte de la formule
(7). 11 en résulte une nouvelle variation de (8 — a); cependant cette varia-
tion supplémentaire est — comme on le voit géométriquement — du
méme ordre infinitésimal que dm, donc d’aprés les formules (8) et (7)
d’ordre infinitésimal supérieur a celui de dc, et, par suite, supérieur
a l'augmentation ou la diminution de §—a que nous avons considérée
en premier lieu *). Ainsi, en choisissant convenablement le signe de dc,,
suffisamment petite en valeur absolue, nous pourrions augmenter ou di-
minuer (— a) en contradiction avec la définition du polynome extrémal.

Maintenant, nous étudierons séparément les cas des bornes supérieure
et inférieure.

Borne supérieure du rapport (8—a) (b—a).

§ 5. Il résulte de ce qui précede que le polynome extrémal qui cor-
respond a la borne supérieure en question posséde au plus un zéro ¢
différent de a et b. De plus, on voit aisément que si, par exemple, c>b
le zéro a doit étre nécessairement simple. Dans le cas contraire, en effet,
on pourrait reprendre les raisonnements du § 4 en y posant ¢, =a, c;,=¢;
si dc >0, la formule (7) montre que df (x) serait non négative, d'ou on

*) 11 est clair que le maximum M de f(x) est atteint aprés la variation de c;
et de cp au point & satisfaisant A l'inégalité |£|<<e, ol e est arbitrairement petit,
pourvu que |dc,| soient assez petites. La formule (7) montre alors que dM sera
trés petite par rapport a dcs.
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obtiendrait, comme tout a I'heure, la conclusion que d(f—a)=>0. Il en
résulte que I'on pourra écrire

f(x) - »‘1——?)’ (x —a)(b—x),

ou r et q sont des nombres naturels et ¢ 0. Si & est le zéro de f'(x)
situé dans l'intervalle (b, c), on aura

fla)=—"z(1— ‘c‘) (b—xi ' (£ — ),

ou n est le degré de I’équation. On trouve, en procédant comme au § 3,
les formules suivantes, analogues a (4) et (5):

(9) df(x)=§(l——%)’ "l gy st

dac

nc

(B—a)(b—f)  (a—a)(b—a)

(10) d(f —a)= £ e

Or, d’apres le théoreme 1I, on a a+f<_-a+b, donc (a+ b)(f —a)
= g —a*, c'est-a-dire (—a)(b—p) > (a—a)(b —a); d’autre part, on a
évidemment & —f <& —a, donc I'expression entre crochets est posi-
tive et d(f—a)>0 si dc>0. Si M est le maximum de f(x) dans (a, b),
on a aussi dM > 0; on voit cependant, comme au § 4, que ceci ne change
pas le résultat d(f—a) > 0. Ainsi donc, tous les zéros du polynome ex-
trémal se confondent aux points a et b. Or les zéros a et b doivent étre
simples. En effet, si les zéros a et b étaient tous les deux multiples, on
pourrait reprendre les raisonnements du § 4 en posant ¢, =a, c;="> (ces
deux zéros étant considérés comme simples) et si a, par exemple, était
simple et b multiple, on pourrait reprendre les raisonnements de ce pa-
ragraphe en posant c=>b (le zéro b étant considéré comme simple). Par
conséquent, le polynome extrémal est du second degré, d'ou l'on déduit
immédiatement la limite Y1 — h de I’énoncé de Paszkowski.

Borne inférieure du rapport (8—a)/(b-—a).

§ 6. D’aprés le § 4, le polynome extrémal posséde, cette fois aussi,
au plus un zéro c différent de a et b, on peut donc poser

f(x) = (Il - §), (x —a)? (b—ux)9,
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ou l'on a, par exemple, a < b <c. On en déduit, en posant

- Lt
f=""1—%) @—ar - 2r ez, b e,

et
(x—a)ib-—x)
- _x L

h(x, §) = |h(x,&) >0 dans (a,b)]

les formules suivantes, analogues a (9) et (10):

e\ F-01

ML PR “a)? (b — x)
(11) df(@) = 5|1 o) @ —arb—arde,

(12) dp—a) =" [n(g, &) —h(a, &)].

Si h(B, &)—hia, &) #0, on aboutit immédiatement a une contradiction,
car en choisissant convenablement le signe de dc, on aura d(8—a) <0
tandis que M (le maximum de f(x) dans a <x < b) ne peut qu'augmen-
ter ). Supposons donc que h(B,§)—h(a,é)=0 et, en considérant ¢
comme variable indépendante, calculons la différentielle de h (g, &) —
—~h(a, £). On trouve que cette différentielle est égale a

a3 IE6.6@s— da)+ R p.6- ‘;’-;:a,a"da-
‘”;m,s)- ‘”‘m old

Or, df—da - 0 d'apres I'hypothése que nous avons faite; on constate
d’autre part aisément que h (x, £), considérée comme fonction de x, possede
un seul extrémum dans l'intervalle (a, b). Il en résulte, en tenant compte
de l'égalité h(B,&) =h(a,&), que 0h/0x(B,&)<<0 et Oh/0x(a,&) 0. La
méme égalité prouve que Oh/0&(B, &) —O0h/0&(a, &) <0, car on a

0h —h
o0k Tesiisig

et £— f<_¢—a. Supposons, par exemple, que dc > 0; d’aprés la formule
(12) on a da -0; enfin, on aura d& - 0, car
f'(&) T p

e st @ q
&) £—c*e—a+r—b’°'

*) En effet, la différence entre M et f (x) est, pour les petites valeurs de x, de
I'ordre de x%, tandis que df (x) est d’aprés (11) du méme ordre que x.dc, donc si r
est suffisamment petit et le signe de de convenablement choisi, f{x) dépassera M.
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donc aussi

T P

| = g
—cf T Foar T k—pp T

r
E— ) dc=0.

Ainsi, la différentielle (13) de h(p,&)—h(a,&) est de signe contraire
a celui de dc; il en résulte, en tenant compte de la formule (12), que si
I’on modifie ¢ convenablement la différence (8 — a) va diminuer, en con-
tradiction avec la définition du polynome extrémal. Ainsi tous les zéros
du polynome extrémal sont concentrés aux points a et b.

§ 7. On peut évidemment supposer que a —0 et b=2, le polynome
extrémal pourra donc s’écrire

flx) = x”(2 — x)9, ptq=n,

ou l'on peut admettre, sans nuire a la généralité, que p = q. En posant
p—q=kn, (0 <k =<_1), on pourra écrire

(k- 1)n (1—R)n
fx)=x * (2 -x) ?

En supposant que f(w) —=wf (z) =hM, (0 <w <z<2), ou M est le ma-
ximum de f (x) dans l'intervalle (0, 2) et h est fixé, nous allons généraliser
le probléme en supposant que k est une variable continue qui varie dans
tout intervalle 0 < k <<1. On va voir que (z — w) est une fonction décrois
sante de k; il en résulte que le minimum de (z — w) est atteint lorsque
k = (n — 2)/n, c’est-d-dire p=—=mn—1, q=1; ceci conduit immédiatement
a la limitationde S. Paszkowski citéeau § 1.

On trouve sans peine que le maximum M de f(x) est atteint pour

x=—k+1 et que
1+ kyn (1—R)n

M=(1+k) 2 (1—k) ?
z et w vérifient donc I'équation
2

W) a2 —x)' *=h" (1+k) F (1 —T) k.

En considérant les logarithmes des deux membres de (14) et en différen-
tiant on trouve sans peine que

dz—w) o
(15) dk . g(zy k) g(w- k)1
- log £ —log L
(5 gl Sl T, T K,

2 x—(k+1)
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Puisque f(x) atteint son maximum au point x==1+k, on a toujours
z2>1+k et w <1+k. Supposons, en premier lieu, que w == 1. En remar-
quant que le second facteur dans ’expression de g (x, k) est le rapport des
accroissements finis et que le premier facteur de cette expression est 1'in-
verse de la dérivée de log x/(2— x) on constate que g(z,k)<<1 et g(w, k)>1,
donc que d(z-—w)/dk<[0. Nous allons maintenant supposer, dans tout
ce qui suit, que w <<1. Remarquons d'abord que lon a z + w>2.
Cette inégalité est évidente pour h suffisamment voisin de 1; si elle cessait
d’étre vraie pour des valeurs moindres de h, on aurait, pour une valeur
convenable de h, z+ w=2. Or, d'aprés (14) on a 2*¢ '(2—z2)' *=
=w ' (2—w)' % donc aussi 2 '(2—2)'F=(2—2)"''2'7* C('est-a-dire
2** —=(2—2)** et z=1, ce qui n'est pas possible, car z> 1+k.
1° Je vais établir l'inégalité

"dz—w)

(*) dk

<0

d’abord pour les petites valeurs de k. Pour k=0 on a

x(2—x) 55
9(x,0)= Ee e
expression évidemment positive pour 0 < x <<2 et symétrique par rapport
a la droite x = 1. Pour établir I'inégalité (+) dans le cas o k=0 il suffit
donc, en vertu de (15) et de I'inégalité z+w > 2, de montrer que g (x) =
=g (x, 0) est décroissante dans l'intervalle 1 << x <2. Or, on trouve en
posant x =1+t (0 <t < 1) que

g'(x) 2 1+¢*
glx) 1+t t(1—t%)’

(l—tz)log1 ey

tandis qu'en intégrant I'inégalité évidente 1,(1 — t*) > (1 — t*)/(1 + t°)* on
trouve que log(1+t)/(1-—t)=2t/(1 —t?); il en résulte que g'(x) 0.

2° Pour montrer que l'inégalité d(z— w)/dk <0 subsiste lorsque
k croit, il suffit d’établir I’inégalité d*(z — w)/dk®<< 0. Or, il résulte de (15)
que l'on a

d*(z—w
%] ) = [9:(z, k) g(z, k) + gr(z, k)| — |gu(w, k) g(w, k) + ge(w, k)|
ou, en tenant compte de I’expression (15") de g (x, k), )

d'(fs;@ = p(2) — p(w), - M)
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ou l'on a posé

| 1 4
a:(2—1:)llog:‘_:—£2—log1:_kkl
(0F)e SABIE" z—(@+oF
PET s iRceis ‘ $ili x 1+k ;
x(2—x)|—x*42(0+kx 2(1Tk)]!logm__2 lo_g_l_—k 1o
2[x—(1+k)}
x(2—x)

Q—kY)[x— (1K) "

On voit sans peine que le trinome — x?+2 (1 +k)x— 2 (1+k) est négatif
pour tout valeur réelle de x; puisque 1+k <z <<2, il en résulte que lors-
que x =2, le premier des trois termes de I'’expression (16) de ¢ (x) est
positif, tandis que les deux autres sont négatifs. Au contraire, puisque
w < 1--k, lorsque x == w le premier terme de ¢(x) est négatif et les deux
autres sont positifs. Pour montrer que ¢(2) — ¢ (w)-- 0 il suffira donc de
prouver que pour toute valeur x des intervalles 0 <x <letl+k <zx <2,
le premier terme de l'expression (16) est égal ou plus petit en valeur
absolue que le deuxiéme, c’est-a-dire que l'on a

5 x —eres 11t I
logz_x--—iog-l_k

x—(1+k)

dans ces intervalles. Or, on trouve sans peine que l'on a x*—2 (1+k)x+
+2(1+k)=1—k* pour toute valeur de x, l'égalité n’ayant lieu que
pour x==1+k. D’autre part, le deuxiéme facteur de (17) représente le
rapport des accroissements de la fonction log x/(2 — x), dont la dérivée
2/x(2—x) est supérieure ou égale a 2/(1— k?) dans I'intervalle 1+k<<x<2,
donc le premier membre de (17) est supérieur ou égal a 2 dans cet inter-
valle. Dans lintervalle 0 <x <1 on a ¥—2(1+k)x+2(1+k)>1 et
2/x (2— x)> 2, donc I'inégalité (17) est encore vérifiée et ceci achéve la
démonstration.

(17 [x®—2(1+kix+2(1+K)| - 1

§ 8. Compléments et remarques.

1. P. Erdoés e T. Griinwald ont montré ({2], théoréme III)
que si a et b sont deux zéros consécutifs d’'un polynome f (x) dont tous
les zéros sont réels et M est le maximum de f (x) dans (a, b), I’aire com-
prise entre la courbe y =7 (x) et les droites y=0, x=a et x==> est
inférieure ou égale a 2/3 [(b — a) M], I’égalité n’ayant lieu que dans le cas
ou f (x) est du second degré (dans ce dernier cas on aboutit a la formule de
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quadrature d'Archimeéde). Ce théoréme résulte immédiatement de
I'inégalité
fro

beeg Y L

de S. Paszkowski. En effet, d'aprés cette inégalité l'aire en question
est inférieure ou égale a
M

s by il . ety ot T
(b a).‘ ]/1 M dy - 3 (b —al M.
n

On déduit de la méme maniére de mon théoréme du § 2 la proposition
suivante:

Si a et b sont des zéros consécutifs d’'un polynome dont tous les zéros
sont réels et c est le point de lintervalle (a, b) ou f (x) atteint son maximumn
M dans cet intervalle et si b— c = c —a, laire limitée par laxe Ox, les
droites x==c et x=>b et la courbe y=—f(x) est plus petite ou égale
d 2/3 [(b — ¢) M], U’égalité n’ayant lieu que dans le cas ou f (x) est du second
degré.

2. Supposons que, a et b (a < b) étant des zéros consécutifs de f(x),
ce polynome posseéde (p — 1) zéros plus grands ou égaux a b et (q— 1)
zéros plus petits ou égaux a a,(ptq=mn). Il résulte des considérations
du § 6 que h étant fixé, le minimum du rapport (—a)/(b—a), ou f(a) =
=f()=hM, M=max|f(x)| dans a <z <b, est atteint lorsque q zéros
de f (x) se confondent au point a et p zéros se confondent au point b *).

3. La limitation supérieure du rapport (f— a)/(b—a) qui vient d’'étre
obtenue ne dépend pas du degré du polynome f (x) et ne peut étre amélio-
rée en fixant ce degré, par contre la limitation inférieure de ce rapport
dépend essentiellement du degré n, car elle s’évanouit lorsque n — oo,

On peut se demander dans quelle mesure les résultats obtenus peuvent
s’étendre aux polynomes ayant des zéros complexes. Le théoréme de
Weierstrass sur l'approximation d'une fonction continue par les
polynomes montre que, dans le cas général, toutes les limitations obtenues
doivent dépendre essentiellement du degré du polynome.

4. Le probléme considéré dans cet article s'étend d’une facon naturelle
aux fonctions de plusieurs variables de la maniére suivante:

Considérons le polynome

f(@y; wrptn) = ” (an T+ a2 2 + ... + @ix Tk + bi).
{==1

") Je dois cette remarqu:e AaM Adam Bi eTec'k =
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La surface f(x,,...,xx) =0 partage l'espace en domaines polyédriques
convexes et il est aisé de voir qu'un tel domaine D borné contient un
extrémum de f(x,, ..., xi) et un seul *); soit M la valeur de |f (x, ..., i)|
en ce point. Si h est un nombre fixé, 0 <h <1, les points de D ou
|f (x1, ..., xx) | = hM constituent un domaine d. Les volumes de D et d
étant respectivement V et v, il s’agit de chercher des limitations supé-
rieure et inférieure du rapport v/V qui ne dépendent que de h et de n, ou
méme de h seulement. Il résulte de ce qui précéede que la limitation
supérieure est probablement atteinte lorsque n =1k +1.
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Streszczenie

Podaje nowy, stosunkowo krotki dowéd twierdzenia S. Paszkow-
skiego: ,Niech 0 <h<1. Jedli ¢ i b (a <<b) sg kolejnymi miejscami
zerowymi wielomianu stopnia n, ktérego wszystkie miejsca zerowe sg rze-
czywiste, a i f (a <) takimi punktami przedziatu (a, b), ze

fa)l = if(B)l =Mh,

gdzie M oznacza maximum |f(x)| w (a, ), to jest

g—a -
E(n,h) - e y1—h,
gdzie E (n, h) jest miarg zbioru punktow przedzialu 0 <<x <1, gdzie
" (1 —x) = h(n—1)""'n"" Granica gérna jest osiggnigta gdy n—=2,
granica dolna w przypadku gdy wszystkie miejsca zerowe wielomianu sa
skoncentrowane w a i b, przy czym a np. jest miejscem zerowym poje-
dynczym, a b (n — 1)-krotnym"’.

*) S’il y avait deux extréma dans D, soit A et B, f (xy,..., X,) se réduirait, le long
de la droite AB, a3 un polynome d'une seule variable dont tous les zéros seraient
réels et qui aurait deux extréma entre deux zéros consécutifs.
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Ponadto udawadniam twierdzenia nastepujace:

I. Niech a i b bedg kolejnymi miejscami zerowymi wielomianu f (x),
ktorego wszystkie miejsca zerowe sg rzeczywiste, a £ odcietg jedynego
extremum f(x) zawartego w (a,b). Niech dalej M oznacza maximum
|7 (x)] w (a, b), a h dowolng liczbe przedziatu 0 << h <1. Je$li b—&> &—a
i lf(B)l=hM, §<p<b, to

przy czym znak réwnosci zachodzi jedynie w przypadku gdy f(x) jest
drugiego stopnia. Jesli b—¢é <& —a, to twierdzenie to nie jest zawsze
prawdziwe.

II. Jesli a jest najmniejszym, a przy tym pojedynczym miejscem ze-
rowym f(x), ¢ i b miejscami zerowymi kolejnymi tegoz wielomianu,
M=mazx |f(x)| w(a,]), 0<h<1 i fl(a)=f(B)=hM, (a<a<<Bp<Db),
to jest a +f <a+b, przy czym znak réwnosci zachodzi tylko wéweczas,
gdy f(x) jest drugiego stopnia. W szczeg6lnosci, jesli f'(c) =0, (@ <<c < b)
to jest e<C(a+b)/2 ze znakiem = tylko gdy f (x) jest drugiego stopnia.

Pezwome

f1 a0 HOBOe, CPABHMTEIBHO KOPOTKOE JOKA3TEJABCTBO TEOPEMbI
C. Maukosckoro: ,,IIycre 0 <<h <i. Ecmm a i b (e < b) nocnegoBaTent-
HbI€ HyJIM MOJIMIOMA CTENEeHM m, KOTOPOTO BCe HYJIM AeHCTBUTENbHbL, a u f
(a <<p) Takmue Touku orpeska (u, b), gro

f(a) =1f(B)| = Mh,

rae M obozHauaer makcumyM f(x)| Ha orpeske (a,b) To

g—a
a

b 'll_h;

E(n,h)

rae E(n, h) o6o3nauaer Mepy MHOXecTBa TOYeK uHTepBaJa 0 < x <1, ann
KOTOpeIX X" Y (1—x)>h (n— 1) 'n "

BepxHuit mpenes mocTuraercs Korma n=2; HUIKHMII NpeAeJ —, KOraa
8Ce HyJIM NOJMHOMA CKOHUEHTPUPOBAaHEI B a M b, Mpyuuénm Hampumep, Mo-

CA L

XeT ObITh a HYNMb OOHOKPATHBINA, a b (n-1)-kpaTHbit’'.
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Cnepx TOro fi AOKa3blBako CJIEAYHOINE TEeOpeMbl: '

I. Ilycts a u b nocrenoBaTesibHble HyJaM nosuHoMma f(X), KOTOPOro
Bce HyJM aeiicTBUTesbHBIE, a & abeuyeca equMHCTBEHHOro ekcrpemyma f(x),
jakmoyarwouerocs B (a, b). Ilyere M obGo3Havaer makcumym [f(x)| B (a,b),
a h npousBosbHOe umcao wuurepaya 0<<h<_1. Ecmu b—& > f—a
n [f(B))=hM, £ =0b, 10

-~

/

< V1—h,

Tyl Ory

NpuuyéM 3HAK pPAaBEHCTBA MMEET MEeCTO TOJbKO B CJaydae, korga f(x) Bro-
post crenenu. Ecoim b — & < £ —a, 1o 3Ta Teopema He Bcerma crnpaBegiIMBa.

II. Ecnn a camblit MeHBIINH, a NMPUTOM ONHOKPATHbIN HyJb f(x),
a u b nocnenoBaTesbHble HYJM ITOro Ke MoauHoma, M = max |f(x)|
B (a,b), 0<h-<1 u f(a)=FfB)=hM, (@ <u-Zp<b), T0o a+p<a+b,
npy4éM 3HAK PaBEHCTBA MMEET MECTO TOJbKO TOrAa, korzxa f(x) sropoi
crenenn. B uactiocTy, ecam f(¢)=0 (a<<c<_b), To ¢ < (aLb)/2 co 3Ha-
KOM PaBEHCTBa MCKJIUMTENbHO ANA f(x) BTOpPOI cTeneHwm.






