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SWIATOMIR ZABEK

Sur la périodicité modulo m des suites de nombres |;;)
O okresowosci modulo m ciggow liczb (z)

O NEepHOAHYHOCTH 110 MOAY/AI0 m MocjejoBaTe/ibHOCTeH 4Hcean (2)

§ 1. Soient un nombre naturel m et une suite infinie de nombres
entiers {a,} (n=1, 2, ...). S’il existe deux nombres naturels q et N tels
que

Qn-g " ag{modm) pour n N,

nous dirons que la suite {a,} est périodique modulo m et que le nombre
q est une période de cette suite. On prouve aisément que tout multiple
entier d’'une période modulo m d’une suite donnée est aussi une période
modulo m de cette suite. On peut aussi démontrer que toute période mo-
dulo m d’une suite donnée doit étre un multiple entier de la plus courte
période modulo m de cette suite. La plus courte période permet donc de
trouver toutes les périodes modulo m de la suite. Plusieurs théorémes
généraux sur les suites périodiques modulo m ont été démontrés par
W. Sierpinski (1] a4 qui l'on doit les premiéres recherches sur ce
sujet. Au cours des quelques derniéres années on a établi des résultats
relatifs 4 la plus courte période modulo m de certaines suites particu-
liéres.

Le but de ce travail (dont le sujet m’a été proposé par M. K. Tatar-
kiewicz), est de trouver la plus courte période modulo m des suites
de nombres

(n\ nn—1)(n—2)..(n—k+1)
\k) k!

ou k est un nombre naturel fixe.

Qnp==

=0,1,2, ...
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Les nombres (;:) sont évidemment entiers lorsque k est naturel (si n<<k

ils sont nuls, si n = k ce sont simplement les coefficients binomiaux de
Newton).

Dans le dernier paragraphe je donne une application du résultat obtenu
aux valeurs particuliéres m = 10~.

§ 2. Dans ce paragraphe je vais établir quelques lemmes dont je
vais profiter dans la suite.

Désignons par W (n) un polynéme de la forme

(1) W (n) - ,__\—‘a,-n‘=aan"4—a,, n* '+ . +an+a,,
=0

ou a est un nombre naturel, a;(i=0,1,2., a) sont entiers, a. #* 0.

Lemme 1. Si m est un nombre naturel arbitraire et W (n) est le poly-
nome (1), la suite infinie des nombres W(n) (n=0, 1, 2,..) est périodi-
que modulo m pour n =0 et une de ses périodes est égale @ m.

Démonstration. On a évidemment

n+m = n(mod m) pour n=20,1,2, ...
Donc

W(n+m)=2w(n+m)‘ %‘a,—n’(modm) pour n==0,1,2...

i—0
Par conséquent

W(n+m)=W(n)(modm) pour n=0,1,2,..,
c.q.f.d.

Supposons que pour le polynéme W (n) de la forme (1) il existe un
nombre entier s tel que W (n)/s admette des valeurs entiéres pour tout
n naturel, & partir d’'un certain indice n= N,. L’expression W (n)/s est
donc un polynéme de degré a a coefficients rationnels, admettant pour
a+ 1 nombres entiers consécutifs, par exemple pour n=N;,N;+1,...,Ns+a,
des valeurs entiéres. A. Wakulicz [2], p. 110, lemme 2, a démontré
qu'un tel polyndme admet des valeurs entiéres pour tout n entier. Donc,
en particulier, 'expression W(n)/s a une valeur entiére pour n=20,1,2....

Lemme 2. Si W (n) est un polynéme de la forme (1) et si s est un
nombre entier tel que W (n)/s admette des valeurs entiéres pour n=0,
1, 2, ..., alors la suite {W (n)/s} (n=0, 1, 2, ...) est périodique modulo m
pour tout nombre naturel n =0 et une de ses périodes est égale d@ ms.
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Démonstration. En posant, dans le lemme 1, ms au lieu de m,
nous avons

W (n+ms) = W (n)(mod ms) pour n=0,1,2...

En divisant les deux membres de cette congruence par s nous obtenons

W !
(nsTmS) W;(n) (mod m)  pour n=0,1,2,..,

c.q.f.d.

Lemme 3. Si W (n) est le polynome (1) et si s est un nombre entier tel
que W (n)/s admette des valeurs entiéres pour n=0, 1, 2, ..., alors pour
que le nombre naturel q soit une période modulo m de la suite {W (n)/s}
m=0, 1, 2, ...), m étant un nombre naturel quelconque, il faut que la
congruence

(2)

soit satisfaite.

y (Q)T— % . 0 (mod m)

Démonstration. Supposons que g soit une période modulo m
de la suite {W(n)’s] . On a donc

W(n+q)_ Wi(n)
s

5 (mod m) n=20,1,2..

En particulier pour n =0

walg) V(O (mod m) .
s 8
Mais
W (0) =aq,.
De la
Wig _ (mod m).
s s
C'est-a-dire
L. lqis =0 0 (mod m)

c.q.f.d.

Je dois cette démonstration, beaucoup plus courte que la mienne,
aM. A Schinzel.

Remarque. La condition (2) n’est pas suffisante. Par exemple, pour
W(n) =n*+2nd3+n* s—4, m=10, le nombre q=—4 satisfait a la con-
dition (2), on voit pourtant aisément qu’il n’est pas une période modulo
10 de la suite {(n'+ 2n2+n?) 4].
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§ 5. Dans ce paragraphe j’étudierai la périod‘u_:ité et les propriétés
des périodes modulo m des suites des nombres a, = ").

Théoreme 1. Pour m naturel quelconque la suite l( )l (k naturel
fixe, n=0, 1,2, ..) est périodique modulo m pour n=0,
n(n—l).‘..(n—k—i- 1)

k! )
En effectuant la multiplication dans le numérateur de cette expression

on obtient un polynéme du type considéré dans le § 2. Les nombres (E)

Démonstration. En effet, on a (2) =

étant tous entiers pour k et n naturels, le lemme 2 entraine la conclusion
du théoréme.
c.q.f.d.
Je vais énoncer encore deux lemmes.

lLemme 4. Toute période modulo m de la suite Hnn (n=0,"1,"2,"".)
- i
est une période modulo m de la suite “:” (n=0,1,2,..), ou x=1,2,..,k.

Dém o nstration. Soit g une période quelconque modulo m de la

suite || || (n==0, 1, 2, ..). Son existence est assurée par le théoréme 1.
On aura donc
(3) (n+q ( )(modm), n=0,1,2,..
et
(4) (n+q+1,__ n+1)(modﬂ1]. n=20,1,2 ...
En vertu de la propriété bien connue des nombres {(}:'ll on a
(5) ("ﬂﬂ’ ("+q) (n+q)
k
et

o [ e

Des formules (4), (5) et (6) il vient

(n+q '(n+q) ()+|k )(modm}, n=10,1,2...

De la et de (3) on tire

n-+q n
= ) =
(k—l (k__l)(modm. n=20,1,2,
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Donc q est une période modulo m de la suite :(k _’1 l)l mn=0,1,2,..).

En raisonnant par récurrence on obtiént 1'énoncé du lemme.

c.q.f.d.
Comme conséquence immédiate du lemme 4 nous obtenons:

Lemme 5. Toute période modulo m de la suite ll(:” est un multiple
entier de la plus courte période modulo m de la suite I(, s .l}.
_ . ; l\k—1)
Je vais établir maintenant le
Théoreme 2. Pour que le nombre naturel q soit une période modulc

m de la suite {(:)} (n=20,1,2,.)), il faut et il suffit:
1° que q soit un multiple entier de la plus courte période modulo m
de la suite I‘ % )l,
\\ke—1/4

2° que l'on ait (z) 0 (mod m).
Démonstration. I. La condition est nécessaire. Pour la pre-
miére partie de la condition, cela résulte du lemme 5. Pour la seconde,

c’est une conséquence du lemme 3. En effet, posons dans la formule (2)

Whn)=nn—1)..(n—k+1),

s=k!
la condition (2) deviendra alors (Z)E—O (mod m) .
II. La condition est suffisante. On sait que
. 1tf(1_:nq n q\ g L q 4 (m\ g
¢ K (k)(0)+(k—l)(1' *"‘Jr(l)(k—l) F(a)(lrc)‘

Supposons que q satisfasse a la condition de I’énoncé. Etant un mul-

!

q est aussi une période modulo m de cette suite; en vertu du lemme 4,

tiple entier de la plus courte période modulo m de la suite {(

q'est une période modulo m de toutes les suites {(2)} pour x =1,2,.... k—1.
Donc, d’apreés le lemme 3,

(:) 0(modm)  pour x=1,2,...,k—1.

De plus, puisque la condition 2° est vérifiée par hypothése, nous avons
finalement

(q)-.--o(modm) pour x=1,2,..,k.
F



42 Swiatomir Zgbek

De la et de (7) on tire

" )= 6)+ o) (1) -+ () e o) + (o) )

L (E)(g) ;(:)(modm) pour n=0,1,2,...;

q est donc une période modulo m de la suite {(;)} et la condition est

bien suffisante.
c.q.f.d.
§ 4. Je vais démontrer encore un lemme.

Lemme 6. Si p est un nombre premier et sia, et t sont des nombres
naturels, # = a—1, alors

(tpf — 1\
~P ‘ p"—l"

Démonstration. On a

(tPP—1\ _ (tpf—1)(tp —2)...(tp* —p*+1) _ ‘17’ tp'— 4
| pr—1 1-2..(p"—1) “Q e

Soit 1 <<A<"p®*—1. Si ~ p|4, on a évidemment ~ p|tp?— 4. Si p®|i
(® naturel) et ~p? '/, alors 1 <@ <a—1 et, de plus p®'tpf— 41 et
~p¥*'itpf —i. Par conséquent
tp —1, _apy @
p*—1] bpy b’
s . . tpf—1)
ou (a, p)==(b, p) = 1. On ne saurait donc avoir p '( pe L)

c.q.f. d.
% 5. Voici maintenant le théoréme principal de ce travail.

Théoréme 3. Soit m un nombre naturel quelconque admettant la dé-
composition en facteurs premiers

) ] ]
m=p{ pi..p,’,
ou p; sont des nombres premiers différents et a, des nombres naturels.

La plus courte période modulo m de la suite {(:)} (n=0,1, 2, ..) est

P ! ’ 8
q, = mp{p§...p,",

ot i = fi(k) est le plus grand des nombres entiers non négatifs tels que
pit <k, (i=1,2,..,1) (ce qui peut aussi Sexprimer par la formule:
Bi=E(logp;k), pour i =1,2,..,1).
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Démonstration. Procédons par récurrence:

1° k=1, :(1)=0,i=1,2,..1L

On a {(?)} = {n}. 1l est facile de voir que la plus courte période mo-
dulo m de la suite naturelle {n} =0, 1,2, ... est égale & m. Donc q, =m.
Puisque pfi =1 (1=1,2,..,1), le théoréme est bien vrai pour k=

2° Admettons que le théoréme soit vrai pour k= x c’est-a-dire que

si q, est la plus courte période modulo m de la suite { (Z)} alors
qx = mpi:' (=) p;' (x) P pi‘[ ()

Posons f;(x) =b,. De la q.=mp? pl...p/t. En vertu de la définition des

nombres b, on a évidemment x-< p%*! pour i=1,2,..,l. On en conclut:
ou bien que x + 1 <<pfi*! pouri=1,2, ..,1,
ou bien qu’il existe un i= j tel que x+1=p% '. Considerons deux cas.
Cas 1. 11 est x+1<<pf+! pour i=1,2,..,1

Evidemment on peut mettre x +1 sous la forme

x + 1 =tp{ pg’ ... pj!

ou (t,p))=1et 0 u;- bj+1 pour i=1,2,..,1. De la définition des
nombres §; il résulte
Pi(x 4+ 1) =Bi(x) =0b;.
Je dis que
Qi = mp} py ... P =q, .
En effet,

‘mplb. Py .. Pl ‘mp1 pir ... plt )
\ x+1 ’ \ tpl pyr...pj
- mPi"pé"---p;‘(mpl'm‘-'---Pf_'—l) . (mpy'py - pﬂ—tp Py Pl + 1)

1-2..(tp} p§ ... pft — 1) tpj pg ... pi!
R - " mp{: p“ p"‘*
— mp?u u, p! &) pbl vy — tp‘:' p;l wl " 1) — 0 (mod ml,
mpj p;' ... py!
car on a, par hypothése, (t,p)=1 et ( L +1' d ! doit étre un nombre

entier; par suite

/mpl Pz P"‘—l\
"I eprp L pr—1)-
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De plus mp{ p3: ... p{t, étant un multiple deq_, est en vertu du théoreme
2 une période modulo m de la suite

{(xil}) pour x4 b pliv! N==1l,2%%.., |

cette période est la plus courte, puisqu’elle est le plus petit multiple de q.
On a donc bien dans ce cas

— b, nb- = 2 2 1
q,  =mpy py ..yl =mp) Vpplt i phit

Cas 11. 11 existe un i= tel que x+1-—p" +1. Pour i +# j on ne peut
avoir x + 1=p%*!, car il en résulterait p” *!=pji'', contrairement
a I’hypothése que p; sont des nombres premiers différents. On ne peut
avoir non plus x + 1 =-p%*! car » <<p% '

Donc

«+ 1 plt! pour i#j, 1-.i<1.
Par conséquent
pi(x + 1)=>b; pour i+ j,
Bilx+1)=bj+ 1.
Je dis que
— b. & bi+1 nb; &
q, = mp, ...pj_l.ilpj/ pl_/‘l S L
En effet, de méme que dans le cas précédent on trouve:

I/mp‘;-...p;’_/—ll p:_’f tplisrpty /mp‘ . .pl'f_j—l p"/ 1p/l_'1‘4|—1 . PPt e
\ x+1 | p”/+l /
b ..o pb—1 pbi-t il p
=mp? ... pbi—t p¥ist.. pfl‘mp‘ Ly P/ p/{-»t P; ) 0 (mod m).
Jj—1 =1 pfl 1 N 1
De plus, comme
mp‘, p/—lp/ /41 pi’l:pj.q‘,

ce nombre est, en vertu du théoréme 2, une période modulo m de la suite

{(x+ 1)} (n=1,2,..) pour x+1 p/
Supposons q, , <<mp} ... pj’i‘l p}; pf/' R
Puisque q, ,, doit étre (en vertu du théoreme 2) un multiple entier de q,,

on a donc nécessairement

qx 1 mpl i plbl=qx

(MPY ... .. PPN __Imp) Pl Pt
(8) [ x+1 ’ ‘ o‘ ' ’

et

0 (mod m).
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De méme que précédemment on prouve que

mple... g\ 5 g W a
‘ p;:l-»-i ] mpy' ... p,'i, pj/I ‘..‘p,

De la et de (8) on déduit

1 fmp} ...pJ ... ppi —1
A A
D, 1

mp} ...pli ... pji—1

Py Yy e )

ce qui est absurde en vertu du lemme 6. Il y a donc contradiction et on ne
peut avoir q, , <<mp} ... p:_’i—ll pj’/ 'p;’ﬁ_ll - Pf.

Par conséquent
L

- b, b b+l b, Y- x 1 j(x+1 1
Quyr =MPP - DU PY T Yt pft = mp® L pl Y pffi D

pour x+1=p% '

Nous avons ainsi prouvé, dans les deux cas possibles, que si lethéoréme
est vrai pour k= x il I'est aussi pour k=x +1. Il est donc pour k na-
turel quelconque.

c.q.fd.
§ 6. En particulier, pour m = 10# nous obtenos:

Corollaire. La plus courte période modulo 10" de la suite l(:)l

\\k/J

(n=0,1,2,..) est égale @ ur=2°5%10", ou a. et by sont les plus grands
nombres entiérs non mégatifs tels que 2% < k et 5% < k.
Voici, a titre d’exemple, quelques valeurs de g,.x:

k O,y k
1 104
2,3 2.10" |
4 4.10"

56,7 | 20.11~
8,9,10,11,12,13,14,15 | 40.10¢
16,17, 18,19, 20, 21, 22, 23, 24 ' 80.10%
25, 26, 217, 28, 29, 30, 31 | 400.10"
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Streszczenie

Niech bedzie dana liczba naturalna m i cigg nieskonczony liczb cat-
kowitych {a,} (n=1, 2, ..). Jesli istniejg takie dwie liczby naturalne
qiN, ze

a, ¢=a,(modm) dla n >N

woéwczas mowimy, ze ciag ten jest periodyczny modulo m, zas liczbe g
nazywamy okresem (periodem) tegoz ciggu. Badanie okresowosci mo-
dulo m danego ciggu sprowadza sie do znalezienia jego najkrétszego okre-
su modulo m. W niniejszej pracy zajmuje sie znalezieniem najkrétszych

okreséw modulo m ciggéw liczb

n=0,12, ...

Qn = (Z)z_n(n_l)---k(';l—kﬁ- 1)

gdzie k jest ustalong liczbg naturalng.

Opierajgc sie na udowodnionych na wstepie kilku ogolniejszych lema-
tach, dowodze, ze: ’

1° Dla dowolnych naturalnych ustalonych m i k ciag !(n"} n=0,1,2,..)
jest periodyczny modulo m dla n=0. Q=

2° Jesli m jest dowolng liczbg naturalng o rozkladzie na czynniki
pierwsze
m = pf p§ ... pj!
gdzie p; sg réznymi liczbami pierwszymi, a; sg liczbami naturalnymi;

woéweczas najkrotszy okres modulo m ciggu l(:)} wynosi g, =mp{’ ps:...pr
gdzie f, = f,(k) jest najwieksza sposréd liczb calkowitych nieujemnych
takich, ze pfi << k (1=1,2,...1).

Na koncu podaje w szczegélnosci wartoSci okreséw dla m =10~
k=1, 2. ... 31.

Pe3zwme

IlyeTh naHO HaTypajbHOe YMCJIO m M BGeCKOHEYHas TMOCJeA0BaTe/b-
HocTb nenelx umcen {a,} (n=1,2,..). Ecan cymecrsyior Takue npa Ha-

TypaJibHele yncia q u N, 4to
Grig=an(modm) apna n > N.

TO TOBOPUM, UYTO 3Ta NOCJIENOBATEJIbHOCTb INEepMoAMYECKada II0 MOAYJ m,
¢ YMCJI0O g Ha3bIBaeéM nepmoaoM 9TOI IOCJIEA0BATEJNILHOCTH. I/Icc.nenosa}me
NeEPpUOANYHOCTH TII0 MOAYJIIO M naI{HOﬁ II0CJIeJOBATEJILHOCTMU CBOAUTCSI
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K HaXO0XIEeHMIO eI0 KpaTyaillero nepuoaa Imo MoayJwo m. B aroit pabore
A 3aHMMAlOCh HaXOXJEeHMeM KpaT4ailuux MEPUMOJOB MO MOAYJI0 m MNO-
CJIeJOBATELHOCTH YMUCeN

k, Il n=20,1,2,....

rae k HaTypaJbHOE INOCTOSHHOE.

Omrpancs Ha HECKOJBKMX o0lmx JileMMaX, OOKa3aHHbIX BO BCTYIlJe-
HUU, A QOKA3bIBAlO, YTO!

1° JIna npou3BOJBbHEIX HATYpPaJbHBIX M ¥ k MOCJIE€IOBATEIBLHOCTI>
] n
|(k (n=0,1,2,..) nepuoguueckan no Moayso m npu n = 0.

2° Ecay m mnpou3BOJIbHOE HATypaJbHOE YMCJO C . Pa3JIoKEHMEM Ha
nepBoHaYaJIbHbIE YMUCJIa

m = p{ py ... pj’
rae p; pasjmMyHble IepPBOHAYaJIbHbIE YMCJA, @ HaTypaJibHBIE 4ucJa,

L. n
TO KpaT4ailumii MepUoA Mo MOAYJI0 m B IOCJIEA0BATEbLHOCTH Il‘ kll pae-
HAeTcA e/l

q, = mp} pj: ... pji
rae f;,=f,(k) camoe Gosblloe cpeau LeJNBIX He OTPMUATENBHBIX 4MCe
Takux, yto pli<k (i=1,2,..,1).
B kxoHUe S NpUBOXKY 3HaYeHMA nepuomoB aaa m=—=10# k=1,2,...,31.






