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1. Introduction. La plupart des auteures ne considérent que des
systémes mécaniques dont les liaisons dépendent uniquement des positions
et du temps (systémes holonomes) ou des positions, des vitesses et du
temps (systémes non holonomes). Jusqu’a présent quelques auteurs a peine
ont considéré des systémes dont les liaisons dépendent des positions, des
vitesses, des accélérations et du temps (systémes non holonomes du deu-
xiéme ordre), voir par exemple Przeborski [4] ou [5], p. 253 ff.
et 315 ff. et Stdckel [6] (ce dernier ne les considére que d'une maniére
implicite).

Ce travail est consacreé a la généralisation des équations de Lagran-
ge, de Maggi eed’Appell aux systémes dont les liaisons dépendent
des dérivées des fonctions qui déterminent les positions d'un systéme par
rapport au temps d’un ordre qui ne surpasse pas s (s est quelconque, mais
fixe). Si, pour un systéme donné, le nombre s est le plus petit possible,
nous dirons que la systéme est non holonome d’ordre s!). (pour s = 0
nous aurons des systémes holonomes, pour s = 1 des systémes non ho-
lonomes).

Bien qu’il soit aisé de donner des réalisations physiques pour de tels
systémes, (elles sont — il est vrai — pour la plupart assez artificielles,
voir par exemple Tatarkiewicz [7]) ces systémes n’ont pas d'im-
portance pratique. Mais il nous semble que, tout de méme, 'étude de tels
systémes n’est pas tout-a-fait dépourvue d'importance. De méme que

1) Appell, [2]), p. 5 nomme ,ordre d’un systéme non holonome* une autre
notion.
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I’étude des systémes non holonomes du 1°° ordre met en évidence les
particularités des systémes holonomes, celle des systémes non holonomes
d’ordre s jette une nouvelle lumiére sur les particularités des systémes
pour lesquels, s==0 ou s=—1. Nous pouvons constater ainsi quelles sont
les propriétés qui n’appartiennent qu’aux systémes holonomes (s==0)
ou non holonomes (s = 1) et lesquelles de ces propriétés sont générales.
Par exemple, nous verrons que les équations d'Appell ont un ca-
ractére beaucoup plus profond que les équations de Maggi (qui sont
le résultat d’'une élimination presque banale). Enfin, si les liaisons d’ordre
s == 2 ne sont pas compatibles en général avec les fondements de la méca-
nique classique — comme le croient quelques auteurs — I'étude de tels
systémes pourra fournir I'unique moyen d’obtenir des exemples montrant
cette contradiction.

C’est pourquoi nous nous bornerons aux systémes de n points. Nous
ferons aussi des suppositions trés fortes sur la différentiabilité des fonc-
tions considérées car il nous semble superflu d’entrer dans divers détails
de nature non meécanique. Nous n’étudierons pas le nombre des constan-
tes qui déterminent univoquement le mouvement de notre systéme. De
méme nous supposerons que la structure topologique des liaisons est la
plus simple possible, et enfin nous nous bornerons a une classe particuliére
de liaisons dites liaisons qui me travaillent pas (pour s = 0, c’est-a-dire
pour des liaisons holonomes, ce sont des liaisons sans frottement).

La méthode employée dans ce travail sera une méthode d’éliminations
successives des multiplicateurs généralisés de Lagrange. Cette mé-
thode montre ici sa portée extraordinaire.

Avant de procéder a I'exposition de nos résultats, nous introduisons
un symbole nouveau D’f — ressemblant un peu a une différentielle totale
d’ordre 7. Il permettra de simplifier nos notations.

2. Une notation nouvelle. Soit une fonction g de k+1 variables
t, Qo+ Q. (vu les applications ultérieures nous employons des indices
doubles).

g=glt, Qoyr =+ qok)'

Posons
D" (t) qu oTegly q()k,g a/ g(t, QOp b ] qu)
: i
(2,1) D'(t, gy, s Gogs Qoy» -+ Qor) 9 i g¢ + 2, Fq 9,
p=1 On
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et par induction (il faut remplacer dans (2,1) le nombre k par k (r+1))

(2,2) DMt gy <es Qo s Gor +oos Dans -+ Qops 0 Dons Dot 's o0 Toa D 9 57
I8 s s o Wy ooaim i v s B9 10D S s Rl i 5% it Alo?
ou
=T D'(t, qo, ooy Qo Q(l)p ooy q(i),,, ooy qz)p seny Qﬁk) g.

D'(t,qgy, s Qo5 Qi -+ Gox) 9 €St une fonction de k (r+1)+1 variables.

Dans la suite, pour simplifier les notations nous allons supposer que
1° gy=1t, q};=1 (ou bien que gy,,=1) et gi, =0 pour r=2,3,.. —
alors il n'y aura par lieu a dégager la variable t des variables q, ..., qg, -
2° nous mettrons une lettre g pour un groupe entier des variables
qios Qs -0 9o €t qo pour t, gy, ..., 4y, Par exemple

g=g(q))=D" (qo) g

D'(q,; q )g:‘ ‘ Qn.

d qu

o . p e s 3 9 q
(2,3) D*(q,; g}, 93) 9 E S dq, d 4 9o, 90, 2 E;()v Qo -
» " =0

r=:0  w=0

Parfois nous allons méme écrire D'g.
Nous avons

(2.4) J D g = dg

Y ql’)r d qo» ‘

Le symbole D’g peut bien servir au calcul des dérivées totales des
fonctions, par exemple

d L}
(2|5) > (ty ) teey ) n = D' »
dt!g ot > Qowllq, — qo,® a0, = 0, (1), @, = do, (®
et plus généralement
d’ !

26 & | = o : )
dt |g |qO,.= qO,.(t) I 9 !qO,,=' qo,,(t), q:lh = q;h.{”’ ooy q{;,. — q;(,,' (t) ’

ou
dw
Qe (t) = q ¢ o (t)

et le symbole
h, ou bien h
|G, = Qo (1), ...

signifie qu’on a opéré une substitution.
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1. LE SYSTEME CONSIDERE

3. Les liaisons. Supposons que P,, ..., P, forme un systéme de n points
ayant des coordonnées P, = (xar 2, X3r—1, T3) et portant des masses m,.
Posons

My = Myr—2 = M3, =— My, .
Soient des fonctions

F i ™ § o By @Ry e v T By nor Ty o omy Tffcomy Thi)

de 3nu+1 variables, -déterminées dans des ensembles A,,. Nous allons
supposer qu’elles ont au moins s+ 1 dérivées continues et que

an

0 fou
Vi~ o
- dx
/

pour toutes ces fonctions.
Supposons que notre systéeme de points soit assujetti aux liaisons

(3,1) fvu(ty r‘l‘, aiey xgn ) 1‘}1 veey x.’!!n 2 Skl r;" e xéll) = 0
ou
r=12,.,k(u—1)—k(n df ke
(3,2)
n=20,1,..s
et
(33 3n, k(1) > k(0 > k(1) > ... > ks — 1)~ kis) > 0.

C’est-a-dire que nous allons considérer que des systémes de nombres
t,xf, .., 2%, x}, ..., &), - T, ., T, qui vérifient (3,1).
Soit x; = x;(t) et posons

it = A x(t).

dt’
Nous dirons que le mouvement x; = xi(t) est conforme aux liaisons (3,1)
si nous aurons pour chaque t

(3,4) F oV v Ty B .., By, ooy T, .o, ol

3n

Nous n’allons pas supposer que pour chaque #=20,1,..., s I'ensemble
des conditions
fv,u;'-o i'=l,2,...,ku

(qui est d’ordre p) ne se laisse pas remplacer par un ensemble de condi-
tions d’ordre inférieur a u. Une telle supposition serait superflue pour le
but que nous poursuivons.
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De méme nous n’allons pas supposer que s est 'ordre de notre systéme,
c’est-a-dire nous admettons que (3,1) pourrait étre équivalent a un syste-
me ne dépendant que de t,x,,..,x™ ou w<_s.

Enfin, pour éviter des difficultés d’ordre topologique, nous allons
supposer que les conditions

(3,5) f ot ., 2l ) =0 v=1,2,..,3n—k(0)=k

déterminent un ensemble de ’espace a 3n+1 dimensions, homéomorphe
a une sphére de dimension k (0)+1, (si 3n = k (—1) = k (0) cet ensemble
est tout 1'espace), que

(3,6) £t 20 a8, T ) =0 »=1,2,. k(1) —k(@O)=k

ensemble avec (3,5) détermine un ensemble de l'espace a 6n+1 dimen-
sions (il sera en méme temps un sous-ensemble du produit cartésien de
I’ensemble déterminé par (3,5) et de l'espace a 3n dimension) homéo-
morphe a une sphére de dimension k (0)+k (1)+1 et que pour chaque
r=2, 3, .., s 'ensemble des conditions (3,1) pour p= 0, 1, ..., r forme un
ensemble de l'espace 4 3n(r+1)+1 dimensions homéomorphe a une
sphére de dimension k (0)+k (1)+..+k(r)+1.

Nous voyons que les conditions (3,5) constituent des liaisons holonomes
de notre systéme, les liaisons (3,6) sont des liaisons non holonomes (ou
pseudo-non holonomes si elles peuvent étre intégrées) et (3,1) pour
n==2,..,s représentent des liaisons non holonomes d’ordre supérieur.

4. Les équations du mouvement. De I'axiome de la réaction des
liaisons (voir par exemple Przeborski [4] ou [5], p. 259) il résulte
que les liaisons (3,1) produisent des forces nommées réactions. Supposons
que la réaction qui agit sur P, ait les coordinnées [Rs,—2, R3,—1, Rs,]. Enfin
supposons qu’'une force [Far—2, F3,—1,Fa,| est appliquée sur ce point. Alors
les équations du mouvements seront

(4,1) m,x:=F,+ R, ="l 23
ou le nombre 2 est un indexe (et ne signifie pas la carré de x;!).

Définition. Nous dirons que les liaisons ne travaillent pas dans un
mouvement x; = x, (t) s’il existe des fonctions du temps

lv;c — Av;: {t‘l
telles que

(4,2) R, 2 2 Aot e |

"
x:1=1.(,o)(t, n=0 »=1 0.’1.‘

— lo
x] .1:}." (t)
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Si pour un w nous avons k (w) = k (w—1), c’est-a-dire si k, = 0 alors
I’ensemble des conditions

fow =0 r=1,2,...,0

est vide et il faut écarter de (4,2) les termes correspondants. Cette re-
marque s'applique a toutes les formules que nous allons écrire dans
la suite.

Remarquons que dans la formule (4,2) (comme dans tout ce travail) nous
faisons une différence entre les variables x et les dérivées x}”’=:r}")(t).

De (4,1) et de (4,2) nous obtenons les équations de Lagrange de
premier genre généralisées (pour des liaisons qui ne travaillent pas):

s ky
2 \ : 0 fou g
(4,3) m,x; =F,+ _\_J 2 Avu 'difhf/‘ i=1,2,..,3n.
u=0 »=0 T

Avec les conditions (3,1) elles déterminent le mouvement de notre
systéme (pour s<<2 et f, linéaires par rapport a x? voir par exemple
Przeborski [4] ou [5], p. 269). Ces équations de mouvement (4,3)
et (3,1) sont a comprendre comme il suit: nous cherchons des fonctions
x.=ux(t), r=1,2,..,3n et des fonctions A, = i,.(t), »=1,2, .., ku,
pn=1,2,..,s et telles qu'aprés la substitution

x# =zl (t), A = Ay (t)

les équations (4,3) et (3,1) soient verifiées identiquement.

5. Une remarque sur le principe du travail virtuel. L’axiome des
réactions des liaisons et la forme analytique (3,1) des liaisons ne déter-
minent pas univoquement les réactions. Il faut faire des suppositions
supplémentaires — par exemple — supposer que les liaisons ne travail-
lent pas, admettent le frottement, ou comportent un asservissement etc.
Nous nous bornons alors a une classe de réalisations des liaisons.

En fait, si nous supposons que les liasons ne travaillent pas, nous
admettons la condition (4,2) qui est une hypothése sur direction des
réactions. Il est intéressant et d’une grande importance qu’avec cette
hypotheése (4,1) et (4,3) déterminent univoquement les réactions (et non
seulement leurs directions).

On peut se borner a cette classe de réalisations des liaisons d’'une autre
maniére. Nous déterminons alors les directions des réactions d’'une fagon

implicite a l'aide des déplacements virtuels généralisés qui leur sont
orthogonaux.
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En effet appelons les nombres d8x,, ..., 0x3, déplacements virtuels géné-
ralisés s’ils vérifient les conditions

pour », u vérifiant (3,2).
Nous dirons que les liaisons ne travaillent pas si dans notre mouve-

ment
an

Z |F;—m,x}]6x,=0
=1
pour chaque déplacement virtuel généralisé.

Cette définition (Principe de d’Alembert géméralisé) est équivalent
a la définition de la page 9, donc elle conduit évidemment aux mémes
équations (4,3).

Si les liaisons ne dépendent pas du temps et ne travaillent pas, alors
le travail des forces des réactions est nul (donc si les forces appliquées
F; sont potentielles, alors pour notre systéme le principe de la conserva-
tion de 1'énergie mécanique est vérifié).

6. Les liaisons paramétriques. Nous allons remplacer les liaisons (3,1)
par des liaisons données paramétriquement.

En introduisant des parametres gy, ...,qy 5 ©n peut avec nos hypo-
théses topologiques faire de sorte que les égalités

‘6)1) f,,[)(tn I?l ’xg,,)=0 i’=1,2,...,k0
soient équivalentes au systéme paramétrique
(6,2) x2=¢v0 (t, L YRR Qo_k(o,) r==1,2,..3n

ou g, sont des parameétres holonomes (coordonnées de Lagrange),
c’est-a-dire que

(6,3) £ 0 (8 24 w0 4) =0.

|20 =0 (2, Qgppe -+ Gg we)

L'’ensemble des variables quy, gy, - Qg o) OU Qoo =1 Sera désigné par
une seule lettre q,.

Remarquons que si k (0) = 3n, c’est-a-dire si k, = 0, alors les condi-
tions (6,1) sont vides et les conditions (6,2) pourront étre mises sous la
forme simple:

x) =gy,
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Posons pour r =0
(6,4) T, = #0095 > 90 4 D903 Qp» - 90) ¥0
ou g désigne un groupe de nouvelles variables quelconques qgy, qg; s s g, ko)
ou gly=1 et g ==0 pour w 1.

Evidemment si % = x (t) est mouvement conforme aux liaisons (6,1),
alors, vu (2,5) et (2,6), on a

(6,5) Er—= 72

q{\u - Qﬂnlt)" Q(‘lu -l dl'lu (t)
et
(6,6) I, (1) =¢%

q(ln - q00 (t)’ q(‘)n = q-(hl (t)’ q(z)n = (.1.00 (t)

ou ¢y, = q,,(t) est le méme mouvement en coordonnées de Lagrange.
Posons pour u -0

(6,7) 1. & - 9 7 1.,
T, = (g dp, - 9p)-

Au systéme de conditions
£ (2l 25, .y 2h) =0

(ou », ¢ vérifient (3,2)) exprimé dans les variables z9, ..., x’ équivaut le
systéme composé de (6,2) et de

ff_” (Qg>qp> -+ Q) =0 ==l 28,

Il est exprimé dans les variables q,, g, - qg-

En introduisant de nouvaux paramétres gqy,...,q, ,, On peut avec nos
hypothésese topologiques, faire de sorte que l'égalité

fl,=0 r=12,..,k,
soit équivalente au systéme paramétrique
(6,8) Q¢';..=<P.,1 (Qors =1 Do, rj0)> D117 -+ q,,m,) r=12,..,k(0).

Les coordonnées q,, sont des paramétres non holonomes de 1¢ rang
{en pourrait les appeler coordonnées de Maggi — voir Amaldi,
Levi-Civita [1], p. 382,0u Przeborski [5], p. 331). Nous allons
les désigner aussi par une lettre q,.
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On choisit le plus souvent ces parametres de maniére que
(6,9) ?,4(q9 @) =¢q,, pour v=1,2,.,k(1)

(alors les q,, pour v=k{l)+1,..,k(0) seront déterminées univoque-
ment). Cette supposition n'est pas nécéssaire. Elle parait avantageuse dans
les applications aux équations du mouvement, car il suffit alors de sub-
stituer dans les équations ‘I1..=éo..(t) pour »=1,2,...,k(1). Mais alors
¢,, pour »=k(1)+1, ..., k(0) ont le plus souvent une forme trés com-
pliquée et conduisent a de calculs pénibles. (Le choix (6,9) des variables
de Maggi correspond au choix x,6 = q,, pour les systémes holonomes,
c’est-a-dire correspond au cas dans lequel nous considérons des équations
aux coordonnées naturelles. x,, ..., x;, et non pas aux coordonnées de
Lagrange).
Posons pour 7 =0

% 71(Qy Qd 0 96 Q4> Gy - 4) 5 D7 (qp @3 90 Y 0 B D 9,

et définissons ¢/i par induction. Soit ¢% = ¢%, c’est-a-dire ¢/} =¢
supposons que nous ayons défini %, ...,p%"'. Admettons alors

et

ot = o' (Ge Qp Q1 - GF) 37 Ef;‘i
q, =9 Qe ap qp @y )
(ou r=0,1,..,w—1).
Posons enfin

¥ (A0 G G -+ 477" oy 910 (Qor Gy - G|
9. = ¥l (9o 90 Qi G-
Evidemment, si x%= x (t) est un mouvement conforme aux liaisons
fo=0, f,=0 alors
xr (t) - r}'rﬂ'
Qo = qo; (1)

‘i‘r (t)= rp::' I
Qo: = Go; (V) @y, = gy, (V)

ou q, =qy, (t) et q, =q,,(t) est le méme mouvement x!= x (t) exprimé
en coordonnées de Lagrange et de Maggi respectivement.

7. Les linisons paramétriques — suite. Procédons maintenant par in-
duction. Supposons que nous ayons défini les parametres q,, N I
Qg1+ 9y gy ©1 l€s parametres auxiliaires g, les fonctions ¢4, -, 9,5
¥t et ¢ff pour j=0,1,..,w et enfin f! , .., f* .

»n?
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Posons

(7,1) f:,: 1{%- Qp sy qg.) QL, L) Qﬁ:,_wl df !:‘:u
r = g —h W
qz'—l,v q’vw ‘

Alors fy+!=0 sera équivalent a fy, =0etaq, , ,=g9,,.
En introduisant de nouveaux parameétres g, ;- Qy;q1 8wy (QUE
nous allons parfois désigner par une lettre g, ,) on peut avec nos hypo-

théses topologiques, faire de sorte que les conditions
f‘vﬁ 1 =0
soient équivalentes aux équations
Qoo = P01 ( Aoy o0y Do G 4 4) -

C’est-a-dire nous aurons

w+1 =
v,w+1 :
qlu'v o q)v.w 1 (qO’ 0 gy, ,_1)
Si k(w) — k(w+1) =k .1==0 alors I'ensemble des conditions f2;! =0
est vide, et nous pouvons poser
(7,2) Po w4180 Q) =y, y v=1,2,.., k(w+1).

On admet pour r =0
Poto il D (G Q15 Q0 s Qoo o9 Qo oos Lit) o1

(I'ensemble des variables q, ;4. @) 1 gy S€Ta parfois désigné par un

symbole ¢/ ,) et on définit %'} par une induction supplémentaire. Soit

0w+l _ 0. w+1 ’ . Ak 0,w+1
Pywit = Powi (c’est-a-dire Prwit = Pow: 1)
et supposons que nous ayons défini ¢0% !}, .., ¢/ 4*!.  Admettons alors
row+1 1 4 — w1l
‘P,._w_.l (q0’ ql’ 1Ay oy 1 qw+1’ ] qw + l) df (pv,w D ] ; 8
— —1,w+
q’i = Pei+t
Posons enfin

gLt =gl pour j=0,1,..,w

')
{ — =1l wil
l 9w = Piwi1 '

ce qui achéve notre définition par induction.
Remarquons que nous avons

(7,3) =1 (qg qyy Hq,) E=0:
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Si nous introduisons encore les variables q_, , et les fonctions q_, ,=
=q_, ,(t) a l'aide 'des équations

x=q_,, et 2, (t) = q_,,(®

alors nous voyons que gj¥ est une fonction des variables gy, .., q,
ql,..,q,!/~™ qui représente aprés la substitution des fonctions du temps
9, =9, ®, ¢, =4q(t) la r+1-iéme dérivée de la »-iéme coordonnée
de la fonction g, ((t), c’est-a-dire que

Qi (8) = @[ (L, Gy voor Qupp Qs +oe0 Q5T
9, =q, (), 9, = qi2(t).

Notre notation serait plus conséquente si nous avions désigné par ¢’
(pour w = —1, 0, 1, ..., 5) les variables que nous avons désigné par gq_, .
Nous aurions alors une famille de trois paramétres des symboles Qf.,-

Nous pourrions alors plus facilement faire une distinction entre les
nombres q°, et les fonctions du temps q'% (t)=q,,(t) (de méme que nous
faisons ici entre q', et q"vI qj“v' (t) pour i>>0). Nos notations étant assez
compliquées (et les variables q,, étant employées le plus souvent), il
nous semblait superflu d’introduire une complication de plus.

8. Un paradoxe apparent. Considérons un systéme holonome ayant
comme liaisons les conditions f,=0 et un systéme non holonome (com-
posé des mémes points) ayant comme liaisons f,=0 et f, =0. Nous
aurons pour le second s = 1. Vu (3,3) en a donc k (1) <k (0). 11 pourrait
sembler paradoxal qu’un systéme holonome de k (0) degrés de liberté
infinitésimale dépende de k (0) parameétres q,, ..., Qg ro) €t UN systéme non
holonome ayant seulement k (1) degrés de liberté infinitésimale (et k (0)
degrés de liberté intégrale, ou k(1) <k (0)) dépende d’un plus grand
nombres de parameétres, a savoir k (0) +k (1) parameétres Qoy» -
50 (RS

Ce;(x'endant il n’en est rien, si nous considérons le mouvement dans
I’espace des configurations a 6n+1 dimensions. Le systéme holonome
a alors 2k (0) degrés de liberté (k (0) degrés de liberté intégrale et k (0)
degrés de liberté infinitésimale qu’il faut ajouter) déterminés par les
parameétres quelconques qq, ..., qq, km),qz,l,..., Q4 o Cependant le systéme
ron holonome n’a alors que k (0)+k (1) <2k (0) degrés de liberté dé-
terminés par les parameétres quelconques Gy «.s Qg 4o Qyys +++» Gy pgy)+ 1€1 leS
parameétres q(‘)v ne sont pas quelconques, mais ils sont déterminés par (6,8).

Le méme raisonnement s’applique aux systémes de ’ordre s quelcon~
que — il faut alors considérer l'espace des configurations a 6ns+1
dimensions.

b ] QO_ﬂn} ? an
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9. Quelques identités. Vu (6,7) et (6,4) nous avons

dflm - 3n gfvo
dq,, = 0x?

.
09,

9.,1) 34,

0.

De (6,7) il s’ensuit que pour u =0
ofl, <1 0f,. Odly
dq()‘i =/=0 (31:!{-‘i oqt -
Mais il résulte de (6,4) et (2,4) que
"'P,’a" _ o%‘o
oqy,  0qy

Donc

Ut X1 fs 90

(9,2) :
aqf, é{ d xy o oy

D’une maniére semblable nous obtenons de (7,2)

gfuit KD gge | gg

9,3) - ¥ v 1 0
dqw = od,_,, Oq,

et de (7,1) pour py>w
oy %51 o | D

aq"_"’ - dq,’,‘,“,";’ I q“_.‘, .

md
J=1
Mais, pour chaque !

dgls 03, Og,

oq,,” 0dq., Oq,,
donc
Ifgblaca" | 0% o 0%

"b"
(9,4) oq”_w 4‘ o q“—"“ a—wi1 ! aa

Si nous admettons q' ; =9 alors les formules (9,1) et (9,2) deviennent
des cas particuliers de (9,3) et de (9,4).

Dans le cas ou k, = 0, nous avons posé @.» = quw. donc
Og
(9.5) 12 =5,
oqun' i

ou ¢;; est le symbole 4 de Kronecker.
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10. Les forces généralisées. Introduisons la définition par recurrence

Q' =F
kif—1)
_ dr‘u p
10,1 ) = i{. r
(10,1) Q 2 Q aq. °

ou grace a la substitution opérée dans le second membre, la force @
doit étre une fonction de gq,, v Qi 1 @y q},....

Pour k=—1 les Qr‘ sont lese coordonnées des forces de Newton.
Pour k =— 0 nous obtenons

dyg
(10,2) Q= 2 F R
; it = i (qy 94 - @) i

c’est-a-dire des forces de Lagrange (elles sont des fonctions des
variables de Lagrange et de leurs dérivées).

Pour k = 1 nous obtenons

dl‘"‘
10,3 L2 ¥ oo . o ¥n
( ) Q. ’A_{ Qr | qg‘__ ¢’ff1—l 1 ()ql
k (0) 3
— v S; F dql"ol 09",1
- 1F. . PPuo o ()
S S T e =g 0y |l gz, =gt Oq

c'est-a-dire des expressions qu’'on pourrait appeler forces de Maggi
(elles sont des fonctions des variables de Lagrange, des variables
de Maggi et des dérivées des variables de Ma g g i).

Pour j > 1 'expression @ généralise la notion de la force de Maggi
(et la notion de la force de Lagramnge).

. LES EQUATIONS DE LAGRANGE ET DE MAGGI

11. Les équations de Lagrange du second genre généralisées.
Multiplions les equations de Lagrange du premier genre (4,3) par

dﬁn
dqo/
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et sommons les par rapport a i

(11.1) %‘ ) dg; ) {% o 049 %‘1 5 i 0fp 994 4
i, (L = Fpe g 4 e i :
S | dq, 5 09, = 5 0x} 0qy,

j=1,2,..,k(0).

Substituons dans (11,1) les variables qm,,q(‘,[,,..., pour x%,x!,.... Vu (6,4),
(10,2), (9,1) et (9,2) nous avons

8"1 (:‘f;‘ = k1 d]‘l
112 NmoR(aah @ o=@+ Y D hws j=1,2,.,k(0).
=1 QO/' n=1 v=1 v q0/

Nous allons transformer le premier membre de (11,2). Vu (6,4) et (2,3)
nous aurons

§l1 e f‘ k‘&» %” Lz do
(11,3) m, gly . 0 = DTN Ty e et ol b
l—ll a0 dq/o l‘_i‘ v_"O lﬁ) d QO.- d qO/( 0 QQI - q“'"

&=

in (0)

0 L o O¢ip 0s

T f r = 0 °
i=1 ::IJ o o, 0 qO/

De (6,5) il s’ensuit que le potentiel cinétique ?) en coordonnées géné-
ralisées q, (c’est-a-dire la fonction de 2k (0)+1 variables t, q,, ..., o, 20
Q) -+ Q) ppy Qui donne aprés la substitution qo. = qo.(t), g}, = d,, (1), la
fonction de temps appelée énergie cinétique) a la forme

1 ¢ \ 0@y O
1) — 2‘ 1)2 T LN (], Pio Yo 4 1
T(Qm qo) 2 mi (xr ) l —— " r - 2 * oq ¥ dq Qr q“ -
=1 L, = P =1 =0 =0 Or Ou

(11,4) oo ban) = 5 D) malEiF,
1

?) Le nom de potentiel cinétique est parfois réservé a la fonction de Lagran-
ge — c'est-a-dire a la somme du pontentiel cinétique selon la définition donnée ci-
dessus et du potentiel- La terminologie employée par nous semble plus rationelle.
mettant en évidence 'analogie des relations: potentiel cinétique — énergie cinétique
et potentiel — énergie potentielle
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alors nous aurons
T=/<(| :
£ = ¢! (qq q,)

Nous avons pour j=1, 2, ..., k (0)

n k(0) k()

dT v v Uﬁ qu dq"i‘ﬂ 1 1
(11,5 = Yo ° gl gl
) oq()/' i‘-—.—ll [ ] ,:-Tl A d th' 0 qo] aq()u qo .
et
in  k(0)
d
d‘%“ = S‘ Z m; - 9 .oq’m q.
ogly & & 0ay 0g,
Calculons 1'expression
dT S'n‘ k() k(0 (J-_"h“ ()(p
Ditgati g5 @) o= 3 Y Y mue PO da
90» 90> 90> 90 dq}” ':J ,ﬁ)‘ /a=20 dqq{_ dqq’h Oqoﬂ l;

G2 R(0) k(0)

¢ 0" g, AW O gy
22 Ym oq:’- S qq, + Y ,m,d" L. ..

= = 0q,, 0q,, ° — — 0qy,

Vu (11,3) et (11,5) nous avons

dy OT OT
V'm0 —‘E-D'(q,q, ;
= " o0q b 907 G G dq}, dq,

Donc vu (11,2)

k

0T 0T i & of
(11,6) Dl = Q0+ Aop s—F  j=1,2,...,k(0).
oqa,r aqu! . ‘; ";“ ! aq&

Ce sont des équations de Lagrange du second genre générulisées. Avec
les liaisons

(11)7) r=l!21 -"vkll

1 , l' vy #) = (
f‘,_,, (g9 Qg qo) n=12..s

elles déterminent les mouvements du systeme en coordonnées de L a-
Brange (et silon ajoute a (11,7) les équations (6,2) elles déterminent

les mouvements du systéme en coordonnées naturelles x0,...,x9).
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Les équations du mouvement {11,6) sont a comprendre comme il suit:
nous cherchons des fonctions q,, = q,,(t), v=1,2,..,k(0) et des fonctions
Awp = Ao (t) €t telles qu'aprés la substitution

q(r).' === q:)’vl (t)l j-r_n — A'-y (t)

(ou nous avons posé gy, = q,, et qj (t) = q,, (t)) les équations (11,6) et (11,7)
soient vérifiées identiquement.

Aprés une substitution appropriée des fonctions du temps et en
employant la formule (2,5) nous pouvons obtenir des équations ayant la
forme analogique & la forme usuelle des équations de L agrange
(c’est-a-dire des équations différentielles):

20T |_ g |
(11,8) di[aq(])/ > Qj|+ Z Z]l;l(t)d “ I 1= 1,2’ _'_’k(o)
avec les liaisons
a1 <o =t
n=12..,8

ou | désigne la substitution des fonctions du temps

qu == }j’;i (t).

D’ordinaire on ommet le symbole de la substitution des fonctions du
temps, mais alors la formule (11,8) sans commentaires approriés n’a pas
du sens (specialement la dérivation par rapport au temps).

La méthode exposée dans ce paragraphe peut évidemment eétre
employée quand il n’y a que des liaisons holonomes (s = 0). Elle conduit
alors des équations de Lagrange du premier genre aux équations
de Lagrange dusecond genre. Vu l'absence des liaisons f,, =0 pour
u >0 les calculs sont alors trés simples — c’est 1a méthode la plus simple
qui permet d’obtenir les équations de Lagrange du second genre
a partir des équations de Lagrange du premier genre. Elle n’est
pas employée dans les traités de Mécanique, car leurs auteurs préférent
déduire les équations de Lagrange du second genre directement du
principe du travail virtuel (voir par exemple Appell [3], p. 317 ff).
Les calculs sont alors semblables, mais un peu plus compliqués. Les
causes de cette préférence sont multiples. Par exemple il est alors plus
facile de dissimuler les difficultés topologiques qui se présentent lors-
qu'on passe des liaisons implicites f, =0 aux liaisons paramétriques
T9 = 9,4(q)-
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Remarquons enfin que les équations de Lagran ge du second genre
généralisées avec multiplicateurs sont  connues depuis longtemps pour
s=1 (voir par exemple Appell [3], p. 375) et pour s=2 quand les
f,, sont linéaires par rapport a x? (voir Przeborski [4] ou [5], p. 321).

12, Les équations de Maggi généralisées avec multiplicateurs.
En passant de (4,3) a (11,6) nous avons éliminé un certain nombre de multi-
plicateurs (les multiplicateurs 4.,0). Nous allons encore en éliminer
d’autres. Multiplions (11,6) par

dq)ﬁ

dqy,
et sommons par rapport a j. Nous obtenons des équations analogues
a(11,1)

k(0)

k(O)[ T oT ! d‘i"n Z @ q;h
dun q{l)' le[ Jj=1 / oqli

v .Skj Aut ‘gf%l : dq—" - 3‘2’ Ss‘ {1 s dfm - Ez/‘_
== @, 9daq, A & & oqy dg,
Faisons la substitution
5. = @ " (Qor Gy Q15 ) 97 Y) r=12,..

Vu (10,3), (9,3) et (9,4) nous obtenons pour w =—1

& (0) 4 d
Yogn V.. 0T 0T -
(12,1) Vel ipr ye T2
lé{ dqy, l dchln, quj_ @, _fp'_“
i=1,2,.,k(1).
s K
== Q} Z 2 vp a ,:‘_||
n=2 v=1 1/

Ce sont des équations de Maggi généralisées avec multiplicateurs. Avec

les liaisons

_1)___0 V=l,2,.-.,k[4
©r=2y3,..,s8

elles déterminent les mouvement du systéme en coordonnées de L a-
grange qy,..q .o € de Maggi gq,,.. gy (ou bien en co-
ordonnées de Lagran g e si 'on ajoute a (12,2) les équations (6,8) et en
coordonnées naturelles x9,.. -+ &, si 'on ajoute les équations (6,8) et (6,2)).

(12,2) Bildnamal - gff
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Les équations du mouvement (12,1) sont & comprendre comme il suit:
nous cherchons des fonctions q,, = q,,(t) v=1,2,..,k(0), g, =q,,(t),
r=1,2,...,k(1) et A, =24.,,(t) et telles qu'apreés la substitution

Q9. = 9o, (t), qf, = qi (), Pvpe = Aup (2)

les équation (12,1) et (12,2) soient vérifiées identiquement.

Les équations (12,1) et (12,2) sont du méme type que les équations
(11,6) et (11,7). Aprés une substitution des fonctions du temps et en em-
ployant la formule (2,5), nous pouvons obtenir des équations ayant la
forme analogique a la forme usuelle des équations de M a g gi (c’est-a-dire
des équation différentielles).

13. Les équations de Maggi généralisées sans multiplicateurs.
Les équations (12,1) généralisent les équations de Maggi pour des
liaisons d’ordre quelconques. Elles contiennent des multiplicateurs, mais
si k,= 0 leur nombre est plus petit que dans les équations (11,6).

Le méme procédé appliqué encore s —1 fois permet d'éliminer tous
les multiplicateurs. Dans ce but il suffit, en effet, de multiplier (12,1)
s — 1 fois par

0y,
oqwi
pour w =2, 3, ..., s respectivement, d’éxécuter les substitutions nécessaires

et d’appliquer chaque fois les formules (10,1), (9,3) et (9,4). On obtient
ainsi des équations de M aggi généralisées sans multiplicateurs

S Roy; dg, i 0 0
[ o lgmis 5 @ Pi
(13|l) S e E o . r’ d 22 . a_'_l_ .
ey = 249 ! P ;. qy;,
i=1,2, ..., k(s).
.lDIdT__(_).I_I‘ =Q/‘

ﬁ-!'_ 0 do; r-—
b, T Tl =it - q)

Ces équations déterminent le mouvement de notre systéme en co-
ordonnées généralisées qy,q,,...,q, sans conditions supplémentaires.
On peut obtenir (13,1) sous une forme qui est apparemment plus
simple. Posons
?’\-U' "y (t’ '1.?:' .T‘!, ) ‘T..:l } i 5 D.\ rfpl" ’ = 1’ 2’ ol S

ou
K(r)=k(0) —k(r—1) pour r=1,2,.,s
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Alors les conditions (3,1) entrainent les conditions

fo=0 y=1,2,... k, = 3n—k(0)
(13,2)
fis=0 i=1,2,..,k(0)—k(s).

L'ensemble des conditions (13,2) sera encore de la forme (3,1).
Soit

(s @y o @) =T '
.-.'.!:-" — al

" wl)
Alors les conditions (13,2) seront équivalentes aux conditions
) = ¢,0(qy) r=1,2,..,3n
fl.=20 1=1,2,..,k(0)—k(s).

Vu (7,2) ces conditions seront équivalentes aux conditions para-
métriques

:r‘)":wmlt. qop-.-, qo.k(o;’ jl=1’ 2,”.,311
(13,3) Q. = $.0=4,, y—=1,2,..,k(0)
I w=23,..,5 1
y=1,2, . ’(0)

Qi_y., = Pos (L qays s Qo (0p Da1r = Dy gyt Do, 10 -0 Do, i Dgo 0 D pgsy)
pour »=1,2,..,k(0).

Remarquons que, sous la forme paramétrique équivalente le systéme
(3,1) dépende de k =k (0) +k(1)+..1k(s) paramétres gq, .., q,. Cepen-
dant sous la forme (13,3) paramétrique équivalente le systéme (13,2)
dépend de k=sk (0)+k(s) paramétres gy, q,, --., q,. Si s>1 et
k (0) > k (s— 1) alors k > k. Ceci résulte du fait que (3,1) et (13,2) ne
forment pas deux ensembles d’équations équivalentes. En effet, en passant
(13,2) a (13,1) nous aurons (s — 1) k(0) — k(1) — ... — k (s — 1) constantes
indéterminées. Nous allons traiter cette question ailleurs.

Vu (9,5), de (13.1) et (13,3) nous tirons pour s =1

&y ~
v ()(]'i‘ DIOTI oT

(13,4) =
:—; dq‘l dqlr' dqu

|
i :Q/\‘ j'_—l,2,...,k(s),

ou|désigne la substitution gy, = 4¢,,, Gy, = Q,, -
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Cette formule généralise une formule due a Przeborski (voir
Przeborski [4] ou [5], p. 268 ff. et 323 ou elle est donnée pour s =2
et f, linéaires par rapport 4 x> — dans sa formule les variables géné-
ralisées sont désignées par g,, g, et o).

A Taide des équations (6,2) et (7,1) (ou bien (13,3)) ont peut évidem-
ment, revenir aux coordonnées de Lagrange ou aux coordonnées
naturelles.

Les équations (13,1) et 13,4) sont du méme type que les équations
(11,6). De méme que les équations (11,6) et (12,1) on peut les ramener aux
équations différentielles.

. EQUATIONS D’APPELL

14. Les équations d’Appell généralisées avee multiplicateurs.
Posons

S (qO’ q Q}) =C (1‘?, S, .’L’gn)

=% (4o 9, 91

(voir (11,4)). Nous allons appeler cette fonction de k (0)+2k (1)+1 va-
riables fonction de St.-Germain?. (Comparer a la définition de

T (g q7))-
Nous avons
95 _ v 0¢ 9%
Oq}. = de x?. — (p21 dq},
Mais
21 k() a0 | 1
0 o doiy . dgli
dq;; f=ri dqﬁf qf, =g, 0qy,
" “’)a‘puo.a‘;’;'lll o) kmid%o.%
j=1 dqo,- dq}, | @y = ¢, 11 = f)qw dqy,
i 0¢
J by~ 2
ox? 1o ve
D
< S 1\ "0 9p, O
10 1
,;—1'—27",2:? 26— 0]
YA = x? = (pi(‘) =1 94y qy;

%) La fonction ¢=o(t) qu'ozl obtient en substituant dans S les fonctions du temps
o, = g, (1), qq,, = Gy, (1), q},=q1,(t) est parfois appelée énergie d'accélération, bien
qu’elle n'ait (sauf la fonction ¢) rien de commun avec la notion d’énergie.
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:I 37 9% "‘Pnl
l! =1 quJ aqltl

S % S R
ol Y |rw 3 S0 )|

=1 u=0 v= ] x” == q):(l)

Exécutons la multiplication du second membre. Vu (10,3), (9,1), (9,2)
(9,3) et (9,4) pour w =1 il s’ensuit

#

08 o1,
(14,1) a—q“—— Q! + v Z ]""‘d ;4—1

™

2,.., k().

Ce sont des équations d’Appell généralisées avec multiplicateurs. Avec
les conditions (12,2) elles déterminent le mouvement du systéme.

Pour s=1 nous aurons les équations d’ Appell en variables de
Maggi (voir Amaldi, Levi-Civita [1], p. 385 et Przebor-
ski [5], p- 332):

ds
(14,2) = Q! 1=1,2,..,k(1).
gy,
Si — comme on le fait le plus souvent — on choisit les paramétres
de maniére qu’on ait (6,9), alors
(14,3) ' q,=D'g,,==q], v=1,2,....,k(1)

et on obtient la forme primitive des équations d’Appell 4) (voir Appell

3], p. 384).
(14,4) 98

(’Qni

Cette forme primitive des équations d’Appell peut suggérer qu’elles
n’emploient que les coordonnées de Lagrange. Cette impression est ce-
pendant entiérement fausse. Car les variables qf;,..,q) ,, sont indé-
pendentes (voir (14,3)).

Les équations (14,1) et (14,2) sont a comprendre de méme que les
équations (12,1) et les équations (14,4) de méme que les équations (11,6).

Usuellement on écrit (14,4) sous la forme

0S

Gy,
mais alors on ne sait pas si §,, sont des variables (et de quelle sorte?)
ou des dérivées des fonctions.

= Q! i=1,2,.,k(1).

i=1,2,.., k(1)

D) Fous retenons ici leur nom génér;l_em—ent admis, bien_ que J. W. Gibbs les
ait démontrées 20 ans avant P. Appell,
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15. Les équations généralisées d’Appell sans multiplicateurs. Soit
s =2, alors dans (14,1) nous avons des multiplicateurs. En les éliminant
nous arriverons a un résultat moins banal que pour les équations de
Maggi généralisées.

Multiplions (14,1) par

‘?_‘{’12
dq,,
et sommons par rapport a i. Nous obtenons ainsi
k(L) B k(1) k(1) R
(151) S’ ds .UE.‘!_I ‘1 Q' a_?i! 1 S‘ {1 Z[‘ dﬁﬂ i dfj,!
, & 0gs, 200, & 99, = & S dqf! 0‘11/
Posons
s?(qln Qn q2)=s(q01 q11 q:)f *
lql, = ( ’ ’ )
Donc 9y, = @590, 91y G2
08, & 0S8 de,
(15.2) s ¢ | ] Pz

dq?,r' a.;l' oq=l ‘Q},-v=9',.-_; dq?f .
Exécutons dans (15,1) les substitutions

w—1,2

qi; = o
Vu (10,1), (9,3) et (9,4) le second membre de (15,1) se transformera de

méme que le second membre de (12,1) se transforme au § 13. Vu (15,2)
nous aurons les équations

&k
0S, LB df
(15,3) =@+ Y M, i—=1,2,..,k(2).
oq'zj Q =38 n-:] 5 aqf;,—z ] ( )

Avec les conditions supplémentaires
f?c;: =0
elles déterminent les mouvements du systéme.

Dans le premier membre de (15,3) toutes les variables
Qygs o Ay e (1yr Dog» = Do,z SONt évidemment indépendentes.

L Qogy oo Qo gy 0

Si s =3, introduisons pour faciliter 1'élimination des multiplicateurs
restant, des fonctions nouvelles. Soit

: Sr=D" *(qy, 9y, Gy 9 G @3> - G5 %G1 %G5 Ss
€
Sr(qqs -+ q,) =S¢ |

q{w =3 l“'r_a!l l\;‘ I(Q()' vy Qu /-)
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Multiplions (15,3) s — 2 fois par
99w
0q,,
pour w =3, ...,§ respectivement, sommons par rapport a j, éxécutons
les substitutions nécessaires et appliquons au second membre les formules

(10,1), (9,3) et (9,4) comme au §13. Transformons le premier membre
a l'aide de la formule de recurrence

908, _ "\ 95, g, g g ey

qu' Iéll aqr—l,i aqrj 4

(qu’on peut obtenir facilement de (2,2), (2,4) et de la définition de S,).
Nous obtenons ainsi les formules

08,

3
Vg

(15,4) = @] i=1,2, .., k().
Ce sont des équations d’Appell généralisées sans multiplicateurs.

La formule {15,4) peut étre écrite sous la forme n’employant que la
fonction de St.-Germain

d
2q,,
Aprés une substitution appropriée des fonctions du temps dans les

deux membres, on obtient des équations ayant la forme usuelle des équa-
tions de la mécanique (équations différentielles du mouvement).

D" *|S|][] = Q;.
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Streszczenie

1. Praca ma na celu podanie réwnan ruchu ukladéw aenholonomicz-
nych niepracujgcych dowolnie wysokiego rzedu. Wprawdzie — jak sie
zdaje — uklady takie nie majg wigkszego znaczenia praktycznego, lecz
badanie ich rzuca nowe $wiatto na bardzo rozpowszechnione uklady ze-
rowego i pierwszego rzedu (to jest na uklady holonomiczne i uklady
anholonomiczne w zwyklym sensie).

2. Wezmy ukiad n punktow o wspoéirzednych P, = (x3,—2, £3v—1, L3)
obarczonych masami ma.—2 = ma,—1=m3. i skrepowanych wiezami

Fou (b Ty oos Tags By ooy Bypy oy T, oy i) =0 (1)

gdzie »=1,2,..., k(p —1)—k(u)=k; (k(—1)=3n) i u=0,1,...,s. Liczbe s
nazywamy rzedem anholonomicznosci ukladu (o ile nie daje sie ona
obnizy¢) i zakladamy, ze

Oznaczmy przez [F3, 2, F3, 1, Fa,] i [Raw—2, Rsv—1, R3] sile i reakcje
wiezéw dzialajace na punkt P,.

Wiezy nazywamy niepracujacymi, jesli ich reakcje spelniajg warunek

2 Z Avu( t)axr::»

u=0 v»=1

2
x}#) (t) (2)

gdzie Auu= Awu(t) sa pewnymi funkcjami czasu, zaleznymi od rozpatry-
wanego ruchu.

3. Wiezy uwiklane (1) bedg réwnowazne (przy odpowiednich zaloze-
niach regularnosci) wiezom parametrycznym

Ti = @i (t, Qog» -+ 9ok o))

do; = @,y (t, Qo) s Do, k0 Qa2 -+ Dy k1))

d:ﬂl,i = Qs (6 Qogy w0s Dy g0y o+ Do +o00 qx.kui) g

Oznaczmy przez fj, ! funkcje fu., w ktérych xi, Ty, ...y ¥ zastapiono
przez wielkosci q,;, q,), -, q,; oraz pochodne ¢, , ... .q“‘""'j
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Przyjmijmy wreszcie definicje indukcyjng:

Q'=F;
oraz *u\ﬂn 9o
Q/: = \ Q/—l L |
' = oqji

gdzie kreska | oznacza, iz dokonano podstawienia — w danym wypad-
ku, iz podstawiono w Q/~' zmienne q,,q,,,...,q;, i pochodne ¢, ,q,, ...
Tak zdefiniowane Q° jest sila uogélniong Lagrange'a, zas Q} jest
silg uogdlniong Maggiego.

4. Z postulatu reakcji wiezéw i z (2) wynikaja dla wiezow miepracu-

jacych nastepujace réwnania ruchu (uogélnione réwmnania Lagran-
ge’ a T rodzaju):

k
- L of
- b \ ! - L
miT=F; + S \ a‘l.-_u(Frr‘;‘

n=0 r=1
Okreslaja one razem z {1) ruch uktadu.

Eliminujac mnozniki 4, i przechodzac do zmiennych Lagrange'a
q,, otrzymamy uogélnione réownania Lagrange’a II rodzaju:

s Ikl
dibedmdl, AR o X 0w e
dtld_q.;‘ o‘q-o’——Q‘ i “2‘: :";f va a‘qg;) 1—1,2, ,k(O)

Razem z wiezami ﬁ”= 0 (u=1,2,...,8) tworzg one réwnania okresla-

jace ruch ukladu w zmiennych Lagrange'a gqg,..., g, k(o) -

Eliminujac mnozniki 4,1 i przechodzac do zmiennych Maggiego
q,, otrzymamy uogélnione rownania Maggiego (12,1), str. 21, ktére
okre$laja razem z warunkami f} =0 ruch ukladu w zmiennych gy,
Qo k(00 Dir> =+ A,y

Eliminujac dalej mnozniki otrzymamy réwnania (13,1) okreslajace
ruch ukladu bez zadnych warunkéw ubocznych.

5. Wezmy funkcje g=g(t, qy,.-»qy) 1 2zdefiniujmy wzorami in-
dukcyjnymi (2,1) i (2,2) symbol D’g. Jest to rodzaj rézniczki zupeinej.
Oznaczmy:
3an =
1 m; L
Saa S N
=~ 2
gdzie X, trzeba wyrazi¢ przez zmienne gq,, T dlv (S nazywamy funkcjq
de Saint-Germain’a).
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Wykorzystujac te oznaczenia otrzymuje wzory (14,1), ktére razem
z warunkami f_” =0, pn=2,3,..s okreflajg ruch ukiadu. Dla s=1
sg one identyczne z réwnaniami Appella.
Eliminujgc z nich mnozniki, otrzymuje w ostatnim paragrafie row-
nania:
d

g —3 111} = 0O
dq,, R ISR

L

okreslajace ruch naszego ukladu bez zadnych warunkéw ubocznych.

6. Wzory wystepujace w pracy majg nieco inng posta¢ niz wzory
wystepujace w tym streszczeniu. W pracy bowiem stale i konsekwentnie
rozrdznia sie zmienne (to jest elementy pewnych zbioréw liczb rzeczywi-
stych) &, x!, ..., od funkcji ! =x (t) i ich pochodnych x!!' = (t), ..., etc..
Ponadto stosowano szerzej symbol D’g (poréwnaj np. wzor (11,6) i uogol-
nione rownania Lagrange’a II rodzaju podane w niniejszym stresz-
czeniu). Natomiast w streszczeniu, celem skrdcenia wyjasnien zastoso-
wano tradycyjne sposoby zapisu.

Pe3zwwMe

1. 3OToT TpyA uMeeT Leabl0 AaTh YPABHEHUSR OBUNEHUA HELOAOHOM-
HBLT HepaboTavWUT CUCTEM NPOU3BOADHO20 NOPAOKA, XOTH, KaK KaxeTca,
TaKue CUCTEMbI He MMEIOT 60JIbIIero NpakKTU4YeCKOro 3HaYeHUsA, OAHAKO UX
uccnenosanme OGpocaeT HOBBIN CBET Ha OYEHb PACNPOCTPAHEHHBIE CUCTEMBI
HYJIEBOrO M IepBOro Nopsaaka (T.e. CUCTEMBb! TFOJIOHOMHBbIE UM HETOJIOHOM-
Hble B ODBIYHOM CMBbICJE).

3. Bo3bMéM cucTEMY n TOYEK € KoopauMHataMu P, = (Xs,—2, Tgs—1, Tsw),
cHabXXeHHbIX MaccaMM Ma.—2 = M3y == M3, U INOABEPIKEHHLIX CBA3AM

B (U, T g ., T, il em @, (1)

rbev=1,2,..,k(u—1)—k(g)=kulk(—1)=3n) u x=0,1,...,8 Yucao s
Ha3bIBa€M ITOPSAAKOM HETrOJJOHOMHOCTM CUCTEMBbI (MO0 CKOJIbKY He ymaaércs
€é TIOHM3UTB) U NnoJlaraeM, UTo

O603naunm uepe3 |Fs, 2, F3,—1, Fa.| u |Ras—2, R3.—1, R3,] cuay u peakumio
CBA3€M, NENCTBYIOLUMX Ha TOYKYy P,.
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CBsA3yu Ha3prBaeM HepaboTallUMMy, €cJU UX PpeakUUM MUCNOJHAIT
ycJoBue

5 Y‘ Ao (t) T 2)

(}I“'] ' x(/l) == x(/t) (t)
rae Aep = 4,.(t) HeKoTOphle (PYHKLMM BpeMeHM, 3aBMCALLME OT paccMa-
TPUBAEMOTO JBUXKEHMSA.
3. HesaBHo BbIpaxeHHble BA3M (1) paBHOCMJIIBHBI (NMpM MOAXORAALLMX
YCJOBMAX PETVJIAPHOCTM) NapaMeTPUYECKUM CBA3AM
X, == @ (t, Qoyr -+ qo.k(o,)
oy = Piy (8 Qg -1 Qo kg0 Ty1r -+ ql.k(l))

ds——l.i = ¥is (t’ qOI’ * i q(l.klOl’ 02D qsl’ 0 qs.k(s])'

Obo3nauum 4epes fi ' dynkumm f,,, B KOTOPBIX T, Z, ..,z 3ameueHbl
BEJIMYMHAMU Gy Gy ++y Gy; W TIPOM3BOAHBIMU qu o Qi (=)

Hakonen, npumeM cienymoniee MHAYKTUBHOE onpeneJsieHue

Q' F,
R(j—1)
Q/ = \ Qy-—-v)s __d'p’f
| \ oq]','

11e BepTHMKaJlbHaA yepTa | o6o3HayaeT, npou3seieHa NONCTAHOBKA, — B JaH-
HOM cjly4ae, 4TO TOACTaBJEHBI B Q) ' nepeMeHHbIe g, qy,, ) Q,, ¥ TPO-
U3BOAHDIE q'j,,, ('j“,.... Ompenenennoe Takum obpasom Q) saBnserca 0606-
wéHHoM cuaoo JlapraHxk a, a @ — 06061éHH0 cuaoio M a 1 K 1 XK U.

4. U3 nocrysara peakuum cBA3eil M U3 ycaoBuit (2) caeayer nadA
HepaboTaloUmX CBA3el CHeAylolMe ypaBHEHMA TBUIKeHusa (0606wénnvie
ypasnenus Jlarpaunxa 1-20 pode):

s k
miEi=Fi+ Z hvu o
e ()x'f"
Bwmecte c (1) oHM ompenenAloT ABMMKEHME CUCTEMBI.
ONUMUHUPY A MHOXKUTEN A0 M nepexoif K nepeMeHHbiMJlarpaHx a
4, Noayuum o60OLEHHBIe ypaBHeHua JlarpaH XK a 2-ro poaa:

] k L]
dT_ o JdT Q + \’ §!1 fjﬁ,,
9 (ioi dqq et = &~ w‘d%m

v=1

i i=1,2,..,k(0)
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BmecTe co cBA3AMU f,‘m=0 (#=1,2,...,s) oHu 0bpa3ylOT ypaBHeHMuH,
onpeneJAlOLIMe TBMXKEHUE CUCTEMbl B nepeMeHHbIX JlarpaHxa g,
=++» Qo k() -

OIMMUHUPY A MHOXKUTEIU 4,1 M [epexoas K nepeMeHHbeIM M a 1 3K 1 3K U
q,,, ONyYMM 0606wénHble ypasnenus Ma gk gk u (12,1) crp. 21, koTo-
pble BMeCTe C YCJOBUAMU fﬁ”=0 OonpenesiIgloT ABUXXEHUE CUCTEMBbI B Ie-
PEMEHHBIX Qg -y Qg ge0)s Dyps -+ Ay, w1y

OMuMMUHMPYA [ajlee MHOXWTeNM, MojyuuMm ypaBHeHma (13,1), onpene-
JAKLIME IBUKEHME cucTeMbl 6e3 BCAKMX MODOYHBIX YCJIOBMIA.

5. Bo3eMméM pyHKuUMIO g =g (t, gy, .-, Gp,) ¥ ONPENENTUM C MOMOILbBIO
MHIYKTUBHBIX opmya (2,1) u (2,2) cumson D'g. OTo pox mnosHoro nudp-
depeHiMana.

O603HaYUm

rAe I; HagO BBIPA3UTh 4epes qq,., qy,.d,, (S HasbmBaem Pynxyueii xe Ce H-
XKepmeHa).

IMonn3ysack 3TitMyu obo3HaYeHMAMM, A Mosiy4aio cdopMyas: (14,1), koro-
pble BMECTE C VCJIOBUAMMU f5”=0, 1=2,3,...,S OTIPEJIEJAT NBMIKEHUE Cl-
cteMbl. Ilpyu s==1 OHM TOKIECTBEHHBI ¢ YpasHeHusMu A mme i a.

ONMMMUHMPYA M3 HMX MHOXKMUTENM, A I[0JyYal B M[ocresHem §-e
YPaBHCHM A

d -
P CUITE

is:

KOTODBIE ONMpENeNAIOT ABMIKEHME HAUIEM CUCTEeMbI 623 BCAKUX MOBOYHBIX
YCJIOBHMNA.

6. Dopmyael, durypupyolmue B paboTe. HECKOJILKO OTJIMYAKOTCH BU-
oM OoT (bOopMyJ1, MPMBOAMMBIX B 9TOM pe3iome. V6o B pabore A nMOCTOSHHO
M TIOCTI€AOBATEJIBHO pa3JIMyalc epeMeHHbIe (TO-eCTh 3JIEMEeHTbl HEeKOTO-
PbIX MHOXECTB N€/CTBUTENBHBIX Gircen) X%, xl, ..., or dyHkimit x'%=x.(t)
M ux upousBoaHbIx x!' = I (t),.., u T.4.. CBepx Toro wmpe 6bL1 MpUMeEHAEM
cumbon D’g (cpaBHM Hanpymep, dpopmyay (11,6) u o6oS1LEHHBIE ypaBHEHHUA
JdarpaHxa 2-ro poga nmpuBenéHHble B 9TOM pesiome). Ho B pesiome,
C UeNbI0 COKpalueHUs oOGBbsCHeHUM, ObLT mepeMeHEH TPaauUMOHHBIN CrOo-
¢ob 3anucu.



