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§ 1. Considérons la classe S de fonctions

f(2)=2z+4a,2*+ ...

holomorphes et univalentes dans le cercle [z|< 1. On sait que l'on a
lan <e-n(n=2,3,...). G. M. Golousine a établi (|3], |4], |5], p. 207)
que l'on a

lanf—las,|[<Cn'logn (n=2,3,..),

ou C est une constante numeérique. Dans le cas particulier des fonctions
qui représentent le cercle |z|<<1 sur un domaine étoilé par rapport a
l'origine, cet auteur a obtenu (|4], p. 24— 26) la limitation dans un sens
deéfinitive'

||anl'_'an—ﬂ|i ‘:-';C| (n=2,3,...),

ou C, est une constante numeérique. Dans un article publié récemment |2|
jai établi d’autre part que l'on a dans le cas général

| an| —|@n—y || <C,(logn)??, (n=2,3,...)
C, étant encore une constante numeérique. Dans cet article je me propose

d’ajouter quelques compléments a ce dernier résultat. Je wvais établir
notamment au sujet des fonctions de la classe S les propositions suivantes:
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I. On a dans le cas général

ol — 1|+ 'a:n lasli+ -+ |an e |an||
n

“Cylogn, (n=2,3,..)

ou Cy est une constante numérique.
II. Lorsque 2”f'(2), ou p est un entier positif quelconque, est en aire
p-valente') dans le cercle (2| << 1, on a

|@n|—lany <C(p)logn, (n=2,3,..:)
ou la constante C(p) ne dépend que de p.
Je ferai ensuite quelques remarques au sujet de l'intégrale

20 ) ety 2
iz {z’f 460 (z=re®).

0

Dans la démonstration je wvais m’appuyer sur les résultats connus sui-
vants:

A. G. M. Golousine (|3], [5] p. 207):
f(2) étant une fonction de la classe S définie au début de cet article et z,
étant le point ou [f(z)| atteint son maximum sur la circonférence z|=r,
0<r<<1, on a
27

z)|-/f(2)l [—

B. M. Biernacki [1]:
Si f(z)=2° + b2’ '+ .- est holomorphe et p-valente en aire dans le
cercle [z <1, on y a les inégalités

odef 2R 1
4 i L) — -8 ' &
(B) 6; gd;_;é’ Ke dO-<A(p)log  — _ (z=oe"),
. 2':1 4 2 Ao l
(B") | zjf(—g—)l 46 <% (’5’-)-1 gy, (z=re")

§ 2. Pour établir I'énoncé 1 considérons une valeur fixe de 7r,1/2
“r—1, et posons ¢(z) =(z2—2,)f(2),2, étant le point de la circonférence
|z2|=(1+7)/2 ou

¢(Z)=C,Z":""+ann+"'

’) Une fonction ¢ (2) holomorphe dans un domame y est dite en aire p- valente
lorsque l'aire de la portion de surface de Riemann de w=¢(2) qui se projette
sur le cercle |w|<< R ne dépasse pas. quel que soit R 0.p r R*. Une fonction p-va-
lente est évidemment p-valente en aire.
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évaluons l'aire de la surface de Riemann décrite par ¢ (2) lorsque z déc-
rit le cercle |z| < r. Si z=pe!®, cette aire est égale 2

2n 1/2 2n
n Vk|c,,|2 2k = ; odo , ¢ (22dO= [ gdg‘ ¢ (2)Pde +
n= 1 0 0
‘do 2ﬂlzﬁp(z) ’zq;(z)
J R 2 ¢(2)?dO < A, +2Max|<p(z)| 'dg ( ol | 40
0 f r 1,2 0
"-' zf (2)|? o Ll
<A, 4M | do [ 552 dO -
\ ax‘]’ 1/'2J 6 f(2) N JonJ z-—z, dQl

ou A, est une constante numérique, en vertu de théorémes classiques?).
En vertu des énoncés A et B’ et de l'inégalité élémentaire

z |2 i 1
—Z,I d@«Aslogl_
on aura donc

A
Z I | cal2r®* < * —‘r)" log —=.
k=1

En posant r=1—1,n, on aura
(1) le | + 2| ol + - + nfca!? < Ay n?logn,
et en appliquant l'inégalité de Cauchy:

e, + leol + <+ + leal < Ve + 2]cy2 + - + ncal®

.‘l/l_i_%_.j_..._*_ E nlogn.
: 1
Or on a cxr=akr—1—2,0ar €t |2,|=(1 + r)/2=1—-2n. donc
\n1 l|m.-—1|—'(l—--l')'m.[ <~ Agnlogn
= & 2nj' o 0

et par suite

3 1nl <
2: “ak|—|ak _1||<Aunlogn + on 2 las]| .

k=1 k=1

?) De méme, dans la suite, A; désigneront des constantes numériques, A, (p) des
constantes qui dépendent uniquement de p.

9
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Cependant |ax| < e-k pour tout k naturel, donc

n
- v ak' < A-;- n
2N
k=-1
et I’énoncé I s’ensuit immeédiatement.
§ 3. Supposons maintenant que f(z) ==z + a,2® + --- étant holomorphe
et univalente dans le cercle 'z|<<1,2f (2)=2” 4 :++ est p-valente en
aire dans ce cercle, z, étant toujours le point de la circonférence |z|=

=(1+4+71)/2(1/2<r<"1) ou |f(2)| atteint son maximum, posons

w(2)=(z—2,)f'(2)=_§’gn2" et L (2) Sdnz

=~ :[ }

(la derniére série converge dans le cercle |z| <<(1 + 7)/2).
En écrivant

¥ (2)

y(2)

et en égalant les coefficients de 2" ! dans les deux membres, on obtient

I'égalité

*{"12}—_ -qt{z)

ngn=0dogn—1+ d,gn—2+ - +dr1g,
d’'ou, en utilisant l'inégalité de Cauchy

(2) |gnl < 1/ldo|” o (daal? [gof o T lgamt

n n

L ':')({:)) z—l-z1 + ;‘({:)} 2? f'(z)=h(2) étant p-valente en aire, on

a d’aprés 1’énoncé (B”)

2n

1 7(zh'(2)]? 1 "z (2) A (p) 1
Y e L2, - s B e W
22) | @) | *° 27:6‘ 2 “" 1O e
d’autre part, on a apres un calcul élémentaire
2n
f1=Z 10 <A
0 122 Laaes

donc pour r=>1/2 il vient
10 v (2) — |4 |2 2 2 2 20 _As (p) 1
hof e 4O =|dy[* + |ds[* 7* + o+ + [daf2#?" 4 oo < 2 F Nog

et en posant r=1—1/n on aura

@) ldol® + |dy1* + -+ + [daf* < A, (P)m-logn.
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Comme d’autre part @(2)==(z—2,):f(2), on a p(2)=(2—2,)f (2) =
=g’ (2) —f(2); en égalant les coefficients de 2* dans les deux membres
on obtient l'égalité gr=(k + 1):cx 1—ax, d’onr

(4) lgal® < 2(k 4 1)? [ex4|? + 2|ae?.
Or nous avons eu l'inégalité (1):
1) e+ 2le,[2 4 -+ nlca® < Ayn?logn
qui entraine l'inégalité
(5) lei2+ 27 epf* + -+ + n¥lea|* << A, nPlogn.
Comme ax|<<e-k, on a d’ailleurs
(6) la,|* + |ay|? + ++- + [an|* < Ay n®,

donc, d’apres (2),(3),(4),(1),(5) et (6):

|gn| < A (p)n-logn.

Or si p(2)=(z—2z)f(@)=c,z+ -+ + 2" + *+*
on a

donc
‘Cni1| < As(p)logn + e,

il en résulte, comme a la fin du § 2, que
|lan-.1| - {aMI\jA, (p)logn + 2e,

et ceci entraine immédiatement 1'énoncé 1I.

§ 4. Dans le cas des fonctions f(z) =2z + --- univalentes dans le cercle
'z| <1 I'inégalité (B”) du § 1 peut s’écrire

2n ’
7 zf ()] A 1
" d ) it e - 258 J= 18
= / !f(z) i e T o T
ol A est une constante numeérique.
On sait que dens ce cas la limitation supérieure du module de 1f7((zi))

dans le cercle |2| < r<<1 est du méme ordre de grandeur que celle de

zf (2) on pourrait donc s’attendre a ce que l’on ait une inégalité analo-

flz)”
gue a (B"):

21| g

S - . P
(©) [ Fa| 4O <T—le ;-
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Or cela est inexact. Pour le voir, posons:

zf'(2) _ ¢ zfalz) 4 &
e _:.—'.ﬁ b, 2", 2 g;ﬂ,.z".

En égalant les coefficients de 2" dans les développements tayloriens
des deux membres de l'identité

d [2f ()] _2f"(2) zf'(2) [2f(2) 2+zf' (2)
dz| f(2) f2) f(@@ f(2) f(2)
on obtient
nby = fobn + - + by B — (byba + -+ + baby) + ba,
d’ou

(M a—1)[bal < ¥[8+ + [Bal? ¥ [bol* + - + [Bal* + [Bof* + -« + |baf*
Or l'inégalité (B”) entraine évidemment la suivante:
[by2 4+ + |ba2<< A, nlogn
et 'inégalité (C) entrainerait 1'inégalité
|Bo® 4 ++ + 1Bul> = Ay nlogn,

d’aprés (7) on aurait donc |b,|<< A logn. Or cette derniére inégalité n'est
pas possible en général. En reprenant, en effet, le raisonnement du § 3 de
mon travail [1], ol j’ai montré que la suite {b.} ne peut étre en général
bornée, on obtiendrait une contradiction avec un résultat de J. E. Little-
wood [6] relatif aux coefficients des fonctions univalentes et k-symétri-
ques. Ainsi, l'assertion formulée au début de ce § est justifiée.

Remarques. Il résulte de ce qui précéde que lorsque f(z) =z +a,2* + -+
est univalente dans le cercle |z|<<1,2”f'(z) n'est pas en général en aire
p-valente dans ce cercle, car, dans le cas contraire, une inégalité analogue
a (C) aurait lieu, en vertu de 1’énoncé (B”). Or il est bien connu que si
f(z) représente la cercle |z|<<1 sur un domaine convexe, zf (z) est uni-
valente (et représente le cercle |2| << 1 sur un domaine étoilé par rapport
a l'origine). Le raisonnement de ce § ne permet pas de résoudre la ques-
tion de savoir si, lorsque f(z) représente le cercle 2| << 1 sur un domaine
étoilé par rapport d lorigine, z” f'(z) est-elle nécessairement p-valente ou
au moins en aire p-valente dans ce cercle, car dans ce cas la suite |bs)}
est — comme il est bien connu — bornée.
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Streszczenie

Udowadniam twierdzenia nastepujace:

1. Jesli f(z)=2+ a,2% + +++ jest holomorficzna i jednolistna w kole
iz| << 1, to zachodzi nier6wnos¢

ao| — 1] + [las| —[a, | + -+ |an 1] — |aal[< Cnlogn,

gdzie C jest staly liczbowa.

I1. Jesli, ponadto, 2”f'(z) jest polowo p-listna w kole |2| <1 (p jest
liczbg naturalng), to zachodzi nieréwnos$é

‘|an|—[an—1|’<;C(p)logn
gdzie C(p) zalezy tylko od p.

Pe3wme

Jloka3aHbl CJeAYyIolliiie TeOpeMbl:

I Ecnin f(z2)=2z 4 @ 2° + --+ dyHKumua rosomopcdHa M OAHOIUCTHAA
B Kpyre 2z|--1, To uMeeT MeCTO HePaBeHCTBO

jaa| — 1 4—|!a3 —la._.|!+----+-| a, 1|—|an|I<C‘nlogn,

roe C uMcJoBas MOCTOAHHAA.
II. Ecau csepx Toro. 2° f'(z) nuomagxo p-imctHa B Kpyre [z|<<1 (p
HaTypaJibHOE YMCJIO), TO MMeeT MeCTO HepaBeHCTBO

lan| — @n—1|l < C(p)logn

rae C(p) 3aBuMCUT TONbLKO OT P.






