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Sur la caractéristique T (f) des fonctions méromorphes dans un cercle
O charakterystyce T (f) funkcji meromorficznych w kole

O xapakrepHcTHKe T (f) mepomopdHmMX GYyHKIUHI

Introduction. La fonction caratéristique T(r, f) = T(f) d’'une fonction
méromorphe f(z) a été introduite par R. Nevalinna en 1925 ([12],
cf. aussi [13]). Si f(z) est méromorphe dans le cercle |z|<R, désignons
par n(r) le nombre des pdles de f(z) qui sont contenus dans le cercle
|z]<<r <R (chacun des pbles est compté avec son degré de multiplicité),

posons z = re'®, logu =logusiu > letlogu—Os1u 1, enfin

2n

m(r, f)=2—1 floglfre"’)ld()

0

N(f)=N(r,f>=f1“"—_t’L°’dt + n(0)logr,

0
T()=T(r,f)=m(rf) + N(r,f).
On démontre sans peine que l'on a:

m @, f, o fa) < 3, mr, i,

1=1

T(r, < N 1),

=1
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T(r,f,+ o+ fa) < Y T(r,f) +logn
i=1

et R. Nevanlinna a établi (loc. cit) que, si a, b, ¢, d sont des con-
stantes et

q‘=:;1z (@d—be # 0,

la différence des fonctions T (p) et T(f) est bornée lorsque r — R. Dans le
mémoire cité, R. Nevanlinmna a aussi établi un théoréme important
relatif a la derivée logarithmique de f(2); il résulte de ce théoréme que
T(f’) ne croit pas sensiblement plus vite que T(f), du moins si l'on fait
abstraction de certains intervalles exceptionnels possibles (cf. le § 1 de
cet article). Dans le cas particulier ou f(z) est holomorphe et ne s’annule
pas, le théoréme sur la dérivée logarithmique montre aussi qu’inverse-
ment T(f) ne croit pas sensiblement plus vite que T(f) dans les mémes
conditions. Dans ce travail je tache d’étendre ce dernier résultat au cas
I'une fonction holomorphe pouvant avoir des zéros?!). Les inégalités ob-
tenues sont moins précises que celles qui résultent du théoréme sur la
dérivée logarithmique, en revanche on n’a pas besoin d’introduire d'in-
tervalles exceptionnels possibles. Certains lemmes (lemmes I—III) pa-
raissent présenter de l'intérét en eux-mémes. Dans la derniére partie de
ce travail (§ 5), j’étudie I'allure de l'intégrale .

a
f ’R[Eft (r e”’)] : do.
5 .

Je remercie M. Z. Opial dont les remarques m'ont permis d’amélio-
rer le lemme III (en y supprimant le facteur 1 + ¢ (r) au membre droit de
T'inégalité) et le théoréme VII (en y remplacant M + 2 par M + 1).

§ 1. Limite supérieure du rapport T (f'):T (f). Si f{z) est méromorphe
dans le cercle |z|<1, on a (cf. [13] p. 240)

@ m(n i) =G+ 1wg !t +0foglog; L ) +0NogTerl,

) ¢f. R. Nevanlinna [13], p. 229: d’'aprés cet auteur, il est trés probable
que les modules d’une fonction méromorphe et de sa dérivée ne différent pas
beaucoup, tant qu’ils sont grands. Pour ce qui concerne le § I de ce travail, cf.
A. Bloch [4], §§ 29—32.
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ou A ==0, sauf peut-étre pour des valeurs de r qui remplissent des inter-
valles 4, le long desquels la variation totale de A='(1—r)~* si A>0,
et de log (1 —7)~! si 4 =0, est finie.

Posons:

. g ’ Trefl.{ L
al i g M gt

On sait ([13] p. 167) que T(r, f) est une fonction croissante de r; si elle
n’est pas bornée, on déduit de (1), en y posant 4 = 0, que l'on a:

f f
1+ e@)] [3T () + log(1 —7)7"],

ou ¢ (r) est une fonction qui tend vers zéro lorsque r— 1. Il en résulte
de suite la proposition suivante:

1. Si fi(z) est méromorphe dans le cercle |z|<1 et si r ne parcourt
pas des intervalles exceptionmels 4., le long desquels la variation totale
de log (1 — 1)~ ! est finie, on a:

T(f’)=T(If-’;]<T(n+T(f)- 'T(n+m(fj.'}+1v(f)+1v(i)«

T(f) 1 T(f) . 3k,
(3) lim <3+, lm e

ou k et K, (k, > 1) sont définis par les formules (2).
Supposons maintenant que f(2) soit une fonction holomorphe dans le

cercle |z|<1. Si T(f) n’est pas bornée, on aura, en posant toujours 4 =0
dans 1’égalité (1):

T =m@)=m(L 1) <m) £ m( L) <1+ N T 00—

et par suite:

II. Si f(z) est holomorphe dans le cercle Tz|< 1 et si r ne parcourt
pas des intervalles A,, on a:

Ty 1 Tk,
D T

k' eatee T @l nlicis L

I1 est clair que 1’énoncé II subsiste dans le cas des fonctions f(z) méro-
morphes, pourvu que l'on ait

. NU)
o log(l—n—'



102 Mieczystaw Biernacki

§ 2. Limite supérieure du rapport T (f): T (f); premiére méthode.
Supposons que f(2) soit une fonction holomorphe qui ne s’annule pas dans
le cercle |z| <1. Si T(f) n’est pas bornée, on déduit de (1), ou 4 = 0:

/ ’ - ! I . ’ 1) -
1()=T(f f) <1 +7(]) <70 +m() +ow-
1+ e@] [log (1 — 1)~ + T ()]
et nous obtenons I’énoncé suivant:
II1. Si f(z) est holomorphe dans le cercle |z| <1 et me s’annule pas
dans ce cercle, et si v ne parcourt pas des intervalles A, ‘on a:

W ., 1 T K
lim gy <1+ e lmopere T

En particulier, si k =00 ou si k, =00, on a, en tenant compte de
’énoncé 1I:
Lo i )
lim ]
Al s
dans les mémes conditions.
11 est clair que 1’énoncé III subsiste dans le cas des fonctions f(2)

méromorphes qui peuvent s’annuler, pourvu que 'on ait:

/ 1 }
; N(f) f
Y — —_— == ()
E{? log (1 —r)"" b }‘f{‘ log(l—r)

§ 3. Limite supérieure du rapport T(f):T(f'); deuxiéme méthode.
Nous allons utiliser les résultats suivants:
Théoréme de Hardy-Littlewood [6]: si f(2) est holomorphe dans le
cercle |z] <1, on a pour 0 <r<1:
2:: 27
l Max [f(te®)|dO < A l [f(re'®)|d o,
0 ost<r
ou A est une constante numérique.
Théoréme de Zygmund [18], cf. aussi Stein [17]: si f(x) est ho-
lomorphe et non constante dans le cercle |z|<<1 est si u désigne la partie
réelle de f(2), on a pour 0 <r <<1:

2n

2n
f|v(ref9)1d(-) “ 27 |v(0)] +A+B_f]u(re"")llog!u(re"”)lde,
0 0

ou A et B sont des constantes numeériques et f = u + iv.
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Lemme I, Si u(z) est une fonction subharmonique et non négative dans
le cercle |2|<1, on a pour 0 <7r<1:

2n 2
| Max u(te®)dO® < [Clog(1—r)~'+D]|- | u(re®)do,
0 o<r<r 0

ot C et D sont des constantes numériques 2).
Supposons maintenant que f(z) soit une fonction quelconque holo-
morphe dans le cercle |z|<<1. En appliquant le lemme I a la fonction
+

subharmonique et non négative log |f(z)| on obtient l'inégalité:
2

[ log | | f (te®)dt d& < | Max log f (te®)|d& <
0 0 0 O=r<s

in

-+
|Cleg(1—1) "+ D| | log |f' (re’®)'d©
i
c'est-a-dire l'inégalité
log T (f) <<log T (f') + logy, (1 —1)~'+ log C,, ®)

ou log; x = log log x; il en résulte de suite I'énoncé suivant:
1V. Si f(z) est holomorphe dans le dercle |z| <1 et si 'une au moins
des deux égalités
. logT(f) . logT(f)
P_,r? Togy (T — 7yt lm.l log, (1 —n)~"'
a lieu, on a:
— log T(f)
M g T < 1

Nous allons maintenant obtenir, dans certains cas particuliers, des
résultats plus précis que 1’énoncé IV. Supposons que f'(z) ne s’annule pas
dans le cercle |z| <1. En appliquant le théoréme de Hardy-Liittle-
wood & la fonction log f(2) nous obtenons successivement:

i § o 4 2
| log| | f'(te'®)dt d® < | Max log|f (te®®)| d® < | Max |log f (te®)| dO
0 0 o O<r<r o 0=t

2n 2n

2n
A logf (re®)|de <24 [ log|f (re®)|d6 + A [ largf (re) dO +C,,
0 0 0

et par suite:

?) Ce lemme est démontré dans mon travail [2].
) C, désigne une constante.
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V. Si f(z) est holomorphe dans le cercle |2|<1, si f(2) ne s’annule
pas dans ce cercle et si le rapport

on
| |argf (re'®)| d ©
n

L T(F)

est borné lorsque r — 1, alors il en est de méme du rapport T(f) : T(f).

Remarque. En appliquant le théoréme de Zygmund a la fonction
log f’(z) on voit que I'on a:

2n 0 P24

[ largf(re®)d® < 2a|arg {(0) + A+ B+ [ |log|f re*)|log |log f (re™®)| |d6.
0 0

Nous allons maintenant établir un résultat analogue aux précédents,
mais relatif aux moyennes d’ordre q (g > 0) des fonctions f(2) et f(2). Sup-
posons que f'(z) soit holomorphe dans le cercle |z|<<1 et qu’elle n'y
poséde qu'un nombre fini de zéros: x,, x;, ... T,. Posons
n

Re="%¢
7 (2) =15
On sait que |z(z)|<1si |2|<1 et que |a(z)|=1 si |z|= 1. La fonction
f(2) : = (z) est holomorphe et ne s’annule pas dans le cercle |z|<<1. En
appliquant le théoréme de Hardy-Lit tlewood a une branche
holomorphe de la fonction [f(z) : 7 (2)]? et en utilisant l'inégalité (a-+ b)? <
< C(q)(@+b%, ou a >0, b>0 et C(q)=Max(27-,1) on obtient succes-
sivement:

2n 2 rel®

[Ifre®pdo= [ f(0)+ [ f(2)dz[*dO - C(q)i2n|f(0)|" +
0 (1] 0

2a I 2n
; f (te) s pn | Fre®) !
+ | Max 2n 'f(o)! +Aﬁ| a(re®) |

0 0=t<r x(te'®)

d(~)|('C(q) d@l

27
“C@|2xf@+AlL+e@)] [ If’(re'”)"d@l,
(1}

ou ¢ (r) tend vers zéro lorsque 7 — 1. On peut donc énoncer le résultat
suivant:
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VI. Si f(z) est holomorphe dans le cercle |z|<<1 et si f'(z) n’a qu'un
nombre fini de zéros dans ce cercle on a pour tout q >0 et pour r(f)
<r<l1

in 2n

i fu<re'~>|~d0| ca@n|isoe+, L rremyeao

1/q

ou C(q, f) est une constante qui ne dépend que de q et de f(z).
Corollaire. Si f(2) est holomorphe et n’a qu’'un nombre fini de zéros
dans le cercle |z|<<1 et si l'intégrale
2n

[1f re®)de (q=0)
0

est bornée lorsque r — 1, il en est de méme de T(f) Y).
Remarquons d’abord que T(f") est aussi bornée; on sait, en effet ([8],
deuxiéme partie, p. 98—100, [15], II. Abschn. Aufg. 83, [7] p. 137—138),
que la moyenne géométrique, qui est la limite des moyennes d’ordre q lors-
que g — 0, est plus petite ou égale a ces moyennes, c’est-a-dire que l'on a
2n 20

1
log !/ (re'™)  d e
e."l! | J— e‘Zn —[

1 5 1/q
819 d &
2::@,' |F (re®)]4dO| ,

ou l'on a posé F(2)=|f(2)| si |f(z)|>1 et F(z)=1si |f(2)|<1, 2 = re'®.
Or, le second membre de la derniere inégalité est évidemment borné, en
vertu de nos hypothéses, il en est donc de méme de T(f'). Le méme raison-
nement prouve, en tenant compte de I’énoncé VI, que T(f) est bornée.

§ 4. Limite supérieure du rapport T (f) : T (f); troisiéme méthode.
Commengons par établir ou énoncer quelques théorémes et lemmes dont
nous aurons besoin dans la suite.

Soit f(2) une fonction holomorphe dans le cercle |z|<<1 et supposons

que f(z2) = 2*¢(2) ou A est un entier 0 et ¢(0)+# 0. La formule de

Jensen:
2n

1
5m [log
0

ou n (t) désigne le nombre de zéros d ¢ (2) dans le cercle |z|<t, montre
que le premier membre de l'égalité ci-dessus est borné supérieurement
lorsque r — 1 .On peut compléter cette remarque de la maniére suivante:

1
f 18)

dO=logr ‘—}—logl j— f‘n(t)

Y) On suppose que f(2) est holomorphe dans le cercle |z|<1.
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Lemme II. Considérons une fonction f(z) holomorphe dans le cercle
|z| <1 et désignons par uy (2) la partie réelle de e—'% f(z). L’expression

2n 27
1
4—7? {dcpflog
0 0

est bornée supérieurement lorsque T — 1.
(Ce lemme exprime que le logarithme de l'inverse de la valeur absolue
de la projection d’'un point de 'image de la circonférence |z|= r par la
fonction f(2) sur une droite variable qui passe par l'origine est borné su-
périeurement en moyenne). Pour établir le lemme, il suffit de remarquer
que si arg f(z) = @, on a ugp=|f(2)| cos (® — ¢) et par suite:
1 T 19 1o iy

4‘;1?“’.’ d(p-flog Uy (re'®) !d(j: 27z.’ log‘ f (re'®)

0 0 0

1
upre®) |2

de +

2n

27
1 .
+4n_,fd@J 10g
0

0

' 1
cos (@ — ¢) i 4o

Or, nous venons de voir que la premiére intégrale est bornée supérieure-
ment, 1a derniére a une valeur fixe qui ne dépend pas de @.

Lemme III. Considérons une fonction w = f(z) holomorphe dans le cer-
cle |z|<1 et désignons par i(r, ¢) le nombre des points d'intersection de
Uimage de la circonférence |z| = r (0 <r <1) par la fonction f(z) avec la
droite qui passe par l’'origine du plan w et qui fait 'angle ¢ avec U'axe réel.
Si g = o(r) est un nombre quelconque tel que r < ¢ <1, on a:

" ar| " f)+ch
_f!jz'(r,:p)dw —("-J— -,

1—op
1]

ot C(f) est une constante qui dépend de f(z).

”
4

Si f(z)= a, 2", considérons la fonction

i

n

F(u)= \‘ a,r"u" +a,r"u",
n=
ol la barre désigne la quantité conjuguée. La fonction F(u) est holomorphe
dans la couronne r <|u|<7'; si 2= re'¥ la partie réelle de f(z) est
égale a 1 F(e'), il en résulte que le nombre i(r, n/2)des points d’intersection
de I'image de la circonférence |z|= r par la fonction w = f(2) avec I'axe
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imaginaire du plan w est identique au nombre n (1) des zéros de F (u)
situés sur la circonférence |u|= 1. Désignons généralement par n(t) le
nombre des zéros de F(u) situés dans la couronne t<|u|<t™!, ou
r<<t<1l.Siargu =6 etsi I et I" désignent les circonférences |u|='1
et |u| = t! respectivement, on a:

2an(t)— [“‘;"nge foarngQ_

27
( [1 dlog F(t—'e’®)| (ﬂoglF(te“’)l]dQ
t 0 |u| ‘ 0|ul | ’
Si r<< o0 <21 on aura donc:
l

1 dlog|F(t—'e'®) ologlF(te"’I
2n'n(t d:-—'w“ e T

e
Intégrons par&rtxes par rapport a t et t!; en tenant compte de ce que
F(t'e®)=F(te'?) il vient?):
1 2n 1 2n
4) 22| n®)dt=2[d6 | log|F(te®) dt+2¢ [ log|F(0e®)dO—
0

[ 0 [
2

—2 [ log|F (e'®)|d0.
0

,

Or log |F(z)|<Slog [F(2)], log [fi(z) + fu2)| <log|f2)|+ long:(Z)I +
+log 2 et T(r, f) est une fonction croissante de 7, on a donc pour g« t<1:
2n

Aaify io —~ 43 I
23.’ log|F (te'®)|dO - _.2T(9 ,f)+log2,
0

d’ailleurs on a i(r,n/2) =n (1) < n(t) et F(e'®)=2u,(re®), donc I'égalité

(4) fournit 'inégalité:
2n

: L ¥ 1
{l—g)a(r. 2-)- 2[21‘(?.1) = log2|+2-2—7;flog
0

5 Plus précisément, si t,ty - t;, ... sont des valeurs de t pour lesquelles F(u)

posséde des zéros sur une des circonférences |u|=t; ou |u|=¢' il faut intégrer
entre les limites t;, et t; , et ajouter les résultats. Finalement, on obtient bien la
formule (4).

1

u, (re'®) ik
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¢ étant un nombre réel quelconque, on peut remplacer dans tout ce qui
précéde f(2) par e—'?f(z), I'inégalité obtenue subsiste a condition que 1’on
y remplace i(r,n/2) par ir,n/24¢) et u, par uy. En intégrant l'inégalité
obtenue par rapport a ¢, entre les limites 0 et 2z, et en tenant compte du
lemme II et de ce que (1 — p) tend vers zéro lorsque r — 1, on obtient bien
le lemme III.

Théoréme de H. Cartan 8). Considérons une fonction f(z) méromorphe
dans le cercle |z|<<R. Désignons par 7 (r,a) le nombre des racines de
I’équation f (2) — a = 0 qui sont contenues dans le cercle |z|<r (r <R,
chacune des racines étant comptée avec son degré de multiplicité). Posons: |

r

N(r,a)= f n(t_,a}—t-ni(o,a)i_dt + n(0,a)logr,

0
alors on a:

2n

L= z_ln' J N (r,e)dy + log|f (0)].
0

Lemme 1V. Considérons une fonction f(z) holomorphe dans le cercle
|2| <1 et telle que la caractéristique T(f) ne soit pas bornée. Si o (r) est
une fonction continue définie dans lintervalle r, <<r <1 et telle que
r<o(r) <1 alors, @ tout nombre positif e arbitrairement petit corres-

pondent des constantes C et a(0<<a <1), qui dépendent aussi de f(2),
telles que Uon a:

'T(: ,f]
T(r,f)~<i’C+(2+e)J  Fom L3

Nous partirons de la remarque suivante: considérons une fonction
f(2) holomorphe dans le cercle |z|< r, qui prend une valeur a n fois (en
tenant compte de la multiplicité) dans le cercle |z|<<r et ne prend pas
cette valeur sur la circonférence |z|= r; supposons d’ailleurs que f'(2)
ne s’annule pas sur cette circonférence. Lorsque z décrit la circonférence
|z] = r dans le sens direct, le point d’affixe f(z) tourne n fois autour du
point a, il en résulte que la tangente a la courbe décrite par f(z) est pa-
ralléle & une droite donnée quelconque en 2n points au moins: en d’autres
termes, ¢ étant un nombre réel arbitraire, le nombre des points d’inter-

) [5], cf. aussi [13], p. 167—169. Le théoréme de H. Cartan a été généralisé
d'une maniére remarquable par R. Nevanlinna et O. Frostman; cf. [13],
p. 189—173.
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section de I'image de |z| = r par la fonction zf'(z) avec la droite qui passe
par l'origine et fait I'angle ¢ avec l'axe réel, est au moins 2n.

Supposons pour simplifier que f(0)|= 1, alors n (0, e'*)=0; la remar-
que qui vient d’étre faite et 1'égalité du théoréme de H. Carten con-
duisent a I'inégalité:

T(rf) < loglf O + 5 [ 2P ar,

8
ou ¢ est un nombre réel arbitraire, f§ un nombre de l'intervalle 0 << § <1
qui dépend de f(2), et i(r,p) satisfait a la définition du lemme III, dans
lequel on a cependant remplacé f(z) par zf’(z). On peut évidemment rem-
placer dans la derniére inégalité i(r, ¢) par

FLd

;.“i(r,fr)d«p,

0

en utilisant alors le lemme III et le fait que T(zf) <X T(f), on obtient
l'inégalité: .
CT{

T(r,f) < loglf (0) +2 |

;

r

r(l1—o)

dr,

ou C = C(f) est définie comme dans le lemme III. Or, nous avons supposé
que T(r, ') augmente indéfiniment lorsque r — 1, d’autre part le rapport
T : o (r) tend alors vers 1, I'inégalité obtenue fournit donc immédiatement
le lemme IV. Nous avons supposé que |f(0)|=+1; si I'on a |f(0)|=1, on
peut appliquer le lemme IV a la fonction 2f(z), par exemple, et ’on. obtient
ainsi encore ce lemme.

En choisissant maintenant des fonctions p(r) particuliéres nous allons
obtenir dans quelques cas une limite supérieure du rapport T(f) : T(f").
On sait ([13], p. 167) que T(r, f) est une fonction convexe de log 7. Il en
résulte que T(r, f) posséde une dérivée par rapport a r, sauf au plus en
une infinité dénombrable de points; en ces derniers points, T(r, f) possede
une dérivée a droite et une dérivée a gauche. Cette dérivée est non dé-
croissante; il en résulte, en vertu d’'un théoréme classique de H. Lebe s-
gue, que T(r,f) posséde presque partout une dérivée seconde. Or, on
peut supposer, grace a une légére modification de la définition de T(r, f).
que les dérivées T'(r, f) et T”(r, f) existent pour toutes les valeurs de r 7).
Posons, en effet (cf. I'introduction):

7) La possibilité de cette modification a été entrevue par A. Bloch [4]. La
théorie a été édifiée par L. Ahlfors [1] et T. Shimizu [16].
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T 0) =5, [ 1ogY T+ {Ge™)Fdo—logy 1 + [fOF + N (1
0

(si 2 = 0 est un poble et si f(2) = ¢,z "+ ..., on remplace log 1 +?(0)‘—|2
par log |c,|). On démontre ([13], p. 165) que la fonction T(r, f) ainsi défine
(on dit que c’est ,la forme sphérique de la caractéristique”) ne différe de
la fonction T(r, f) définie auparavant que par une quantité qui reste bor-
née lorsque r — 1. On démontre aussi ([13], p. 163—164) que A(r,f) =
= rT'(r, f) est égale a la projection stéréographique sur la sphére de
Riemann?® de la surface de Riemann qui est I'image du cercle
|z|<r par la fonction w = f(z) 1l en résulte que l’on a:

; (.reas\lz
T (T;ﬂ— f"d"J 1+ [fre®)

Nous allons démontrer la proposition suivante:
VII. Supposons que f(2) soit holomorphe dans le cercle |z| <1 et que
Uon ait:

=T (r,f)

) Tl U T e
— (1=7)T'(r, ) __
® ST (e

Dans ces conditions on a:

— T (r,f) _ 2e(M+1)
e Tl

(11 est clair que, dans I'énoncé VII et le lemme IV, la caractéristique-
peut étre soit de la forme sphérique, soit définie comme dans l'introduc-
tion).

Posons dans le lemme IV o(r) = 75 (0 <s<1) et u =r¢~'. En rem-
placant dans ce lemme la variable d’intégration r par u et en tenant comp-
te de la condition (5) on constate que l'intégrale, ou 'on a remplacé la
constante a par a,, est plus petite que

—=s

1"&‘8 1—u , ’
f T’ (u, f) du,

B (l—s)“l 1 — ulzs

8) C'est la sphére dont le diameétre est 1 et qui touche le plan des w a l'origine..
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ou & est un nombre positif arbitrairement petit. Or, si u — 1, on a:

1—u 1—s
- ~ -

s s
1 —ut=s

donc 'intégrale en question (dans laquelle on a encore modifié, s’il y a lieu,
la limite inférieure de l'intégration) est plus petite que

L+ T~ f)

ms

(M

En tenant maintenant compte de ce que T’ (r f) : T(r, f) est une fonction
croissante et du fait que l'on a:

lim Ll . an &
r—>1 TI-S (1 —T‘_s) 1 — S

enfin, en appliquant a la différence log T (r'—*, f') — log T(r, f) la formule
des accroissements finis on obtient, en vertu de (6), I'inégalité:

T TR S, T 9)

qui permet d’affirmer, en tennant compte de (7) et du lemme IV que

T(rf) 26"
m -1
T(r,f)  ms

En posant s = 1/(M + 1) on obtient I'énoncé VII.

Nous supposerons maintenant que T(r, f) est de la forme sphérique
et qu’elle n’est pas bornée. Posons encore ro—!=u et W(u) = uT’(u) : T(u)?).
Nous définirons la fonction g(r) du lemme IV par la relation:

1 T
——=W{—].
1—op ( 0)
Comme W(u) est croissante et croit indéfiniment lorsque u — 1, la der-

niére équation a exactement une racine p(r) dans l'intérvalle r <p <1
On a d’ailleurs

d e B UW'(U)‘
T W(u) T W (W (w)]?’

%) Nous écrivons pour abréger T(u) au lieu de T(u,f), etc.
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donc on peut supposer que u croit avec 7. En remplacant dans l’intégrale
du lemme IV 1 — p par W—! (u) et en introduisant « comme variable d’in-
tégration, on obtient une intégrale de la forme:

ue

: , 1 uW’ (u)
yi —— ——|du.
.‘l uT @) 1o + W ) du
Or, on trouve que
. ‘U.W’(jﬁ) - TWT" (u) - 1
Y W T T T W
si donc
e—T () T*oa) 1o
VUL TR

et si la limite inférieure de l'intégrale est convenablement choisie, cette
intégrale est inférieure a (M + ¢) T (u), ou ¢ est arbitrairement petit.
D’autre part, on trouve que

e 1'L('r-i(-)<u),

U—r u—r b -
log T (u) —log T(r)= W(®) <= z W(u)_rll—g)_r

()
c’est-a-dire que T (u): T (r) << e'**, si r est assez voisin de 1. En tenant
compte du lemme IV nous obtenons donc le résultat suivant:

VIII. Si f(z) est holomorphe dans cercle |z|<1, si la caractéristique
T(r, "), de la forme sphérique, n’est pas bornée dans ce cercle et si l'on a

. T{r‘f,}Tn(‘r‘f'}_ i P T!rj.fj
A TN R e

2eM.

Remarque I. Des considérations géométriques montrent immeédia-
g d . -_— -
lim ir [1:W(r)] = 0;

r—>1
en tenant compte de 1’égalité (*) on voit donc que si U'on a

Q=N T(rf)_ TET )
o =1y o % Im e :

Remarque IIL Il résulte de la remarque précédente que si T(r, f) croit
assez rapidement et assez réguliérement, le nombne M de U'énoncé VIII
est fini et, par suite, cet énoncé s’applique.

§ 5. La moyenne de la dérivée logarithmique. Supposons que f(2)
soit holomorphe dans le cercle |z|<<1. Puisque

zf'(2)
f(@)

tement, que si ’on a lim (1 — r) W(r) = oo, on a aussi
r—1

darg_f_gz) —R

= 16
00 (z=re'®),
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iz f ! F5) e

ou C est la courbe décrite par f(z) lorsque z décrit la circonférence |z|=r
et i(r,¢) est le nombre défini dans le lemme III. En appliquant ce lemme
on trouve donc I’énoncé suivant:

1X. Si f(z) est holomorphe dans le cercle |z2|<<1 et si o = p(r) est un
nombre tel que r <p <1, on a:

» a1l +em T f) +Cop
1»-’ r|* (@ d() (‘5‘ ) ,
271,0

on a:

Sl AR :
271'1 |darg f(2)| = n.{z(r,q')dq,
[ 34

0

,f(Z) 1—o

ou ¢ (r) tend vers zéro lorsque r — 1 et C(f) est une constante qui dépend
de f(2).

Si ¢(2) est holomorphe dans le cercle |z| < R et si u désigne la partie
réelle de f(z), on a l'inégalité !):

2

P
e p(re®) de < |@(0) +

2
+(1+ 210gRET)-;ﬂJ [u(Re®) dO, (r<R).

En posant dans cette inégalité R = | r et ¢(2) = zf (2) : f(z) et en tenant
compte de I’énoncé IX on trouve le suivant:

X. Si f(z) est holomorphe et ne s’annule pas dans le cercle |z|<<1
et si o = o(r) est un nombre tel que | r<0-"1, on a:

(1 + 210g1_?'/,rn)l‘4|1 + e (7)] T('Qr.f) +C(f)‘|

s
(z=1re"),

ou ¢(r) tend vers zéro lorsque r — 1 et C est une constante qui dépend
de f(2).

11) Cette inégalité résulte aisément de la formule connue qui exprime ¢ (z) en
fonction des valeurs de u(z) pour |z| = R; on trouve une démonstration de cette
formule p. ex. chez P61y a-Szegd [15], III. Abschn. Aufg. 231.

8
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Dans le cas particulier ou T(, f) est bornée on peut améliorer I’énoncé
X de la maniére suivante:

XI. Si f(2) est holomorphe et me s’annule pas dans le cercle |z|<<1
et si Uon a lim T(r, f) = M, alors

r—»1
1 [ fre®y| 2
27 | | fire®y |29 [y 12 M —log|f(0)]].
0

Puisque T(, f) est bornée, on peut écrire f(2) = g(2) : h(z), ou g(2) et h(2)
sont des fonctions holomorphes qui ne s’annulent pas dans le cercle |z|<1
et telles que [g(z)|<<1, |h(z)|<<1 (cf. [3], p. 174—175). Or on a I'inégalité
(Lindelo6f [10), cof. aussi [8], p. 83):

lg (@) 2 l__,_,
Ig(z)| l—rﬂlog g2)|"

([zi=m),

il en résulte
2n

1 {|g'(re®)|
Zn_J g(re'®)

U]

2

. 1
i e Ol

Comme on peut remplacer dans la derniére inégalité g(z) par h(z), on
trouve que

27
1 (] § (re®) 2 1
a8 —— .
23‘,‘ 1 fre®) |29 1218 G0)n(0)]
0
Or on sait ([13], p. 174—177) que log |g(0)|=——linl1 T(r,f') et que
r-
log |h(0)|= —1lim T(r, f) = M. En tenant compte de I’égalité
r-»1

_T(r,f)=T(r,«}-) + log 1§ (0)]

([13], p. 162), on obtient bien l'énoncé XI. L'exemple de la fonction
z4+1 -
f(z) =e* !, pour laquelle M=0et
2n
f (re®) 1 ZTON It ¥
f(re®) 1—re®) 1—r

2:2!
0

montre que 1’énoncé XI ne peut étre amélioré, sauf peut-étre pour ce qui
concerne la valeur de la constante entre parenthéses.
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XII. Considérons un produit de Blachke [13]:

3 Ia |_ze—-—|'r|n ] i | =
n(g):!ll L—"l—_:_—GHT- (0 <<lan| <<1, a, = |an|€®n, la série ’;: (1 — |an|)

converge); on a

2 |
hm(l—r)J z:(z(—;i)}:d(-)=0 (z=re"?).
Posons |a,| = 7,
Th—2ze
m R S o

et arg n,(2) = P,. L'intégrale de l'énoncé ne dépasse évidemment pas
la somme

(8) "V f ‘

Or, on a |®, = a et, d'autre part, des considérations géométriques élé-
mentaires montrent que si z=re'?, si ©® varie de 0 a 2a et r,=7, alors
@, est une fonction monotone, tandis que si 7,=>1 on a @,(0)=P,(27)=0
et le sens de variation de @, change deux fois. On a donc dans tous les cas:

z-n,,(z

7in(2)

4= Z f,dcp,,',

A=t
l2|=r

[ |d®a] < 4.

|z)1=r

Remarquons maintenant que la série convergente 2 (1—r.) a ses termes

n=1

décroissants, on a donc lim m(1—r,)=0 et par suite m(l —rn,) <<e/2, si

m-—»o<o
e est un nombre positif arbitrairement petit et m assez grand. Si l'on
définit 1'entier m par la relation:

1+4r

Tm —= 2 “Tmit,

on aura donc, a fortiori, m < ¢/(1 — 7) pourvu que r soit assez voisin de 1.
Nous allons maintenant diviser la somme (8) en deux parties. On a tout
d’abord, d’aprés ce qui précéde:

(9)
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“ ;
Pour majorer la série ‘E | |d @, il suffira, nous l'avons wvu, de
n=m+1 |z|=r

trouver les bornes supérieures des |@,|; or, la borne supérieure de |@,|
est égale au maximum de I'angle sous lequel on voit le segment (r., ;1)
d’un point de la circonférence |z|= r. Or, ce maximum est évidemment
‘plus petit que le maximum de la tangente de 1’angle sous lequel on voit
le segment en question d’'un point de la droite R(z) = r. Soit y I'ordonnée
d’'un point quelconque de cette droite, la tangente de l'angle en question
sera:
y(1—r7)
(rn—r)(1—7Tar) + 12y’

expression dont la plus grande valeur, lorsque y varie, est égale a

-
1—1n2

)

2V Tn} tn—1) (1 —7s

Or, ona: r,—r>4(1—r) et 1—r,r=>=(1—r), on trouve donc l'iné-
galité

;‘I,"E = !/L(];_ r”),
yra(1 7
et par suite
f|d¢n| 412(1—r), 1
I Tnh 1 T

La série

V1=

nﬁ I T

étant convergente, on a donc

¥ dd,| < S
nfT;z_“l | ! =Ygy

lz/=r

quel que soit & arbitrairement petit, pourvu que r soit assez voisin de 1.
En tenant compte de (8) et (9), on obtient donc bien I’énoncé XII.

XIII. Considérons la fonction f(z) = cx2*-+ ... méromorphe dans le cercle
|z] <1 qui y posséde des zéros a, et des pdles b, (|a,|>>0 |b,|>0,
n =1, 2, ..) et supposons que l'on ait lirln T(r, f) < M. Dans ces conditions
on a:
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2n

lim (1—r)z1 { R J]

zf (2)||
f(2)

ro1

de < 2M + Y 1og|

J

(z=re¥).
On a d’ailleurs, pour une fonction f(z) particuliére:

2n

lim (l—r)J 'R

r—»1

2f'(2)
f(@)

IdO - 0.

On sait ([13], p. 190) que I’on peut écrire:

(2w, (2)
f(z) - 7!._, (Z) ]
ou @(z) est une fonction holomorphe dans le cercle |z|<<1 et qui ne sy
annule pas, tandis que =,(2) et 7,(z) désignent des produitsde Blaschke
formés a I'aide des nombres a, et b, respectivement. En appliquant 1’énon-
cé XII on aura:

L (pl @)y o 1 ([p[2)

CERL (f-—)

Nous appliquerons maintenant I’énoncé IX a la fonction ¢(2); remarquons
pour cela que l'on a T(¢) <T(f)+T (") +T(n)+T(1/x,), or T(z7*)=0,
de méme T(n,) =0, carona |n,(2)|<<1 dans le cercle!z|<<1; on trouve
enfin ([13], p. 162) que

1
T(‘n{) =T () —log |, (0)| = — log [ ]l

Nous obtenons donc l’intégalité:
. , 1
lim T (¢) <~ M + log [ I Tl
n=1
En remarquant que I’on a
1o
‘P (0) =Cg* . T

1|an|
=1

12) La série est nécessairement convergente: cf. p. ex. P. Montel [11]
p. 179—183. L'inégalité obtenue précise le théoréeme IX dans le cas particulier ou
T(r, f) est bornée.

-.\.
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en appliquant ’énoncé IX a la fonction ¢(z) et en tenant compte de (10),
nous obtenons bien la premiere partie de '’énoncé XIII. Pour obtenir la
deuxiéme partie de cet énoncé, nous allons considérer la fonction

z+1
fle)=e"!

que nous avons déja étudiée. Il serait aisé d’obtenir directement la der-
niére inégalité de ’énoncé XIII; on peut aussi procéder comme il suit: on
a zf'(2) : f(2) = 22(1 — 2)~?, donc il est clair que I'intégrale en question, divi-
sée par 2z, est au moins égale a T(y), ou 'on a posé:

2z
p(2) =ell=7",

Or, T (y) ne différe que d’'une quantité bornée de T (1:y— 1) (cf. I'intro-
duction) et cette derniére caractéristique est plus grande que

N(—l— )=IbMdt+n(0)logr,
p—1 t

ou n(t) désigne le nombre des racines de I'équation u(2) =1 ou, ce qui
revient au méme, le nombre des racines des équations z(1 —2z72) = ki
(k est un entier arbitraire) contenues dans le cercle |z|<Ct. Un calcul
facile montre cependant que la courbe transformée de la circonférence
|z| =t par la fonction z(1 —z)~2 coupe l'axe imaginaire en deux points

seulement, dont les distances a l’origine sont égales a t&l_-*'t:—)z, on a donc
2t(1 +t?) -
n(t) > 2 (1 — ) 1, et par suite:

2n
[ @ !
i 1= f|R [y 0o >
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INSTYTUT MATEMATYCZNY POLSKIEJ AKADEMII NAUK
INSTITUT MATHEMATIQUE DE L'ACADEMIE POLONAISE DES SCIENCES

Streszczenie

W pracy tej T(r, f) = T(f) oznacza charakterystyke R. Nevanlin-
ny funkcji meromorficznej (por. np. wykaz literatury, poz. [13]). Dowo-
dze twierdzen nastepujacych:

1. Jesli f(2) jest meromorficzna w kole |2|<<1 a r nie przebiega prze-
dziatow wyjatkowych 4., wzdlué ktorych catkowita zmiana log (1 —7)!
jest skonczona, to jest

e , - 5 ’ L 3k
m [T(): Tl <3+, Lm TE):THl <,
r-»1 r-»1 <=1
gdzie
. T (r,{) AP oo Ty f')
k—l,——%gl log(1 —n)1° K 1’1::1 log (1 —7)~ "

II. Jesli w twierdzeniu T f(2) jest holomorficzna w kole |z|<<1 a r nie
przebiega przedzialéw 4,, to jest

1

k,
Lm [T(f):TH] <1+ 4, lm [TE):THOI <=7

ke,
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III. Jesli w twierdzeniu I f(2) jest holomorficzna i nie przybiera war-
tosci zero w kole |2|<<1, a r nie przebiega przedziatéw 4,, to jest

1

RS Ky
k'

lim ITH:TE) 1+ k,—1°

}iE IT(f): T ()| <

IV. Jesli f(z) jest holomorficzna w kole |z|<<1 i jes§li jedna co naj-
mniej z réwnosci

linl1 [log T (f) : log.(1 —7)~'| =00, lim |log T (f'):logs (1 —7)~'} = oo

ma miejsce, to lim |log T (f): log T (f)] <~ 1.
r—t
V. Jesli f(2) jest holomorficzna w kole |z| <1, jesli f'(2) nie przybiera

wartosci zero w tym kole i jesli stosunek

2n

| |argf (rei®) d@: T (')

jest ograniczony, gdy r — 1, to i stosunek T(f) : T(f') jest ograniczony.

VI. Jesli f(z) jest holomorficzna w kole |z|<<1 i jesli f(z) ma tylko
skonczong liczbe miejsc zerowych w tym kole, to dla kazdego ¢ >0 i dla
r,(f) <r<1 jest

27 2n
_1 3 i0)(7 d 6 w_ 1 q ,1_ ! (poi®) g 4
[27,’ |f (re'®)| dO] C(q,f)[f(O)r +oo | If re®)0a0] .

0 ; 0
VII. Jesli f(2) jest holomorficzna w kole |z|<<1 i jesli

(17T (r,f) _ (1-—7)T(r,f)_

}“:] T (T, f’) SR 0’ 1-1:{1 T (T, f’) = << o0,
to jest
T il 2
rar T(r,J") m

VIII. Jesli f(2) jest holomorficzna w kole |z|<<1, jesli charakterysty-
ka T(r, f'), postaci sferycznej, nie jest ograniczona, oraz jesli

fim, 20T W8y b el

'] a - ’ 2 M.
rot IT [r;ﬂ]' r-1 T(r,f) :
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IX. Jesli f(2) jest holomorficzna w kole |z|<<1 a p=yp(r) jest liczba
takg, ze r<<p -1, to

zf'(2)
f(2
gdzie e(r) > 0 gdy r — 1.
IX. Jeéli f(z) jest holomorficzna w kole |z|<<1, nie przybiera tamze
wartosSci zero i jesli o = p(7) jest liczbg taka, ze | r<-\9< 1, to
e+ e T( 1)+ col
1_ L "

shtem T(” ,f>+C(f)
de 1—; el

11"' %
0

(1 i 2logl-

1
1 'Zf ()] —Vr
f f(2) E '

gdzie s(r)—>0 gdy r—1.

XI. Jesli f(z) jest holomorficzna i nie przybiera wartosci zero w kole
|2|<1i jesli lim T(r f) = M, to

f (re'®) 2 ool
f(re“’) de 1— 2 [2M —1logif(0)]].
XIL. Wezmy POd uwage iloczyn Blaschkego:

| —ia, ' e~
n(2) = [] a,.| ze —'(0<|a,.|<1 an = |a,| e®n, szereg__\_‘ (1—|an|)

n=1

jest zbiezny). Gdy z='re"’ to jest

lim (1 — r)J z"(z dO=0.

rol

XIII. Wezmy pod uwage funkcje f(z) = c,z* ... meromorficzng w kole
|z| <1, majaca tamze miejsca zerowe a, i bieguny b,(a, ) =0, |bs =0,
n=1,2 ..). Jesli lim T(r, f) = M, to jest (z = re®)

rol
Rl @)
. 1 2] (2) ~ l
fem) o de—2M - e -
lim (1 =754 fRU()I - Nlog o +log

& =}

przy czym dla pewnej funkcji f(2) specjalnej jest

2f'(2)

f2) de = 0.

r-1

2
lim (1- r)' R
;
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Nastepujace lematy pracy zdajg sie mieé¢ znaczenie niezaleénie od
twierdzen do ktéorych byly zastosowane:
Lemat II. Jesli f(z) jest holomorficzna w kole |z|<<1 i jeslt ug (re'®)
jest czescig rzeczywista e—'? f(z), to wyrazenie
2n 2n

LA
| i) —1
4-:{’ d(p.' log lug (re’®) —'do
0 0

jest ograniczone od gory gdy r — 1.

Lemat III. Wezmy pod uwage funkcje w = f(z), holomorficzng w kole
|2|<11i niech i(r, ) oznacza liczbe punktoéw przecie¢ utworzonego przez
f(z) obrazu okregu |z| = r z prostg ptaszczyzny w, ktéra przechodzi przez
w = 0 i tworzy kat ¢ z osig rzeczywista.

Jesli o= o(r) spelnia nieréwnoé¢ r <o <1, to jest

= (Lot} c 2

J ifr,p)de .

0

N |-

l—o

Pe3wme

B stoit pabote T(r,f) = T (f) oGo3HayaeT xapakrepuctuxky P. Hepan-
JIMHHBI MepoMOpQOPHBIX (PYHKLMI (CpaBH. Hamp. [epedeHb JIUTEPATYPHI,
no3. [13]). iy

f1 poxka3sbIBalo cienyiolliee TeopeMbl:

I Ecau f(2) mepomopdHa B Kpyre |z| << 1, a r He npobGeraer ocobbIx
MHTepBasioB AT, BAOAL KOTOPLIX MoJHOe u3meHeHue log (1 — 7)~' Ko-
HEYHO, TO

x L-
lim [T (f):T ()| < — =
r—1 1

JE— 1
lim [T(fV:T () <3+,
r-1
roe
N T(r.f)
ke=lim 4 a—n

r»1

. T (r,f)
k, =1 —.
v ,éf{‘ log(1—r)"!

II Ecau B Teopeme 1 f(z) ronomopcdua B Kpyre |2|<<1, a r He npoGe-
raeT MHTEpBaJOB A7, TO

k
lim T (f): T < 1+ , lm T T < -
III Ecau B Teopeme I f(z) ronomopdHa u He NpUHMMAET 3HAYeHUA
HyJab B kpyre |2|<<1, a r He npoberaer mHTepBanos 4t, TO
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lim [T :T ()] 1+71C-, lim [T (f): T ()] ’,;—’f'_—l

IV Ecau f(2) ronomopdHa B kpyre [2|<<1 u ecam uMeeT MecTo IO
KpaifHeii Mepe OQHO M3 HEepaBEHCTB

lim |log T (f) : log, (1 —7)~'| = o0, lirP [log T () :log, (1 — )~ '] = oo,
r-»1 r-»
TO

n@llogT(f):logT(f)l Ak

.
V Ecau f(2) romomopcpHa B Kpyre |2|<<1, ecan f'(z) He nmpuHMMaeT
RyJIEBOTO 3HAa4Y€HUA B 3TOM KPyre M €CJM OTHOLIEeHMe

2n
f |arg f' (re'®) dO: T (f)
0

orpaHnyeHo, korga r—1 1o u orHoutenne T (f):T (f') orpannuyeno.

VI Ecau f(z) ronomopcdpHa B kpyre z|<<1 u ecan f'(2) umeer TONBKO
KOHEYHOEe YMCJIO HYJIEBBIX MECT B 3TOM Kpyre, TO JJA BesAkoro g>0 u pus
rolo) <r<<l

1/q

=N 2n
L (teemiaol ' <cwn|sor+ L [1f ceo)eao
2”J‘ l —~ q! 27I re |
' 0 0

VII Ecau f(z) ronomopdpHa B kpyre |2/ << 1 u ecan

e A=A TE L o A= T ) o
}? T(rf) 0, }L’? T (r,f) =M<oo
TO
— T(r,f) _2e(M+1)
RTENST W

VIII Ecau f(z) ronomopcdHa B kpyre |z| <<1 u ecau xapakTepuCTHMKa
T(r,f) cpepuueckoit POpPMBI He OrpaHMUYEHa, a TaKIKe eclu
— T(f.f)T{T.)‘"] T T(T)f)
lim — 55— —=M To lim _—— -
r—>1 IT (ri.f )lz r—1 T(raf)
IX Ecau f(z) romomopdHa B Kpyre |z|<<1, a p==p(r) ecTb uucio
Takoe, YToO r<<-po<_1, TO

~2eM.

2n

1

127!,{ R
0

rae e(r) —> 0, korma r — 1.

)]‘w 4h +e(r)lT(%,f)+C(f)

(_Zf' (2)

f(2) 1—o
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Mieczysiaw Biernacki

X Ecanu f(z) ronomopdHa B kpyre |2|<<1 ¥ He NpMHMMaeT Tam 3Ha-
YeHUs HyJb U ecau o = o (r) Takoe umcio, 4yto j r<<p <1, To

2n
= [

rae e (r) -0, xorma r— 1.

Tl .
PO i = W 1 e

f(2)

X1 Ecau f(2) romomopcdpHa ¥ He NMpPMHMMAeT 3HA4YeHUsA HyJb B KPYre
'z|<<1, u ectu lim T(r,f)=M, To
r-1

] f'(re’®)
] 2 —1 0)].
f(relo} d 1__ oglf( )”
XII Paccmorpmw npousseneHue Bialike:
n(2) = ”'n" (0 < |an| < 1, au=|aa| €, pan O (1 —|axl)
n=1 n—1
cxomures). Korna z=7re'?, To
lim (1 — ) |R d6O=0.
r—1

XIII Paccmorpum dpyHkumio f(2) =cr2* ..

. MepoMOp(HYI0 B Kpyre
|z <1, umelomyo Tam-Ke HyJeBble MeCTa 4, M MOJIOCH bn, (|a.| =0
!bn' > 0, n=1,2

,..). Ecan lim T (r, f)=M, To (2=re'®)
r>1

2a
lim {l—r)“ ’ 2 (2) ‘dfj- 2M+ \-‘ log
r-»1 | .f'[)

ﬂ

1
+l

+logr

NpuMYéM aJIA HEKOTOpOi crneumanbHoi pyHkimu f(2) umeer mecto Hepa-
BEH(CTBO

i1 [[r (£ e o

C.nep,ylou.me JIEeMMbI 3TOro Tpyaa, KaK KaxeTcf, MMelT 3HadeéHue He-
3aBUCHMMO OT TeOpeM, K KOTOPbIM OHU Ob1IM NMpUMEHEHDbI
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Jlemma II. Ecan f(2) ronomopcdHa B kpyre 'z| << 1 u ecau uy (re'®) ectsb
neitcTBuTeNbHaA 4acTh e 7 f(2), To BbIpa)keHue

2 2
41;2qul {log{u,,,(re“’)[“ de
0 0

OrpaHNY€HO CBepxy, korga T — 1.

Jlemma III. Paccmorpum yHKuUM0 w = f(2) rosoMopdHyi0 B Kpyre
|z| << 1, u nyers i(r,q) oBo3Ha4YaeT uMCIO TOYeK mepecedeHuit obpa3a
OKPYMHOCTU |Z|==T7, CO3JaHHOr0 NOCPEACTBOM f(2), ¢ MPAMONI MJIOCKOCTKI
w, KoTopaa npoxoaut yepe3d w=0 u obpa3yeT yros ¢ ¢ AeNCTBUTEILHOMI
ocblo. Ecniu 0= (r) ynoBneTBopsAeT HepaBeHCTBO r -~ p -1, TO

- 4T(T-,f)+C(f)
E : 0
f'(f"l))df/’ . :

. 1—o

0






