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§ 1. Introduction. Dans ce travail, je démontre d'abord un théoréme
en quelque sorte inverse i celui, bien connu, de Lucas-Gauss, d’aprés
lequel un domaine convexe contenant tous les zéros d’un polynome con-
tient aussi tous les zéros de la dérivée. En effet, je suppose que tous les
zéros d'un polynome sont contenus dans un domaine convexe et je déter-
mine une région qui contient tous les zéros de l'intégrale, ceci bien en-
tendu en précisant convenablement la constante d’intégration. Apreés avoir
obtenu une extension partielle de ce théoréme au cas d'une intégrale
itérée, je m'occupe, au § 3, d’une généralisation d’un résultat connu de
G. Szego |8], qui a obtenu des relations entre les zéros d’'un polynome
et de celui que l'on obtient en supprimant le terme contenant la plus
haute puissance de la variable. Je passe ensuite (§ 4) au probléme des
relations entre les zéros d’'un polynome et de celui que I’on obtient en
remplacant. tous les coefficients par leurs modules, en me bornant d’ail-
leurs au cas des polynomes de 2° et 3“"¢ degrés. Enfin, dans le dernier
paragraphe, j'améliore un résultat que j'avais obtenu autrefois |1]: en sup-
posant qu'un polynome f(z) de degré n prend dans un cercle (z—a| <R
exactement p fois la valeur f(a), je détermine un cercle |z—a|<<R-K(n, p)
dans lequel il est nécessairement p-valent, K (n, p) ne dépendant que de
n et de p.

§ 2. Je vais établir la proposition suivante:

I. Supposons que tous les zéros d’un polynome soient contenus dans un
b4

domaine borné convexe K '). Soit a un point de K. Tous les zéros de If(@dz

sont contenus dans le domaine fermé R(K,a) contenant K et délimité par

Qa
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la courbe C, transformée par homothétie de la podaire de la frontiére de K
par rapport au point a, le centre d’homothétie étant a et le rapport d’ho-
mothétie égal a 2.

On constate aisément que la frontiére de R (K,a) est aussi l'enveloppe
des circonférences qui passent par le point a et dont les centres décrivent la
frontiere de K.

Le domaine R (K, a) ne peut etre remplacé par un domaine contenu
dans R(K,a) 3).

Signalons une conséquence immeédiate de 1’énoncé I:

Si a et b sont deuxr zéros d'un polynome et si a appartient @ un do-
maine convexe K, tandis que b m’appartient pas a R(K,a), un zéro au moins
de la dérivée f'(z) n’appartient pas au domaine K.

Remarques. Dans le cas ou en certains points P la frontiére de K
est dépourvue de tangente, il faut prendre au lieu de la podaire le lieu
des pieds des perpendiculaires abaissées de a sur toutes les droites d'appui
de K; ce lieu comprendra donc des arcs de cercle dont les diameétres sont
des segments joignant a et P. Dans le cas ou K est un polygone, la
courbe C sera composée entiérement de ces arcs de cercle. Le domaine
R(K,a), délimité par C, n'est pas toujours convexe, mais il est toujours
étoilé par rapport au point a.

Démonstration. Nous utiliserons la proposition suivante:

Considérons les polynomes
f(z)—:.a ++(n’a z"+--~+a 2"
0 k k n )
g(z)=b04—...+(';cl)bk zk+--'+bnz",
h(z):a“b‘)+... + ( Z .ak bkzk 4 ees +an bn P

Si tous les zéros de f(z) sont contenus dans un domaine convexe K,
et si les zéros de g (2) sont 2, 2,, ..., 2, et u un zéro de h(z), alors chaque
domaine convexe contenant tous les points —u'zs(s=1,..,n) a au moins

) 1l s’agira toujours de domaines fermés. En particulier, K peut étre un segment
de droite.

*) La démonstration de ’énoncé 1 a été présentée au IV Congrés des mathéma-
ticiens roumains a Bucarest le 2 juin 1956.
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un point commun avec le domaine K. En effet, 1'équation h(u)=0
exprime le fait que les polynomes f(z) et 2" g(— u/z) sont ,apolaires” et
la proposition s’ensuit d'une conséquence d'un théoréme de Grace |4],
découverte par T. Takagi |9| (cf. aussi [3], |5] p. 46, [?]). °

Nous pouvons évidemment supposer dans la démonstration de 1’énoncé I
que a=0. Supposons donc que tous les zéros de f(z) soient contenus
dans K et posons

2k

.

n
9(2)=1+] )2+ +(k}k+1 n+1
On aura
n Z . () a2 a.z" 1
h(z)=a(,+(1)a,2+--- t ‘ k+ 1 '---.Ln_i_-i——;' f(x) dz
! 0
Considérons les zéros z,, 2., ..., 2, de
it Lt o (1421 —
g(z)——z— ’ 1+ 2)dz= Tn 9%

tous situés sur la circonférence de rayon 1 et de centre au point —1.
Supposons que u soit un zéro de h(z). Il est clair que les points
—u/z;, — /2y, ..., —Uu/zx sont situés sur la droite D qui passe par le
point u/2 et qui est perpendiculaire au segment joignant u/2 a l'origine.
Supposons que le point u n’appartienne pas au domaine R(K,a) de I'é-
noncé 1. Le point u 2 n'appartenant pas a la région délimitée par la po-
daire du domaine convexe K par rapport a l'origine, il est clair que la
droite d’appui de K parallele a D serait située entre D et l'origine et,
par suite, la droite D n’aurait pas de points communs avec K, en contra-
diction avec I'énoncé qui vient d’étre cité.

Il reste a établir que le domaine R(K,a) ne peut étre remplacé par
un autre domaine contenu dans R(K,a). Dans ce but considérons d’abord
le cas ol le domaine convexe K se réduit au segment 0 <~ x <~ b de l'axe
réel, a=0 et f(z)=(z—b)", n étant impair. Les zéros de l'intégrale

f(z)dz sont de la forme z=b+ wb ou @ est une racine (n+1)-éme de
(1]

I'unité, ils sont donc situés sur la circonférence |z—b,=b et lorsque
n — co ils sont partout denses sur cette circonférence.

Dans le cas général la frontiere de R(K,a) se compose soit d'un arc
d'une circonférence I’ qui passe par a et dont le centre est un point b
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de la frontiére de K, soit d’'un arc de 'enveloppe de telles circonférences I,
lorsque b décrit la frontiére de K. Ainsi donc tout point P de la fron-
tiéere R (K, a) appartient a une circonférence I'. Or il résulte de l'’exemple
particulier qui vient d’étre étudié qu'il suffit de supposer que tous les
zéros de f(2) se réunissent en un point b de la frontiére de K, pour que

n 2z

les zéros de [f(z)dz soient partout denses sur la circonfénce /' corres-
a

pondante lorsque m—oco. En particulier le point P est donc un point

2
d’accumulation des zéros de l'intégrale [f(z)dz.

Le domaine R(K,a) étant étoilé par rapport au point a on voit, en
remplacant b par un point du segment ab que tout point intérieur de
2

R(K,a) est aussi un point d’accumulation des zéros de l'intégrale | f(z)dz.

Etudions quelques cas particuliers importants:

1°. Supposons que le domaine convexe K se réduise d un segment de
droite. Dans ce cas, le plus simple est de reprendre directement la démon-
stration du théoréme en supposant que a=0 et que le segment en que-
stion est le segment S:y=0, —b < x S c(b -0, c ~0).

Soit @ l'angle que fait le vecteur OP, ou P est le pied de la perpen-
diculaire abaissée de O sur la droite D, avec l'axe ox.

Si p. ex. 0<<@ < x/2, il est clair que la droite D n'empiéte pas sur
le segment S tant que 'u|/2cos@ >c. Or 'égalité r = 2c cos® représente
en coordonnées polaires la circonférence de centre au point x==c, y =0
et de rayon c. Un raisonnement analogue, ou ¢ est remplacé par b, s’ap-
plique lorsque 7/2 << @ <<z, On obtient ainsi 1’énoncé suivant %):

Ia. Si tous les zéros du polynome f(z) sont situés sur le segment bc,

z

contenant un point a, tous les zéros de [ f(z)dz sont contenus dans deux
a

cercles dont les centres sont b, c, et les rayons b—al et jc—a, respecti-
vement (ces deux cercles se touchent au point a). L’exemple f(2)=(1 - 2)",
=0, b=1, ¢c=0 montre que cet énoncé ne saurait étre, en général,
amélioré.
On peut rapprocher ce résultat de celui J. L. Walsh (|10], p. 73-75):
»S1 tous les zéros de f(z), de degré n, sont réels et non positifs, et si
a0, alors

| f(2)dz

a

%) Dans cet énoncé il s'agit de segments et de cercles fermés.
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ne peut avoir d’autres zéros que a ni dans l'angle jargz|<<2ax/(n+1), ni
dans le cercle |z| << a. Sauf dans le cas ou f(z) = Az" (A constant), aucun
zéro de l'intégrale, autre que a, ne se trouve sur la circonférence |z|=a.
Ce dernier exemple montre aussi que le nombre 2 z/(n +1) ne saurait étre
remplacé par un nombre plus grand’.

2°. Supposons, en second lieu, que K est le cercle |z—a| < R; on
obtient de suite le résultat suivant:

Ib. Si tous les zéros du polynome f(z) de degré m sont contenus dans
le cercle 2—al| - R, tous les zéros de

z

| f(2)dz

sont contenus dans le cercle z—a| <" 2R. L’exemple de la fonction f(z)=(1+2)",
ou R=1, a=0 et n est impair, montre que dans cet énoncé le nombre 2
ne peut étre remplacé par un nombre plus petit. Cependant, lorsque n est
pair, tous les zéros de lintégrale sont contenus dans le cercle |z—a|<C
<< 2R-cosm/2(n +1) et cette limite est atteinte lorsque f(z)=(z+ 1),
R=1, a==0.

Il ne reste a établir que la derniére partie de 1'énoncé. Dans ce but,
nous nous servirons du ,théoréme de composition” di 4 G. Szegé ([8],
cf. aussi [3], |5] p. 48, |?]):

»Si _ f(z)za..+"'+{:)akz”%--+anz”,
n
g(@=by, + - +( k)bkz"+---+bnz",
h(2) =@, by + -+ [ faxbez + - + @bz,

si tous les zéros de f(z) sont contenus dans un domaine circulaire K ) et
les zéros de g(z) sont 2,32, ..., 2, alors chaque zéro de h(z) est de la
forme —az;, ol a est un point de K.

Nous supposons que dans le cas actuel a=0, R=1, et que K est le
cercle |z - 1; les zéros z,,..,2, sont, d’aprés la démonstration du théo-
réeme I, de la forme w; —1, ol ws(s=1,...,n) sont les racines (n -+ 1)-iémes
de l'unité, autres que 1. Il est clair que, lorsque n est pair, le plus grand
module des nombres w;—1 est égal & 2cosa;2(n+1), la proposition en
résulte immeédiatement.

') Un domaine circulaire est soit l'intérieur, soit l'extérieur d’'un cercle, soit un
demi-plan. Il s’agit toujours de domaines fermés.
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Je vais maintenant généraliser 1'énoncé Ib au cas de l'intégration
itérée. On a la proposition suivante:

II. Si tous les zéros du polynome P(z) sont contenus dans le cercle
|z—a| <" R, tous les zéros du polynome
z 3 2
F(2)= ’ dz | dz--- | P(2)dz (p signes d’intégration)
sont contenus dans le cercle |z—a| - (p+1)R. Lexemple P(z)=1+ 2,
a=0, R=1, ou (p+1)! F(2)=2""4(p+1)2*, montre que le nombre
(p +1) R ne peut étre remplacé par un nombre plus petit.

Démonstration. On peut encore supposer que a =0 et R==1.

si |
P(z)=a0+"'+!’:)ak2k"‘.""+an2",
on aura
(n+1)---(n+p)z-f'F(z)=("+”';,("+p)ao+
g (PN AED -t p) g
L +(k}(k+1) Ty e 1ol

Le dernier polynome résulte de la composition de P(z) et du polynome:
(1) 9(2)‘—( ;-p}+ +(n+p’z"+ -+ 27,

il suffira donc d’établir que tous les zéros de g(z) sont contenus dans le
cercle |2| <p+1. Or, on peut écrire

(2) 2°g(x)=(1+2)" "—1—(n+p)z—---—(n:p)z"—--- {;i’;} 2P

et il résulte du théoréeme de Rouché qu'il suffira d'établir que pour
z|=p+1on a

(3) }1+.+(n"t ) 2+ .- +( +I;)zp~l _._pn p,
Nous profiterons maintenant de l'inégalité:
(d)iine Jaiing - +("+p)x'*+ +("+’1’) -.(:+f;(1+x)p_
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valable pour tout x positif, et qui résulte des inégalités

(n-;;p) (::;13 (Pk‘l (k =1,2, 4 p—1),

faciles a vérifier. L’inégalité (4) montre que l'inégalité (3) sera assurée
pour |zl =p+1 pourvu que l'on ait

o n + p —1 —(
(5) f"(n,p)—(.p_ll(p+2)” pri < 1.
05

Lt ) O T il il ~

w(m,p  pn+2) . ROl
il suffira donc d’étudier le probleme pour les petites valeurs de n. Or
pour n =1 on a, d’apres l'’équation (1) g(z)=(p:1i + 2, donc l'unique
zéro de g(z) est égal 4 —(p+1). Lorsque n=2 on a
_(pt 2) (p+1)

9(2) 7 3 fp #=2) 222,

les zéros de ¢(z) sont imaginaires conjugués et leur module est égal i

V/Q'+ 2) (p+1)_

5 pt+1

lorsque p 1. Enfin, lorsque n =3, l'inégalité (5) peut s’écrire

P
(H— -l—-)(1+ 3)(1+ 2) “24,
P p P
On la vérifie directement pour p=2. En profitant du fait, bien connu,

que (1+2/p)? croit avec p et que, par suite, (1+ 2 p)<—e®-<-9, on voit
que pour p > 3 il suffit d'établir que

31+ ) {1+ 3) 8,
P p
ce qu'on vérifie immeédiatement.

§ 3. G. Szego a établi |8 la proposition suivante:

»Si le polynome P(2)=a, + ::- 4+ a, 2" ne s’annule pas dans le cercle
|z| << R, le polynome Q(z)=a, + *- + @s—1 2"~ ! ne s’annule pas dans le
cercle |z|<<R/2 si n est pair, et dans le cercle |[z|<<R/2:-cosm 2n sin
est impair, ces limites étant atteintes lorsque P (2)==(1+2)"".
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Je me propose d’étendre partiellement cette proposition au cas ou l'on
supprime les p derniers termes du polynome P(z). On obtient la propo-
sition suivante:

1. Si le polynome P(2) =a, + -+ + a, 2" ne sannule pas dans le cercle
|zl << R, le polynome Q(z)=a,+ -+ an p2"7* (p<=mn) ne sannule pas

dans le cercle
R

— p Rt l -
Cette limite est atteinte, lorsque P(2)=(1+2)", p=n—1, Q(2)=1+ %z,

Démonstration. Si 'on écrit P(z) sous la forme

P(z)=a,+ -+ ! :\’akzk + .o ta 2t
on aura

3 B k ny n-p
Q(2)=a, + +(ﬂk)akz+ +(p’anpz !
Le polynome Q (2) résulte de la composition de P(z) et du polynome
L ylileiny. P e adun .-,'")-»n r—
R(z)=1+ (k)z. .(p.,
=(1+Z)"—z"—nz’!—‘_..._( w0 'zu—pll.
p—1

Puisque tous les zéros de P(2) se trouvent dans le domaine circulaire
|z| > R, il suffit, d’aprés le théoréme de composition de Szegd, men-
tionné dans la démonstration du théoréeme Ib, de montrer que tous les
zéros de R(z) ont leur module > 1/(p+1), ou que tous les zéros du poly-
nome
apfl)— n
2z JR(. Z)—- 142y'—1 nzﬂ—----—l.p__llz” :

sont contenus dans le cercle |z| < p-+1. Or le dernier polynome est iden-
tique au polynome g(z) de la formule (2) du § 2, a cela prés que (n+ p)
est remplacé actuellement par n. Or nous avons vu que pour tout n -1
et p > 2 le polynome g(z) du § 2 a tous ses zéros contenus dans le cercle
z| < p+1; actuellement n >p +1, la conclusion précédente s’applique
donc encore, et ceci achéve la démonstration.

§ 4. Nous allons nous occuper maintenant des relations entre la distri-
bution des zéros du polynome donné f(z) =a, + :** + a, 2" et du polynome
g (2)=lay| + -+ + |aa| 2".
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Supposons d'abord que m = 2. On a la proposition suivante:

IV. Si tous les zéros du polynome f(2)-—=a,+a,z+a,2? ont leurs modules
plus grands (plus petits) que R, il en est de méme de tous les zéros du po-
lynome g (2) =la,| + la, 2+ '@, 2%

Démonstration. En effectuant au besoin une inversion on peut se bor-
ner au cas ou tous les zéros de f(z) sont a l'extérieur du cercle |z| << R,
on peut aussi supposer que R=1. Nous allons utiliser un cas particulier
d’une régle due 4 A. Cohn (]2], cf. aussi |3], |5]|). dont voici 1'énoncé:
Wi f(z2)=a,+a,z+-+a,2" etsi la,/ = la.|, le polynome f(2) a autant de
zéros a I'intérieur du cercle |z <<1 que le polynome f,(z) = a, f(2) — an f*(2),
ou les barres désignent des nombres conjugués et ou f*(z)=a, + @n—y12+
+ -+ 4+ a, 2" '+ a,2"". Dans le cas actuel on suppose que tous les zéros
de f(z)=a,+a,z+a,z* sont a l'extérieur du cercle |z/<<1, on a donc
bien la, - a.| et le polynome f,(z)=a,*—|a,*+ (a,a,—a,a.)z ne s’an-
nulant pas a l'intérieur du cercle 2| <1, on a l'inégalité

|2 i & !
a, 'y | a,a,—a,a,;.

Or a,a,—a,a, - a, 'a,,—a, |a,, donc, en reprenant les considérations
précédentes avec le polynome g¢(z) = a,| + @, z+ a,|2% on constate qu'il
ne s'annule pas a l'intérieur du cercle |z|-<1. En introduisant une nouvelle
variable w a l'aide de la transformation z=qw (q constant, 1<<q <1+ ¢),
on constate d'ailleurs que g(z) ne s’annule pas méme sur la circonférence
|z| =1,

Voici maintenant une autre démonstration, tout a fait élémentaire, de
I’énoncé IV, valable dans le cas ou les coefficients a,, a,, a,, sont réels.
On peut évidemment supposer que a, > 0. Puisque tous les zéros de f(2)
sont a l'extérieur du cercle |z|<_1, on a a,>>la,|, et il s'ensuit qu’au
moins un zéro de g(2) est situé a l'extérieur du cercle jz'-<1. Si les
zéros x, et x, de g(2) sont imaginaires conjugués, la proposition est donc
évidente. Si les zéros x, et x, sont réels, il en est de méme des zéros

2, et 2, de f(2), car a,"—4a,a, > !a,'*—4a,/a, > 0. Supposons que 1'é-
noncé IV ne soit pas exact, il est clair qu'un zéro x, de ¢g(z) doit etre
situé dans l’intervalle (— co, —1) et l'autre dans l'intervalle (—1,0) et

que l'on a, par suite (a, —0)
(*) g(—1)=a,—la,|+|a, <0,

Supposons, en premier lieu, que a, - 0, a, =0 (on peut évidemment sup-
poser que a, # 0). Les zéros z, et z, de f(z) appartiennent évidemment
4 lintervalle (— oo, —1) on a donc f(—1)=a,— a, +a. =0, or ceci con-
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tredit a l'inégalité (x). Le cas ou a,+ 0, a, >0 se rameéne au précédent
par la substitution z=—w.

Supposons maintenant que a, 0, a,<<0; lintervalle (—oo, —1)
contient évidemment un zéro de f(z), et un seul, on a donc encore
f(—1)=a,—a,+a,>>0. Or I'inégalité (») s’écrit maintenant a,—a,—a, - 0,
on aurait donc a, <~ + a,, en contradiction avec I'hypothese. Enfin, le
cas ou a, 0, a, — 0 se ramene au précédent par la substitution z=  w.

Occupons nous maintenant du cas d’'un polynome du 3¢ degré
f(2)=a,+a,z+a,2®+ 2% et supposons que tous ses zéros, soit z,, z,, 2,
soient contenus dans le domaine |z| =1. En appliquant la régle de Cohn
qui vient d'étre citée, on voit que tous les zéros du polynome

fl (2) = &nf(z)_f.(z) - 'au|2 S it (al E’U_ ae)z i (a‘.’ a()—al)22

ont aussi leurs modules supérieurs 4 1, on a donc a.a,—a,|<<!a,*—1
et, a fortiori,

(6) anl Iaz — e a,i — 1.

En posant, pour abréger, 'a; =b; (i=10,1,2) supposons que le poly-
nome ¢ (z) =b,+ b, 2+ b, 2"+ z* posséde un zéro complexe e'® de module
un. On a donc

b,+ b,cos@ +b,cos26 + cos3E@ =0,

b,sin@® + b,sin 26 4- sin36 = 0.

En posant maintenant cos® =1 et en divisant la seconde des équations
qui viennent d’étre écrites par sin® (c’est possible, car, en vertu de I'hy-
pothese, @ # 0 et @ # =), on obtient les équations

by+ bt +b, (2t —1)+ 42 —3t=0,
b, +2b,t+ 4t —1=0.

En multipliant la seconde de ces équations par t et en retranchant le
résultat de la premiére, il vient b,—b,—2t=0; en éliminant t on
obtient alors le résultat:

b, — bybs + b2 — 1 =0,

qui est clairement en contradiction avec I'inégalité (6). Il est donc démontré
que le polynome g(z) ne peut avoir de zéros complexes de module 1.
Supposons maintenant qu'il possede un zéro complexe de module q <1,
alors le polynome g(qz) posséderait un zéro complexe de module 1, tandis
que le polynome f(qz2) posséderait des zéros z,/q, 2./q, z5/q, tous de mo-
dules supérieurs a 1, en contradiction avec le résultat précédent.
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Cependant, le résultat qui vient d’étre obtenu ne sapplique pas auds
zéros réels. Considérons, en effet, le polynome particulier

f(2=2—bz+1+4b, b=0.

Tous les zéros de f(z) sont contenus dans le domaine |z = 1. En effet,
si f(z)=0, on a |z(2* - b)|=14-b; si |z|< 1, ce n'est possible que lorsque
z = —+ i, or ces nombres n'annulent pas f(z), par contre, g(2)=2"'+bz-+1+b
possede le zéro z= — 1. Nous avons en définitive 1'énoncé suivant:

V. Si tous les zéros du polynome f(z)=a,+a,z+a,z2%+a,2* ont leurs
modules plus grands (plus petits) que R, il en est de méme des zéros
complexes de g(z) = la,| + 'a, 2+ |a.' 2>+ a,| 2". Ce résultat ne s'étend pas,
en général, aux zéros réels de g(z).

Remarques. 1. Cependant, si tous les zéros de f(z) (de 3" degré)
ont le méme module R, tous les zéros de g(z) ont aussi le module R.
Cela résulte immédiatement de 1'énoncé IV et du théoréme suivant, dG
4 A. Cohn [2|: ,Pour que tous les zéros de g(z) =a,+ --- + a, 2" soient
de module 1, il faut et il suffit que l'on ait an==ua,, ar—1=ua,,...,a,=uan,,
avec u =1, et que tous les zéros de g'(z) soient situés dans le cercle
z 153

2. L’exemple du polynome f(z)=2"—b2’+1+b, ou b =0, montre
que dans le cas du polynome de sixiéme degré une proposition analogue a l’é-
noncé V n'est plus exacte; en effet, f(z) a tous ses zéros dans le domaine
|z| =~ 1, tandis que g(z) = 2*+ bz’ +1+4b possede les zéros + i. Le cas des
polynomes des quatriéme et cinquiéme degrés reste a étudier. Il ne sera
peut-étre pas superflu de rappeler ici un résultat de A. Ostrowski [6]:
si les coefficients des mémes puissances de z des deux polynomes P(2)
et Q(z), de degré n, ont les mémes modules et si les zéros de P(z) et

de Q(z2), rangés dans l'ordre de croissance des modules, sont &,...,&x et
Yy, .-, Yn respectivement, on a

@2V 2km —k+1).

Rk

§ 5. Jai établi autrefois (|1], p. 630-633) la proposition suivante:
Si un polynome f(z) de degré n prend, dans un cercle de rayon R, exacte-
ment p fois la valeur qu'il a au centre du cercle, il est p-valent (c’est-d-dire
prend toute valeur p fois au plus) dans le cercle concentrique de rayon

iR §
(p+1)!(n+1—p)’
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Je me propose d'améliorer un peu ce résultat, en faisant voir que,
si p ~ 1, on peut remplacer dans cet énoncé le nombre

;¢ S R(p—1)! ,
P+ n+1—p) P p+1)(p+2--(2p 1) (2n 2p+1)

')..

Dans la démonstration on peut supposer qu'il s’agit du cercle |z| "1 et
que f(0)=0. Si f(z2)=a,2’+ :-- + a»2" (@ - 1), le polynome ¢(2)=a,+
+ -+ +a,2"" 7 a exactement (p—q) zéros dans le cercle z/ <<1, le poly-
nome 2" 7¢(l'2)=an+an—12+ --- + a,2" Y posséde exactement (n — p)
zéros dans le cercle [z|<<1. On a donc z" Yp(l/z)=P(2) Q(z), ou P(2)
est un polynome de degré (n —p) dont tous les zéros appartiennent au
cercle z|<<1 et @(z) un polynome de degré (p—q) dont les zéros ont
leur module - 1. Supposons que l'équation P (z)Q (z)+ bz" =0 possede,
quel que soit b et quel que soit le polynome @ (z) de degré (p - q), au
moins (n —p) racines qui ne dépassent pas en module K; on en conclut
que l'équation aux inverses f(z) +b =0 posséde au moins (n— p) racines
de module 1/K et, par suite, au plus p zéros de module 1 K, c'est-
-a-dire que f(2) est p-valente dans le cercle 2| <<1/K. Il est visible que
I'on peut se borner au cas ou q=1, car ce cas est le plus général.
a étant un point quelconque du plan et z décrivant une circonférence
|z| = R dans le sens direct (z=re'®), étudions le maximum de I’expres-
Qar%gz;——_az‘ On peut évidemment supposer que a = 0. Or, on trouve
sans peine que

darg(z—a) _R 0lgiz—a[*  R(R—acos®)
06 5 or " R*+a*—2aRcos@®’

Lorsque a << R, cette expression atteint son maximum pour cos® = +1,
ce maximum est égal & R/(R—a); lorsque a > R, le maximum est atteint

pour cos @ = —1 et il est égal a R/(R+a), quantité qui ne dépasse pas 1'2.
L’équation étudiée peut s’écrire
P(2) Q(2) i
o +b=0,

) Les nombres des zéros des polynomes f{z)-—c sont toujours comptés avec
leurs ordres de multiplicité. Dans le cas ou p=1, la limitation R/n est exacte, dans
le cas ou p=n—1 on a une limitation exacte de G. Szego (8], a savoir R'2 si n
est impair et (R/2) cos n/2n lorsque n est pair. Dans le cas général, la limite exacte
ne saurait étre supérieure & pR'n (cf. [1] p. 627-628).
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Supposons que s zéros de Q (z) soient moindres ou égaux en module a4 un
nombre R* (R* > 1) et que les (p—1—s) zéros restants aient leurs mo-
dules -~ R. D’aprés ce qui précéde, si 'z|= R>>R" on aura

darg ([P(2) Q(z)] (n—p)R . sR +p——-1—s__

9 FOr | B o WRA=Ton R R 2

Si R est tel que la derniere expression est négative et si z décrit la cir-
conférence z ==R dans le sens direct, I’expression P(z)Q(z)2z"" contourne,
en vertu de (5) et puisque P(2)Q(2) & (n—p-s) zéros dans le cercle
|z << R, un point — b quelconque au plus (p —s) fois dans le sens négatif;

| P2) Q(2)
i

il en résulte que l'’équation P(2) Q(z)+ bz" o —(=b)|=0

posséde au moins (n —-p--s) zéros dans le cercle |z/ ~ R. Ainsi donc, si
pour la valeur considérée de R=R" on a
(n—pR SR —1—s

P &= S
R—1+R R"+ 5 n- 0,

(6)
le nombre 1 R résout le probléeme posé au début. Supposons d'abord que
s =0, c'est-a-dire que tous les zéros de @Q(z) aient leur module >R,

I'inégalité (6) fournit dans ce cas la valeur

2n—p+l
p+l

Ainsi done, si Q(2) n’a pas de zéros qui ne dépassent pas R en module,
ce nombre fournit la limite K cherchée. Dans cet énoncé on peut évi-
demment remplacer R, par R,=2n-—-2p+1, car R,>R,. En écartant
désormais ce cas, désignons par 7, T, .., Tp—1 les modules des zéros de
Q(2), rangés de maniére que 7, 1, -+ < Tp_p - Tp_j, et posons pour
abréger r..1ri=k. (s=1,.., p—2). D'aprés ce qui précéde, on peut
p+ 1

—1
pour l=1,.., p—2; on posera dans (6) s=p—1, R* =7,y et R=
=(2p—1)7p_1, et il viendra

=R R, 2Dl .
R=1 . 2

R=R,=

admettre que r, - R. Supposons, en premier lieu, que l'on ait k;

0,

inégalité vérifiée pourvu que R +~2n—2p—1=R,. La limite cherchee
est donc égale a max |[(2p— 1)rp—1, R,|. Or r, ~ R,, on a donc
=1

(7 (29— 1) Fp iRy ”f:+

R
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et il est clair que le second membre de l'inégalité (7) fournit la limite
cherchée.
Supposons maintenant que k;

k. SnR LS

pii pour l=1,..,s— 1, mais que

(ou bien que k, = ﬁii) et posons dans l'inégalité (6) R* =r,

et R=R;= zi—z rs; elle pourra s'’écrire
i TN e
Rs —1 2y 2
et sera donc remplie pour\;u que R;>2n —2p+1=R,. S'il en est ainsi,

le nombre R, et, a fortiori, le nombre plus grand

. k=

fournit la limite cherchée.

£1]

Si R, R,,on aa fortiori . = R,. Supposons d'abord que k; p- ¥
pour l=s+1,..., (p —2). On pourra reprendre les raisonnements qui ont
conduit a l'inégalité (7) et on aboutit a la limite

p—1
® =
L g v p+1

Supposons, en second lieu, que 1'on alt k: = -—.l pour l=s+1,..,5,—1,

mais k., = sl ] avec s+1<<s, <~ p—2 (ou bien que ks 1 >E+s+ll

P—s, prrs—iC
On reprendra les raisonnements qui ont conduit a 'expression (8), en y
remplacant s par s,; on obtient ainsi la limite

(10) R, ]] o

P+ s
DS
raisonnements qui ont conduit a l'expression (9), lesquels fourniront la
limite

valable si Rs;, = rs, >2n —2p +1=R,. Si R;, R, on poursuivra les

p—2

(11) Rllp+l
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+ 1

ou bien conduirons a l'introduction d'un nombre s, tel que k; Z ' 1
_L_ 28 . . . =

pour l=s, +1,...,8 —1, mais k,-,’*-p " S ..., €t ainsi de suite. Toutes les

3
limites (8), (9), (10), (11), ainsi obtenues sont moindres que la limite (7),

cette derniére est donc générale et fournit celle de 1'énoncé du théoréme.
Pour constanter que cette limitation est meilleure que celle précédem-
ment obtenue, il faut établir l'inégalité

+1 1

) (p+1!(n+1—0p)

p—-1
(12) (2n~—2p+1)l[§
{eex]

On voit sans peine qu'il suffit de montrer que

o 4P FD 2P 1)
2 @+ 1!

Or wp.1/wp- 1 et wy<=1, donc wp<=1 pour tout p 5. La formule de
Stirling montre d’ailleurs que le premier membre de (12) est é_gal
asymptotiquement, pour les grandes valeurs de p, 4 (2n —2p+ })4° '}V np,
quantité notablement plus petite que le second membre de (12).
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Streszczenie

W pracy tej dowodze twierdzen nastepujacych:

1. Jezeli wszystkie miejsca zerowe wielomianu f(2) znajdujg sie
w obszarze wypukiym i cgraniczonym K, za$ a jest punktem K, to wszyst-
kie _miejsca zerowe wielomianu

z
M | §(z)dz2
znajdujg sie w obszarze R (K,a) zawierajgcym K i ograniczonym prze-
ksztalcong przez jednokiadno$¢ spodkowa wzgledem punktu a brzegu K,
przy czym srodek jednokladnoSci jest w punkcie a a jej stosunek jest
rowny 2.

W szczegodlnosci zachodzg twierdzenia nastepujace:

Ia. Jezeli wszystkie miejsca zerowe wielomianu f(z) znajduja sie na
odcinku bc, zawierajgcym punkt a, to wszystkie miejsca zerowe catki (1)
znajdujg sie wewnatrz lub na brzegu kot o srodkach bic i o promieniach
b—al i ¢c—a odpowiednio. 1

Ib. Jezeli wszystkie miejsca zerowe wielomianu f(z) znajdujg sie
w kole z-—a R, to wszystkie miejsca zerowe calki (1) znajdujg sie
w kole |z —a 2R gdy stopien wielomianu f(z) jest nieparzysty, i w kole
lz—al~ 2Rcosa/'2(n-+1) gdy stopien ten jest parzysty. Otrzymane pro-
mienie nie moga by¢ zmniejszone.

II. Jezeli wszystkie miejsca zerowe wielomianu f(z) s zawarte w kole
z—a R, to wszystkie miejsca zerowe wielomianu

z z

P4 z
F(2)= | dz | dz:+- | dz | P(2)dz (p catkowan)

a a

znajduja sie w kole z—a (p-+ 1)R. Liczba p +1 nie moze by¢
zmniejszona.

III. Jezeli wielomian P(z)==a, + :-- + a, 2" nie ma miejsc zerowych
w kole z << R, to wielomian Q(2)=a, + - + ax p2" % nie ma miejsc
zerowych w kole |z| << R/(p +1). Liczba 1/(p +1) nie moze by¢ zwiekszona.

IV—V. Jezeli wszystkie miejsca zerowe wielomianu a,+a, z+a,2*+a42°
znajduja sie wewnatrz (na zewnatrz) kola |2 << R, to réwniez miejsca ze-
rowe zespolone wielomianu |a,|+ |a,|z+|a,|2*+|a, 2* znajdujg sie we-
wnatrz (na zewnatrz) wspomnianego kota. Jezeli ay; =0, to twierdzenie
to ma miejsce i w stosunku do miejsc zerowych rzeczywistych wielomianu
la, +layiz + e, 2%
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VI. Jezeli wielomian f(z) stopnia n przybiera w kole |z—a|<<R
dokladnie p razy wartosé f(a) (p=>1), to jest on p-listny (tj. przybiera
kazda wartos¢ co najwyzej p razy) w kole

(p—1)!R
p+D(P+2)-2p—1)(2n—2p+1)°

PeswmMme

B 3ToM TpyAe AoKa3aHbI CJHEAYIOLUME TEOPEMBI:

I. Ecsau Bce HyJieBble MecTa MHoOrouJeHa f(z) HaxomsaTcA B BbINYKJION
¥ orpaHuyeHHoi obsact K, a Touka a Jsexur B K, To BCe HYyJeBble
MecTa MHOro4JeHa

(1) | f(z)dz

HaxopATcA B obaactu R (K, a), comepixameit K u orpaHM4YeHHO! JIMHUEH,
npeobpa3oBaHHONI 4Yepec noAobyue U3 Noa3pbl OTHOCUTENILHO IIOJIIOCA @ I'pa-
Huubl K, npuyém neHTp nojgobHoro npeobpa3oBaHuA HaXOAUTCA B TOYKE a,
a Ko3dpuumeHT nogobusa paBeH 2.

B 4acTHOCTM MMEIOT MEeCTO CJIeAYyIOLME TEOpPEMBI:

la. Ecau Bce HyJleBble MecTa MHOrouseHa f(z) HaxXxoAATcA Ha OTpe3Ke
bc, conmepxaleM TOYKY @, TO BCe HyJeBble MecTa uHTerpasa (1) Haxo-
AATCA BHYTPM, MJIM Ha OrpaHM4aHMM KPYroB C LIEHTpaMM b u ¢ u ¢ pa-
ANYCaMM COOTBETCTBEHHO |b—a| u [c—a.

Ib. Ecam Bce HyneBble MecTa MHorowileHa f(z) HaxoaATcA B Kpyre
|z—a| < R, To Bce HyJeBble Mecra wuHTerpasia (1) HaxoasTca B Kpyre
|z—a| < 2R, xoraa MHoroulen f(z) He4éTHOI CTenmeHM, M B Kpyre
lz—a| <" 2Rcosn/2(n+1), Koraa oH cTeneHu uéTHOM. IlonyueHHble pa-
AMyChbl HE MOTYT ObITb YMEHBLIEHHBI.

II. Ecau Bce HyJieBble MecTa MHOro4jeHa f(z) 3aKJIOYEeHbl B Kpyre
|z—a| <R, To BCe HyneBble MecTa MHOro4YJIeHa

2 P4 2

F4
F(z)= | dz I dz .- | dz.I f(z)dz (p mMHTerpmupoBaHMit)

a a

HaxoasaTca B Kpyre |[z—a| < (p+1)R. Ymucno (p+1) He MoxKeT GbIThb
YMEHBLLEHO.
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III. Ecau mHorouneH P (z)=a,+ '+ + a,2" He MMeeT HyJeBbIX MeCT
B Kpyre |z| << R, To MHoroujeH

Q(2)= a, + -+ Qn—p Z3w/]

He uMeeT HyJeBbIXx MecT B Kpyre |z| <<R/(p+1). Yucao 1/(p+1) He mo-
)KeT ByTb yBeJIMYeHO.

IV—V. Ecau Bce HyJeBble MeCTa MHOrowileHa @, a,z+ a,2?+ ag42°
HaXOAATCA BHYTPM (BHe) Kpyra |z| << R, TO TOXe M KOMNJEKCHBIE HYJEBBIC
MeCTa MHorowieHa a,|-+|a,|z+|a,|2®+ |ag|2® naxomarca BHYTpHM (BHE)
ynoMaHyToro kpyra. Ecau a;=0, To 3Ta TeopemMa uMeeT MeCTO M IIO
OTHOILEHMIO K [AeMCTBUTEJbHBIM HYJEeBbIM MeCTaM MHOrodjeHa |a,| +
+lay|z+[a,| 2%

VI. Ecayu MHorouieH n-oit crenens f(2) npuHumaer B Kpyre |z—a|<<R
TOYHO p pa3 3HadeHue f(a) (p=1), To OH P-IUCTHBINA (TO-eCTh NMPUHMU-
MaeT BCAKOe 3HayeHMe camoe GOiblee p pas) B Kpyre

i (p—D!'R
T (p+1) (p+2)-@p—1) (2n—2p+1)°

|2—a|



