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1. Il existe deux formules qui donnent les solutions des systémes
d’équations différentielles linéaires homogenes a coefficients constants (voir
par exemple Goursat |3|, n” 420, p. 505 et n' 421, p. 509-—510 ou bien
Kamke [5], n 97,p. 179—181 et n 98, p. 182—183). L’une présente des
avantages dans les applications, l'autre peut étre déduite d’'une maniere
plus heuristique. D’une formule a l'autre on peut passer d'une maniere
facile moyennant certaines transformations algebriques. Bien que cette
méthode soit plus simple que la démonstration indepéndante de ces deux
formules, a ma connaissance elle n’a été employée que pour des systémes
d’équations dont les matrices des coefficients ont des valeurs propres
simples (voir Collar, Duncan, Frazer [2|, exemple des pages
207 — 208).

En employant les résultats de mon travail antérieur (Tatarkiewicz {12],
qui sera cité dans la suite comme ,,OG‘) et en employant les mémes
notations, nous obtenons a l'aide de cette méthode les solutions comple-
xes dans le cas général (§ 3). En passant nous obtenons un résultat plus
fort que ceux qui etaient connus jusqu'ici. Pour mieux expliquer les raison-
nements j’applique cette méthode au § 2 au cas particulier, bien connu,
ou la matrice des coefficients a des valeurs propres simples.

Enfin j'applique cette méthode aux solutions réelles au cas ou la ma-
trice des coefficients a des valeurs propres complexes (§ 5). Cela me
permet d'obtenir des formules explicites, jusqu'ici inconnues.

La méthode de Collar, Duncan, Frazer [2| mentionnée ci-dessus
est un cas particulier d’'une méthode plus générale (Collar, Duncan,
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Frazer |2], p. 167—168; elle fut complétée par Lewis |T]) et qui
s’applique a des systéemes d’équations linéaires pas nécessairement du
premier ordre. Mais comme on ne fait pas dans cette méthode I’emploi
de diviseurs élémentaires des matrices, elle ne peut pas donner des for-
mules explicites des solutions, ce qui conduit nécessairement a des calculs
numériques pénibles; les auteurs avouent cela eux-mémes.

La méthode de Snapper [10]| encore plus générale, conduit a des
calculs encore plus pénibles et ne donne pas des formules explicites
pour les solutions réelles.

2. Soit det |A! # 0. Supposons que les valeurs propres A,,...,4; de A
soient simples, ou bien admettons I’hypothese plus faible que le diviseurs
élémentaires de A sont linéaires. Considérons l'équation (systéme diffé-
rentiel linéaire homogéne):

(2,1) x =
Il est facile de voir que la transformation
2) y— (A% x

(2,
(ou C(A*) est la matrice propre de A*—voir OG = 1,1 et 1,2) appliquée
a (2,1) nous donne l’équation diagonale

(2,3) g=K* Ay
ou K(A)=diag(4,,...4,) = A*(A)= K*(A*).

L’équation (2,3) a comme un des systémes fondamentaux

(2,4) Vi—= I(Sjkel'l't ll/.kl'
D’ou en appliquant la transformation réciproque a (2,2) on voit que
(2,5) X=0C*"14"Y

est un systéme fondamental de (2,1) (voir Kamke |5|, p. 181, 0u Goursat
[3], p. 510). En employant la formule OG (1,62) (OG-Corollaire I ou Co-
rollaire II) on obtient

(2,6) X=C(A).Y

(voir Kamke [5], p. 182 ou Goursat |3, p. 505). Une méthode pareille
de démostration a été employée par Collar, Duncan, Frazer |2|,
dans un exemple (p. 207 — 208).

La formule (2,6) présente des avantages dans les applications: elle
n'exige pas (comme la formule (2,5) le calcul d’'une matrice réciproque.
Elle peut étre déduite d’'une autre maniére. La transformation

y=0C'1(A4)x
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(dont les coefficients soit plus difficiles a calculer que ceux de la trans-
formation (2,2)) appliquée a (2,1), conduit a I'équation

1] —K(A)y.
Son systéme fondamental est donné aussi par (2,4), d’ou l'on obtient
de nouveau (2,6).

3. Soit A une matrice carrée quelconque, telle que det A # 0. Sup-
posons qu'elle ait comme diviseurs élémentaires ordonnés selon une loi
fixe

(A—s,)*, ey (A — 8/)Fr
ou s; peuvent étre complexes.

Considérons 1'équation

(3,1) x=Ax.
La transformation
y=Ci(A")x
(voir O G —(2,22)) appliquée a (3,1) nous donne 1'équation canonique
(3,2) y=Kj(A)y.

En partant des 1,k,+ 1,...,n—k; + 1 — iémes équations, le systeme
(3,2) se laisse résoudre élémentairement. Il a comme systéme fondamental

Y = Diag (Y, ..., Y*7),

ou
~ tm
(3,3) Yk)=esit N1 S Yk
J &, i) ™
m=-0

Un des systémes fondamentaux de (3,2) sera donné par la formule
X=C%1(A4%- Y.
Vu les formules OG —(3,71), OG — (0,24) et OG — (0,25), on a
(3,4) X=C;(A)-F-Y.
Mais
F- Y= Diag(V™%),..., V*7). Diag (Y{*, ..., Y*r) =
== Diag (VI®). Yi&), .., Vi), Yikr),

Remarquons que

(3,9)

ki k;—1
) /
. t’” tl’l
V. Yik) — YUkl st \ Vit — e/t V Vi), Yk
/ 25 mtt m e ! —

m =0 m=—0
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De la formule OG —(0,21) il s’ensuit que
l'}—-‘

am
k). Vi) — osit N1 Lo prikp) 4
Vi) Y = g5t Y = U 5 Wi
m 0 i

Posons, en plus,
W = Diag (W,, ..., W;).

Alors, vu (3,4) et (3,5, 'équation (3,1) aura comme un des systéemes
fondamentaux

(3,6) X=0C;(A)-W.

Etant donne que la matrice C(4) n’est pas déterminée univogquement,
la formule (3,6) ne détermine pas univoquement le systéme fondamental X.

Posons
k/“l t
(3,7) w,= Ny
i M M
m=()
W=Diag(W,,.... Wr)
et
(3,8) P = Diag (es' E%*, ..., e** E%r').
Alors nous purrons écrire (3,6) sous la forme
X=C/(A)- W-P.
Comme W ne dépend pas des valeurs propres s,,..,sr de A, mais
seulement des ordres k,, ..., k, de ses diviseurs élémentaires, cette derniére

formule peut étre commode dans les applications.

Jusqu’a present la formule (3,6) avait été demontrée moyennant ia mé-
thode d’Artin (voir Schreier, Sperner [9], p. 79 ou Lefschetz
|6], p. 66')) qui est moins élémentaire que la nétre (elle emploie I'opération
exp A). Enfin notre formule est plus forte, car jusqu'a present on met-
tait cette formule sous la forme: il exriste une matrice C telle que X==
=C- W forme un systétme fondamental, sans que la valeur de C soit précisé.

4. Si certaines valeurs propres de A sont complexes, alors C(A) et
Y sont complexes et le systéme fondamental X dohné par (3,6) I'est aussi.
Alors entre les 2n vecteurs contenus dans les colonnes des matrices
réelles R’X et I'X (ou R’X et I'X sont les parties réelles et imaginaires
de X respectivement) il existe.n linéairement indépendants; ils suffisent

) Lefschetz donne une formule qui differe de (3,6). On l'obtient en permu-
tant convenablement les colonnes des matrices (3.3).
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donc pour la construction d'un systéme fondamental réel de l'équation
(3,1). On peut aussi obtenir toutes les solutions réelles de (3,1) (solution
générale réelle) en considérant toutes les solutions

x=R'|C,(4)  We]|

ou ¢ est un vecteur complexe quelconque.

Dans le paragraphe suivant nous donnons une méthode directe de con-
struction des systéemes fondamentaux réels. Elle ne semble pas avoir
d’applications pratiques, le calcul de Cgr(4) (voir OG—n" 2,3, et OG—§ 4)
étant plus compliqué que celui de C;(A4). Néanmoins cette méthode conduit
a des formules explicites, qui semblent étre inconnues jusqu'a présent
et qui peuvent avoir des applications théoriques (a des problémes du type
considéré par exemple dans le travail Tatarkiewicz [11]).

5. Supposons que la matrice A (ou det|A4|=~ 0) ait comme diviseurs
élémentaires réels (ordonnés selon une loi fixe)

M—Aj)"/' i=1,..,»
pour
[(A— g,)2+ a?| 42 i=v+1,ptp
ou o) = 0
La transformation
(5,1) Y= Cp(A")x

appliquée a l'équation (3,1) donne 1'équation canonique réelle
(5,2) §=Kz(A)y

Un de ses systemes fondamentaux sera donné par exemple par la
formule

(5,3) Y= Dlag ( Y(lk‘)) 225 Y(rk’))

ou Y pour j=1,...,» sont données par la formule (3,3) et pour j=
=w»+1,..,v+pu par la formule

i )
(5,4) Yi) = e/ }: oy, V:»; (sin ojt, cos o;t).
m=0 -

La méthode la plus heuristique qui conduise aux formules (5,4) et (5,3) est la
suivante. Soit le systéme différentiel

5 =p0z,—02z
L =02 +oz.

(5,5)
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11 s’ensuit que
1 d

; dt(zf+z§) = o(} +2)

d’ou zf+ zgf - C?exp 2pt. Donc il existe une fonction g(t) telle que
z, = Cexpopt-cosep(t). 2,=Cexpot-singlt).

En substituant cette solution dans l'équation (5,5) on obtient ¢ (t) = +-oat.

En partant de ce résultat on obtient les formules (5,4) et (53) a l'aide de la
variation des constantes et de quelques transformations algébriques. On peut vérifier
d’ailleurs directement que Y donné par (5,3) est une solution de (3,1) et que det | ¥V |=

PR )
=[] det ¥*/) | =0
J=1

En appliquant la transformation inverse a (5,1) on obtient le systéeme

fondamental de 1'équation (3,1)

X=Cr'(A4%)-Y.
Des formules OG —(4,71) et OG —(0,25) il vient

(5,6) X=Cgr(A)-F-Y.
Posons
kji—1 -
W, — S = U'%/ (cos ajt, sing;t)
m-—0

pour j=—w»+1,...,v+pu et prenons pour ﬁ’/, j=1,...,» les valeurs (3,7).
Soit

eil'w, j=1,...
W, = - pour
e®j! W, j=v+1,.,v+u
et posons

W —Diag(W,, ... W, )
W= Diag(ﬁ’,,..., W, ..
Alors de méme qu’ au § 3 de (5,6) il s’ensuivra que
X=Cr(A)- W

et

X=Cr(A)-W-P
(ou P est definie par (3,8)) sont des systémes fondamentaux réels de (3,1).
Ces formules explicites ne semblent pas étre connues jusqu’a present.

6. En employant des matrices canoniques réelles autres que Kzp(A4)
on peut obtenir des équations canoniques réelles différentes de (5,2).
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Une telle équation a été donnée par exemple par Niemyckij, Stie-
panow |8], p. 203. Cette equation semble d’ailleurs étre plus simple que
la nétre (5,2). Malheureusement, son systéme fondamental n’est pas celui
donné par les auteurs (formule (5), p. 204 — 205) mais un autre qui est
plus compliqué (et plus compliqué que le systéme (5,3)).

On a étudié encore d’autres matrices réelles canoniques, voir par ex-
emple, Aitken, Turnbull |1], p. 72 ou Jacobson |4], p. 87, mais
elles ne semblent pas avoir d’applications commodes dans la théorie des
systémes d' équations différentielles linéaires a coefficients constants.
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Streszczenie

Wezmy uklad réwnan roézniczkowych liniowy, jednorodny o statych
wspolezynnikach, zapisany macierzowo jako

Xr=Ax. (1)

Jesli wszystkie wartoéci wiasne A,,...,4; nieosobliwej macierzy A s3
pojedyncze, a C(A) oznacza macierz wlasng macierzy A (to jest macierz
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ktorej kolumny s3 wektorami wlasnymi A4), to jak wiadomo, systemami
fundamentalnymi (1) bedg, miedy innymi, macierze

X=C*'(Aa"-Y (2)
oraz
X=C(A)-Y (3)
gdzie Y= |dxexpijt|i, «.

Wykorzystujac pewne twierdzenie algebraiczne (patrz moja praca Uogdl-
niona ortogonalno$¢ macierzy wlasnych, ten tom str. 27 wzor (2)) ulatwia-
jace przejscie od (2) do (3) podaje w wypadku ogélnym, latwiejszy sposéb
wyprowadzenia analogonu (3), przyczym podaje go w nieco mocniejszej,
niz zazwyczaj, postaci.

Znajduje wreszcie nie znane dotychczas wzory na systemy fundamen-
talne rzeczywiste w wypadku gdy wartosci wiasne macierzy A sg zespolone.

Pe3some.

Bo3bMéM cuctemy audcddepeHUMANBHBIX YPaBHEHUN JIMHEUHBIX, OXHO-
POAHBIX, C MOCTOAHHBIMM KoedpuLMeNnTaMy, 3aNMCAHHYI0O B MaTPUYHOM
:379: (]

r—=Ax. (1)

Ecan Bce cobcTBeHHble 3HaYeHMUA 4, ..., 4, Heocoboit MaTpuubsl A oAHO-
kpaTtHbl, @ C(A) obo3HayaeT cobGcBeHHyl0 MaTpuubl A (To-€CThb MaTpuuUy
KOTOPO# KOJIOHHbI CyThb COOBCTBEHHBIE BEKTOPbI MaTpuubl A), TO, KakK
MU3BeCTHO, PyHAAMEHTaJILHBIMM cucTeMaMy ana (1) OyayT, MeRay MpouuM,
MaTpHLbI

X=C*'(4)-Y (2)
a Takxe
X=C0CA)Y (3)
rae Y= dnexpd;t];. .

Ucnonw3ya ogHy anrebpanyeckyio Teopemy (cM. Moto pabory ,,0600uen-
HAR 0PMOZOHANBHOCTL cOfCmeennn T Mampuy”, atoT ToM cTp. 27, chopmya
(2)), obnervaromyio nepexon ot (2) k (3), A gaio B obuieM cayuae, Gonee
Jérkuit crnocob BbIBOAa aHasora ¢opmyJibl (3), MPUYEM A NPUBOXKY €ro
B HeCKOJIbKO 6oJiee CHMJIBHOM BMIAE, YeM ODBLIYHBIA.

HakoHel|, 1 HaX0Xy HeM3BECTHbIE 0 CUX IMOp popMyibl ANA AEACTBU-

TeJIbHBIX (byHAaMeUTaJbbblX CUCTEM B Cliy4ae, KOrOa COGCTBEHHble 3Ha-
YyeHUA MaTpulbl A KOMIJIEKCHBI.



