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Introduction

0,1. Désignons par A une matrice carrée. Nous appelons matrice pro-
pre de A la matrice qui transforme A4 en une matrice canonique. Nous
allons démontrer une propriété des matrices propres ayant des applications
dans la théorie des équations différentielles.

Au n° 0,2 nous expliquons la notation employée. Les raisonnements
étant assez compliqués nous traitons au §1 le cas des valeurs propres
différentes, le plus simple et ayant le plus d’applications, et le cas des divi-
Seurs élémentaires linéaires. Nous y donnons une nouvelle démonstration
du Théoréme I° (qui est d’ailleurs bien connu), son réciproque (Théoréme Ib)
et des généralisations presque immédiates (Théoréme II° et II®). Au §2
nous considérons le cas général du point de vue abstrait (et indépendem-
ment des raisonnements du §1). Ses applications aux matrices canoniques
complexes de Jordan et a un certain type de matrices canoniques rée-
lles sont étudiées aux §§3 et 4. Les résultats des §§2— 4 embrassent
comme cas particulier ceux du §1.

0.2. Les majuscules grasses désigneront les matrices, par exemple:
A= [akll(k,l) S'il y a lieu, l’ordre des matrices carrées ou le nombre des
?ignes et des colonnes des matrices rectangulaires sera indiqué par des
Indices, pas exemple: AW — A" ou B#-™,
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Nous allons introduire un certain nombre de matrices-unités supplé-
mentaires (une partie de ces définitions est donnée par Aitken, Turn-
bull [1]).

U 57 19, - slio iy (ou &, estle 6 de Kronecker)

On a
EN=UM et UP=(UM-.
Posons
V{.m,n,» daf I(Sm nv+pd kl(u,;t) — [6m n-—k.:w‘ul(u,‘u)
v daf Viay €L v af 1444
Nous avons
in) ——
V’\’) ol Iéll-{-k | Y] _rrll’.l'. T
11 est facile de voir que
(0,21) V. v =g,
Par U{" (§,n) nous désignerons la matrice partitionnée d’ordre 2=,

qu’on obtient de la matrice ;") en remplacant chaque élément égal a 0
par la sous-matrice.

0 0
(0,22) lo 0|
et chaque element égal a 1 par la sous-matrice
& —n
LT

De méme nous désignerons par V"2™ (£, 1) et par V" (£,9) les matri-
ces partitionnées qu'on obtient des matrices V(" et V{ respective-
ment en remplacant chaque élément égal a 0 par la sous-matrice (0,22)
et chaque élément égal a 1 par la sous-matrice

e ]
it
On a

(0,23) Ve (0,1) = Vi (0,1) = Ve .

Par Diag(A{"’ ,..., A%)) nous désignerons la matrice partitionnée
carrée d’ordre Y k. dont la diagonale principale est composée des matrices

AM .., AR elt le reste des éléments est égal a 0. Enfin posons

diag (a,, ..., an) 57 Diag ([a,]",..., |a:]M)
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ou |ax]" sont des matrices d’ordre 1 (voir Lefschetz [5]|, p. 1). On a
diag (a,, ..., an) = |On.r arlix. 1) -

Soit
(0,24) F = Diag (V') ..., V%)),
alors il est facile de voir que
(0,25) F=F* F=F"
Les minuscules grasses désigneront les vecteurs, c'est-a-dire des matri-
ces 2 une colonne ¢=|c,|"=|c,....,c,} = lc,),, (voir Collar, Duncan,

Frazer [3], p. 2).

0,3. S'il existe un vecteur x = |x,| tel que Y xr =0 et un nombre
A # 0 tel que "

(0,31) A x —=x 4

nous dirons que Xx est un vecteur propre de A" et 4 une valeur propre
de A. Les valeurs propres de A vérifient 1’équation

(0,32) det A" — j Em — Q.

§ 1. Les matrices propres non généralisées.

1,1. Dans ce paragraphe nous allons supposer que det|4 # 0 et que
les diviseurs élémentaires de la matrice A sont linéaires.

Commencons par 'étude du cas le plus simple, c’est-a-dire supposons
que toutes les racines de (0,32)

(1,11) Ayyoeesdn

soient différentes. Ordonnons les selon une loi quelconque mais fixe, et
posons

(1,12) . K(A)=diag(4,,..., ).

Avec nos hypothéses K (A) sera la matrice canonique complexe de Jor-
dan de A (voir Aitken, Turnbull |1], p. 61). La matrice K(A) étant
diagonale, nous aurons sous nos hypothéses 4; # 0 et

K—'(A)=diag (4", ...,4;")
(o K—'(A) désigne la matrice inverse (C(4))~") et
K (A) = h*(A)
(ot K*(A) désigne la matrice transposée (K (A4))° de K (A)) et évidemment
K(A)= K (A").
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Supposons qu'a la valeur propre 4; corresponde le vecteur propre c'').
() — | — (n. 1
Posons €)= {c,| = lcylim" et

(1,13) C(A)’d/ Icklla{:,)l)'

Nous appellerons C(A) matrice propre de A.
Il est connu que si les valeurs 2, sont différentes, alors les ¢!/ sont
linéairement indépendants donc

(1,14) det C(A)|+ 0.

La matrice propre n'est pas définie univoquement, les vecteurs ¢! pou-
vant etre normés de différentes manieres. Il est facile de voir que, si
h; # 0,

H = diag (h, , ..., hn)

et si C(A) est une matrice propre de A, alors C(A):- H est une matrice
propre de A. Si nous prenons toutes les suites h,,...,h, possibles de
nombres différentes de zéro, alors C(A4)- H nous donnera toutes les
matrices propres de A4 possibles.

1.2. Supposons maintenant que (0,32) ait comme racines
(1,21) SIS

de multiplicités
leqrt i k7

respectivement. Supposons que les racines (1,21) soient ordonnées selon
la meme loi que (1,11) et que

(1,22) ;.|="'-‘-——1kl=S,,...,lkl+...+kr_‘ 1="'=}-k1+~~~ k4 k’:S,.

Supposons que K (A4) soit définie par (1,12). Nous allons l’appeller
matrice canonique complexe de Jordan de A.

Il est connu qu’avec I'hypothése acceptée au début de ce paragraphe
que tous les diviseurs élémentaires de A sont lingaires, a chaque valeur
propre s;, k; — uple correspondent k; vecteurs propres de A linéairement
indépendants. (C’est une suite du Théoréme de Jordan, voir par exemple
Aitken, Turnbull |1], p. 61). Bien que la démonstration de ce Thé-
oréeme ne soit pas élémentaire, le calcul des vecteurs ¢''), ..., ¢® est dans
ce cas aussi simple que dans le cas du n” 1,1. Posons, de méme qu'au
n’ 1,1,

(1,23) CeaYgy [ 18,

Nous allons appeler C(A) matrice propré de A et nous voyons que
det |C(A)| # 0
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La matrice C(A4) n'est pas définie univoquement. Il est facile de voir
que, si det |H/| 5 0,1=1,...,7 et si nous posons

H = Diag (H®), ..., H"")) ,

alors C(A)- H sont des matrices propres de A et que nous pouvons obtenir
ainsi toutes les matrices propres de A.

1,3. 1l est facile de vérifier que si C(A4) est une matrice propre (défi-
nie au n° 1,1 ou bien au n" 1,2) alors

C114)-A-C(A)= K(A).
C’est-a-dire

(1,31) A-C(A)=C(A)-K(A)

Vu la ressemblance de (1,31) et de (0,31) nous avons introduit le nom
de matrice propre pour C(A). La condition (1,31) est verifiée par les
matrices propres et seulement par les matrices propres.

Evidemment
(1,32) A*-C(A*) = C(A4%) - K (AY).
1.4. Vu
(1,41) . K*(A*)= K (A) = K (4%
nous obtenons en transposant (1,31) ‘
(1,42) C*(A)- A*= K (A)- C*(A).
de (1,32) il s’ensuit que
(1,43) A*1.C(A*) = C(A*)- K~ '(A)
Multiplions (1,42) a droite par (1,43)
(1,44) C*(A)- C(A*)= K (A)-C*(A)-C(A*)-K '(A).

Posons pour simplifier la notation
K K(A4)= K(A%)
H=|h,|, = C*(A)- C(4%).
Alors (1,44) prend la forme
(1,45) H=K H K '
Il est facile de calculer que

K-H- K '= lj.,, ;-,_l hml[k,n'
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Done, vu (1,45)
Ry =2, 4 Thy,
c’est-il—d_ire

(1,46) (ak—ll) ?lkl =0.

Il nous faut considérer maintenant séparément les deux sous-cas.

1,5. Supposons que 4,,...,4, soient différentes. Alors i»— 4, # 0 pour
k #1, donc vu (1,46) hyy, =0 et h: @ hee sont indéterminées (ou plutot
déterminées par les normes des k-iémes colonnes de C(A4*) et de C(A).
Vu (1,14) on a det H| # 0, donc h # 0.

Nous avons donc obtenu le théoréme

Théoréme I*. Si toutes les valeurs propres de A sont différentes,
alors

(1,51) C’(A): C(A4®) =diag (h, ..., hn)

ou les nombres h, # 0 dépendent des normes des colonnes de C(A) et de C(A4*).

Ce Théoréme est connu (voir Collar, Duncan, Frazer |3|, p. 77),
mais sa démonstration s’appuyait sur certaines propriétés de i-matrices et
n’était pas aussi élémentaire que la notre.

1,6. Supposons que C(A4) soit une matrice propre de A ayant des
valeurs propres simples. Vu le Théoréme I* nous pouvons supposer que

C*(A)- C(A°) = diag (h,, ..., hy).
Posons
Hi=giag(hi-h7 e 454 Fig 90
Nous aurons

H-C*(A)- C(A°) = H-diag (h,....,h,) = diag (h,,...,h.) = H .

Nous voyons donc que le matrice propre (voir la remarque finale
du n° 1,1) _
C(A)=C(A)'H

vérifie (1,51). Nous avons donc le

Théoréme IP. Supposons que A n'a que des valeurs propres simples.
Pour toute matrice propre C(A*) et pour toute suite de nombres h,,...,h,
différents de zero, il existe une matrice propre C(A) telle que la formule
(1,51) soit vérifice.

Nous pouvons admettre hp=1 pour k=1,...,n, nous avons donc le
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Corollaire L. Pour chaque matrice propre C(A°) il existe une matrice
propre C(A) telle que

(1,61) C(4)-C(A*)=E

et inversement.
Evidemment la formule (1,61) équivaut a la formule

(1,62) C(A)=C*—1(4").

1,7. Si A est symétrique, c’est-a-dire si 4 = A*, il existe une matrice
propre C(A) = C(A*) orthogonale, c’est-a-dire telle que (1,61) soit vérifiée.
La relation entre les matrices C*(A4) et C(A*) exprimée par 1'égalité (1,61)
peut donc étre dénommée une orthogonalité généralisée (voir Collar,
Duncan, Frazer |3], p. 77).

L’interprétation géometrique de la formule (1,61) (4 l'aide des angles
entre les vecteurs propres des transformations linéaires x = Ax et y= A*y)
est évidente.

Ayant en vue les généralisations ultérieures (voir § 2) remarquons que

C(I\*) = dlag (h] yosey hn)

ou h;# 0, et que, inversement, chaque matrice diag (h,,...,h,) ou h, # 0
est une matrice C(K*), donc on peut poser

H= C(K*").

1.8. Admettons le cas le plus général considéré dans ce paragraphe,
c’est-a-dire supposons que les valeurs propres de A aient une multiplicité
quelconque, mais que les diviseurs élémentaires soient linéaires. Alors vu
(1,22) il s’ensuit de (1,46)

hk/ = () si ;k’?é }./ o
Nous avons donc le
Théoreme II*. Si A n’a que des diviseurs élémentaires linéaires, et
si k; est la multiplicité de la valeur propre s;, j=1,...,r, alors
(1,81) C*(A)- C(A*) =Diag (H!"), ..., H*"))

ou .
det!H}"/‘ SB0r BHESW, v,
1.9. De méme qu'au n’ 1,6 nous allons démontrer le théoréme réci-
proque.
Supposons que C(A) soit une matrice propre de A quelconque et,
vu le Théoréme II*, nous pouvons supposer que

C*(A)- C(A*) = Diag(H,,..., H,).
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Posons
H-—Diag(H,-H{',....H, - H).
Nous aurons

H-C*(A)-C(A)= H-Diag (H,,...,H,)=Diag (H,, ..., H,).
Nous voyons que la matrice propre (voir la remarque finale du n’ 1,2)
C(A)=C(A)-H
vérifie (1,81). Nous avons donc le

Théoréeme 1IP. Si A n’a que des diviseurs élémentaires linéaires, k;
est la multiplicité de la valeur propre s;, et H{*), ..., H*/) est une suite de
matrices telles que det 'H!"'|+#0,j=1,...,7, alors pour chaque matrice
propre C(A*) il existe une matrice propre C(A) telle que la formule (1,81)
soit vérifiée.

Nous pouvons admettre H!*) — E%“/'. Alors H-— E" et nous voyons
que dans ce cas on a le

Corollaire 1I. Pour chaque matrice propre C(A*) il existe une matrice
propre C(A) telle que les formules (1,61) et (1,62) soient vérifiées.

La remarque finale du n° 1,7 s’applique mutatis mutandis aussi a
notre cas.

Evidemment les Théorémes I1* et II" contiennent comme cas particu-
lier les Théoremés I* et 1" respectivement.

§ 2. Matrices propres généralisées.

2.1. Nous dirons que deux matrices carrées A et B sont semblables
(A ~ B) si elles ont les mémes diviseurs élémentaires.

Soit I' une classe de matrices carrées de méme ordre. Supposons que
si Ael' alors A*el'. Nous appellerons K (A) matrice canonique généralisée
dans la classe I (ou bien tout court matrice canonique) de A, si elle est
la valeur d’une fonction univoque K qui fait correspondre 4 chaque ma-
trice A, appartenant a I, une matrice K(A4) de la méme classe I' et
telle que:

1°. A deux matrices semblables corresponde la méme matrice. (C’est-
-d-dire si A ~ B alors K(A)= K (B)).

2°. La matrice canonique de A soit semblable 4 A. (C’est-a-dire que
K (A) ~ A).

Dans la suite nous allons supposer que la fonction K est définie d’une
maniére arbitraire mais fixe (évidemment elle doit vérifier les conditions
1° et 29),
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Vu A~ A% on a
(2,11) K(A)-- K(A%).

Vu la condition 2° nous avons K (A4) ~ A, alors de la condition 1 il
vient

(2,12) K (K (A)) = K (A).

Il et connu (voir Bocher (2|, p. 283) que pour chaque A tel que
det |A| # 0 il existe au moins une matrice C(A) telle que det |C(4)| # 0
et telle que

(2,13) C1'(A4)-A-C(A)= K (A)
ou bien
(2,14) A-C(A)=C(A)-K(A).

Les matrices C(A4) que nous allons appeler matrices propres généralisées
(ou tout court matrices propres) de A ne sont pas déterminées univoque-
ment par le choix de la matrice A et de la fonction K. Nous désignerons
par A(A) I'ensemble des matrices satisfaisant a (2,13).

Remarquons que si K (A) est une matrice canonique généralisée alors
K*(A) est aussi une matrice canonique généralisée (car, si K (4) vérifie
le conditions 1Y et 2° alors H*(A) les vérifie aussi). Evidemment K*(A)
différe en général de K (A).

2,2, Exemples:

(2,21). Pour la classe des matrices A de méme ordre ayant n diffé-
rentes valeurs propres et pour la classe de matrices ayant des diviseurs
linéaires, les matrices K (4) définies au n” 1,1° au au n” 1,2 respectivement
sont des matrices canoniques généralisées. Dans les mémes cas les matri-
ces C(A) définies par (1,13) et par (1,23) respectivement sont des matrices
propres généralisées. Il s’ensuit que l'emploi de la méme notation et
légitime.

Il est intéressant de comparer les formules (1,41) et (2,11).

(2,22). Supposons que la matrice 4 ait comme diviseurs élémentaires,
ordonnés selon une loi fixe
(A —s)ki i=1,...,r.
Posons
K,=s; E*) + U‘l"j)
alors
K,(A) 4, Diag (K, ..., K

est une matrice canonique généralisée de A dans la classe de toutes les
matrices complexes ayant des déterminants # 0. (C’est la matrice canoni-
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que complexe de Jordan, voir Aitken, Turnbull |1], p. 61, ou
Mostowski, Stark [6], p. 225).

Pour éviter des malentendus possibles, nous allons parfois désigner
par C;(A) les matrices propres généralisées de A4 qui vérifient (2,14) pour
K(A)=K,(A).

Les fonctions K,(A) et C,;(A) sont des extensions des fonctions K (A)
et C(A) respectivement, dont nous parlions ci-dessus au (2,21), a la classe
de toutes les matrices complexes du méme ordre et ayant des detérmi-
nants non nuls. y

(2,23). Supposons que la matrice réelle 4 ait comme diviseurs élé-
mentaires ordonnés selon une loi fixe

(3—s))ki i=1,..,»
(A—sj)¥2 pour j=v+1,...,v+u
(A— 5k 2 J=v4'1, 0, v+ p

ou sj=4; pour j=1,...,»8=p; +tg; pour j=v -+ 1,...,v+ pu, ;=g +
—igj pour j=v+1, ...,v—i—p, les nombres 4, # 0, g;,5; =0 étant des nom-
bres réels et » - 2= Yk;=mn. (Les nombres k; ne désignent pas ici la
multiplicité des valeuré propres, mais le degré du diviseur élémentaire
réel corespondant).

Ou bien supposons (ce qui revient au méme) que la matrice réelle A,
ait comme diviseurs élémentaires réels, ordonnés selon une loi fixe:

(A— Aj)% J=plimsonm
pour
[(2 — o)) + a2]%i® j=v+1,..,v+p.
Posons
i EY + U J=1,.0,»
K;= pour :
U:,kj)(&’j,oj)+ U(:j) J=7+ 1,...,V+/l
Alors

KR(A) df Diag(Kn---:Ku _u)

est une matrice canonique généralisée de A, dans la classe des matrices
réelles (matrice canonique réelle de Jordan).
Pour éviter des malentendus possibles nous allons parfois désigner
par Cr(A) les matrices propres de 4 qui vérifient (2,14) pour K(A)= Kg(A).
Les matrices K(A) et C(A) de (2,21) ne sont pas un cas particulier
des matrices Kz(A) et Cgr(A) respectivement que dans le cas ou A n’a
que des valeurs propres réelles.
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Une autre matrice canonique dans la classe des matrices réelles est
évidemment donnée par K%(A). Aussi d'autres matrices canoniques réelles
se rencontrent fréquemment — voir, par exemple Aitken, Turnbull
[1], p. 77, Jacobson |4], p. 97, Niemyckij, Stiepanow |?], p.
201 — 203, etc..

2.3. Remarquons que bien que l'existance de C(A) dans le cas général
résulte d'une théorie non élémentaire (Théoréme de Jordan), le calcul
de C;(A) est élémentaire et simple. Le calcul de Cr(A) est plus compli-
qué mais aussi élémentaire.

2.4. Vu (2,11) et (2,12) on a évidemment:

(2,41) K ; K(A)— K(A*)= K(K(A))= K(K*(A)).
Supposons que C(A4)e A(A).
De (2,14) il s’ensuit que

C*(A)-A*= K" (A)- C*(A).
Donc

(2,42) C'(A)-A* - C " (A)=K*.
Supposons que C{(A4*)¢ A(A*) et posons
H - C*(A)-C(4Y).

Alors

(2,43) C(A*)=C*"'(A)-H

et

(2,44) C '"(A*)=H'-C*(A).
Vu (2,13)

K=K (A*)=C'(A%)-A*-C(A°).
Donc, vu (2,43) et (2,44) on obtient
K=H'C(A)-4°-C " (A")-H.
De (2,42) il vient
K=H"'-K-H.
De (2,13) et de la définition de 'ensemble A(K*) on voit que He A(K*),
c’est-a-dire que C*(A)-C(A")e A(K").
I1 existe dons une matrice C(K*) telle que
(2,45) H=C(A)-C(4*)= C(K").
Nous avons donc démontré le

Théoréme 1I1?. Pour chaque couple de matrices C(A*) et C(A) il
existe une matrice C(h°*) telle que la formule (2,45) soit vérifiée.
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2.5. Supposons maintenant que C(A)e A(A) et que C(K*(A))eA(K*(A)).
Vu (2,41) il s’ensuit
C'(K)- K-Clk*)=K .

Sous nos suppositions la formule (2,42) reste vraie, donc
(2,51) C '(K)-C'(A)-A*-C ' (A):-C(K)=K.

Posons
C=C"(A)-C(K".
Alors
C'=C 'K C(A).
Donc de (2,51) il vient
C=- A*<C= K+

Il s’ensuit que Ce A(A®), donc il existe une matrice C(A4*) telle que

C(A*)=C"(A)-C(K").
C’est-a-dire

(2,52) C:(A)-C(A*) = C(h*°).
11 s’ensuit
(2,53) C'(A°)-C(A)=C*(K").

Nous avons donc démontré le

Théoréme III". Pour chaque couple de matrices C(K®) et C(A) il
existe une matrice C(A*) telle que la formule (2,52) soit vérifiée.

Donc pour trouver la forme de H = C*(A4)- C(A®) il suffit de trouver
la forme de C(K*). Pour avoir des généralisations des Théoremes I et II
nous allons trouver la forme de cette matrice pour les matrices canoniques
complexes de Jordan et pour les matrices canoniques réelles de Jor-

dan. C’est-a-dire nous allons trouver la forme des matrices C,(KJ) et
o (KD,

§ 3. Matrices canoniques complexes de Jordan.
5.4. Posons H,; C,(K7). Par definition (2,14) la matrice C,(K7%) vérifie
I’équation
K -C/(K’)=C,(K}) - K(K3) .
Vu (2,11) et (2,12) nous avons donc a résoudre l’équation a matrices
(3,11) K)-H =H, K,.

Posons H,= |hxi|.n, B =|hw)x) et, pour ne pas employer trop d’indi-
ces, posons dans la suite de ce paragraphe

hk,D) =he,  h(Q)=lh(k,Dlw=h".
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L’'équation a matrices (3,11) est équivalent 4 1'ensemble des équations
vectorielles:

Kih(l)=s,h(),
Kih()=s h(l)+ hd—1) pour l=2,...,k,;
Kih(k, +1)=s, h(k, + 1),
Kih(l)=s,h() + h(l—1) pour l=k, +2,...,k, + k.;

Kih(n—k,+1)=s h(n—k, +1),
Kih(l)=s.h()+ h(1—1) pour l=n—k,+2,...,n
ou la signification des nombres s,,...,s, et k,,..., k, est la méme qu’au (2,22).

3,2. Developpons la premiére équation vectorielle (3,12) en équations
scalaires

0=0
h(1,1)=0
h(k,—1,1)=0

(ss—s)h(k, +1,1)=0

(kl +1,1)+ (s —s)h(k, +2,1)=0
(3,21) o Lo R RN BERS SR et L oo b ot o o i
h(k +k —1.1)+ (s,— s)h(k; + ks, 1) = 0

(sr—s,)h (n—kr+1,1)=0
h(n—k,+1 1)+(sr—8)h(n——k,+2 1)=0

h('n—l,l) + (sr—s)h(n,1)=0

Il s’ensuit que
h(1,1)=--<=h(k,—1,1)=0

et h(k;, 1) est indéterminé. Posons h (k;, 1) =a{j 1.

Il faut distinguer deux sous-cas.

1). s, #si pour i=2,...,r. Alors h(k;+ 1,1)=0, pour i=1,...,r et,
par induction, h(i,1) =0 pour i=>k;,.
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2). Pour fixer les idées supposons que s; =s,. Alors le second groupe
d’équations (3,21) donnera

0=0, h(k,+1,1)=0,...,h(k, +k,—1,1)=0

et la valeur de h(k, + ks, 1) sera indéterminée. Posons, h(k, + k., 1) =
= gk,

2

3,3. Les autres équations du premier groupe de (3,12) donnent comme

équations scalaires pour i—2,...,k:

0=nh(1l,i—1)
h(l,)) =h(2,i—1)

hk, —1,i) =h(k;,i— 1)

(3,31) (ss—s))h(k, + 1,)) =h(k, + 1,i—1)
h(k, + 1,i) + (s,—s,)h(k, + 2,1) =h(k, + 2,i—1)

hk, + k, — 1,1 4 (s, —s8,) h(k, + k.,i)=h(k ,—il-k;,,i—l)

(sr—s;))h(n—k, +1,i)=h(n—k, +1,i—1)
h(n—kr% 1,i) +(sr —s)h(n—k,+2,i)=h(n—k,+2,i—1)

hn—1,i)+ (s —s)h(n,i)=h(n,i—1).

Pour les coordonnées du vecteur A (2) nous obtenons
h(1,2)=0,...,h(k, —2,2)=0, h(k,—1,2)=a{™"

h(k,,2) est indéterminé, posons h (k,,2) = ali~?.
Calculons les valeurs de h(l,2) pour 1> k,.
1). Si s, #si,i=2,...,r alors h(i,2) 0 pour i=>k,.
2). Si, par exemple, s, =s,, alors de méme que pour A (1) nous obtenons

h(k,,2)=0,... h(k, +k:—2,2)=0, h(k,+k,—1,2)=at~",

h(k, + k,,2) est indéterminé, posons h(k, + k., 2) =gt
Nous pouvons appliquer la méme méthode pour calculer A (1) pour 1=>2
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34. Sis,=—s, et k,<<k, nous nous heurtons a une complication. Les
coordonnées du vecteur h (k,) sont données par

h(1,k)=0,...,h(k, —ko—1,ks) =0, h(k,—k,, k) =ak—1,...
h(k,,k,) = affy="
(3,41) h(k,+1 k)—a“““ h(k,+ko,k)—u”’— ),

Calculons h(ko + 1) de (3,31) pour i=k,+ 1.
u (3,41) nous avons
0=h(l,ky)=0
h(l,ks+1)=h(2,k;)=0

Rk, —Jes—2,k, + 1) =h(k, —k,—1,k)) =0
h(k —k,—1,k,s +1)=h(k, —ka, o)=a(k.—1)

h(k| 1, k2 1) =h(k,, k;) = aft—")
0=h(k, + 1,k,)= o~

Il s’ensuit que alj~'—=0. Des calculs semblables montrent que af{ =0
pour i=k,, k. +1,...,k,— 1.

3,5. Nous pouvons ainsi obtenir le resultat suivant:

Théoréme 1V®. Chaque matrice appartenant @ A(KJ) cest-d-dire cha-
que matrice

H,= C,(K?)
a la forme d'une matrice partitionnée H,= [H;;*-"f '| en r* sous-matrices, ou
l e
) pour

(3,51) i Mg

V! a:.) vV, i.kj) Si=—§;

] 4
=

kij=min |k, kj| et af)) étant des nombres déterminés par le choix de la
matrice propre C;(K3) et tels que det|H,|+# 0.

3,6. Exemple. Supposons que la matrice K, ait comme diviseurs
élémentaires (A —s,;), (1 —s,), (A —s,)* et (A—s,)?, alors chaque matrice
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H,= C,;(KJ)¢ A(K7J) aura la forme suivante (les zéros ne sont pas inscrits,
ou sont remplacés par des points):
si tous les nombres s,, s, s,, s, sont différents

(W]
rIH
(0)
)
all ’
. 33
H, = 1) 0
/ Qa3 O3
@ |
. .. g
i1l m
' = aly ay
| H S i) (0)
: Ay Ay Ay
et si s,=s, #s,=—3s5,
I ) . (1]
L% %
! ) 0)
@y By
..................... ) !
1) iy
b il 4 . gy
”1= (1) (0 i1 (]
| ald a . ay af
, (2)
. s “ ol
i (2) (1)
| T P T
W0 2 o (0
. Qg G Ay Ty Gy

3,{. De méme qu'au §1, il est facile de démontrer le théoréme
réciproque:

Théoréme IVP. Chaque matrice partitionnée H=|H:_::.*;'|’ telle
que H:f"-”"' vérifie (3,51) et det |H! £ 0, est une matrice propre C,(K})
C'est-d-dire appartient d la classe A (K7).

Comme la matrice F== Diag (V'*,..., V*)) vérifie la condition (3,51)
et det F|=+1# 0 on obtient vu le Théoreme III" (et apres avoir
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transposé la formule obtenue— voir (2,53)) le corollaire suivant, ayant
une certaine importance dans les applications:

Corollaire IV: Pour chaque matrice propre C,(A) il existe une matrice
propre C,(A®) telle que
(3,71) C7 (4*)-C;(A) = Diag (V™™ ..., V*r),

38. Remarquons que les Théoréemes IV® et IV" contiennent comme
cas particuliers les Théorémes 1%, I1I* et I’, II® respectivement et que
la formule (3,71) contient comme cas particulier la formule (1,61) transposée.

§ 4. Matrices canoniques réelles de Jordan

4.1. Posons Hr Cr(K?%). Le calcul de Hpy est beaucoup plus pénible
que celui de H,. Par économie de place, nous n’allons effectuer le calcul
que pour un exemple; cela nous permettra sufisamment expliquer la
méthode a suivre dans le cas général.

Considérons les matrices semblables d’ordre 8, ayant comme diviseurs
élémentaires réels (ordonnés selon notre loi fixe)

12—11]2’ Iu'_ 92)2 + 0-2311 [(1_ 93)2 + OT;I'2

ou 4,, pi, 6 =0 sont des nombres réels.
Alors

K= Diag (1 E® + U, U™ (g,, 5,), U" (g, ;) + U =

A
! Qa3 — 0O,
Ty 0
| Q3 —0y 1
: O3 03 1
| 03 — 0y
Oy ©Os

Nous avons a resoudre l'équation 4 matrices

(4,11) K}?'HRT 'lIR-KR.
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La méthode a suivre ressemblera a celle du § 3.

4,2. Soit H = |hui|, #"™ = |hix)iy. En remplacant 1'équation 4 matrices
(4,11) par des équations vectorielles, nous obtenons pour les vecteurs
h'® h% R et h'® le systeme d’équations

Kih®= o, A"+ g, h®

(4,21) Kih®=—o,h"® 4 o, h'©
) KZ’ h(7) — hnm _+_ 0, h(7) -+ o, h(sl
K}; h® —= h® — ay, h'? + 05 h'®

Calculons les 4 derniéres coordonnées des vecteurs A%, h®. Les deux
premiéres équations du systéme (4,21) fournissent pour eux 8 équations
scalaires:

o4 hes =03 hy,
(4.22) o3 hys =03 hgy
hys + 05 hys = 0y hyg
hys = 03 hos = 0ghy,
oshe = — g5 hyy
(4,23) — 03 hs = — 03 h;
hsq + oyhy=—05hs
hys=*og Ryg =gy hys.

Les deux premiéres équations de (4,22) et de (4,23) donnent
hys = hy, —hgs =hg.

En posant ces valeurs dans les troisiémes et quatriémes équations des
systemes (4,22) et de (4,23) et en les additionnant, on obtient

hss == hna ' h_-.; - h:u y —— h75 5 hm'. -
Posons
h;s = ﬂ-ilg, hys = ag:;’.
11 vient
(4,24) h55 - 0 ha.’) =0, h‘75 = ﬂg"” hy = a;’:;'

- (h " (1)
hye=0, h,=0, h;==azs, —/033%

S
3
!
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Vu (4,24) la troisieme et la quatriéme équation (4,21) donnent 8 équ-
ations pour les 4 derniéres coordonnées des vecteurs h'?, h®:

ay h; = oy hy,
(4 25) — 03 h'57 =0y hﬁ.-
) hs, + oyh;=o04hy + ﬂ(fg
hy; —oyhs; =0y hy - a(;_z);
g Ry = —g,h,;
(4,26) — 0y hyg =—ayhy;
’ sy + oy hy=—0yh.; +
hgg— a, hy = — gy hy:— 5.

Les deux premiéres équations des systemes (4,25) et (4,26) donnent
ha7 = hyy, L= hs: =hyy.

Les troisiemes et quatriéemes équations des systemes (4,25) et (4,26)
donnent

) 1
hyw=am, hg;=Fn, hy=h:, —hy; =ha
0) e ;
En posant h,; = a3, h.;=— as3 on obtient

All) m 0) 0)

hy:—=p%, h;=—an, h.; =fn, h,:=ad%
] (1) 0) 0)

hyy=awn, hu=—PFn, h=as, hy=—F7Asu.

4.3. Calculons h, pour i=1,2,3,4, et k=—15,6,7,8. Pour k=25,6 de
(4,21) nous obtenons

(02— 05) hys — 0y hy, + o2 hyy =0
03 hys + (0. — 03) h, 4+ 6o hyg =0
(4,31) 3 Nys 0 8) Nay 40
— 0, hy; + (ea—05) hyy o3hy=0
— 0y hy, + 0ahy + (03— 04) hyy =0.

11 est facile de calculer le déterminant de ce systeme

D= (g,— 93)4 + 2 (03 2 0:) (0a— 03)2 + (0::; = U:‘.;)z-

11 faut considérer quelques sous-cas.
1). pa # 0,- Alors D # 0 et (4,31) ne posséde que des solutions banales
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2). 0= ps. Alors D == (oy— a8)” .
2,1). Si o2 # g3 — c'est-a-dire avec notre hypothése a; =~ 0— si g, +
< a4. Alors D -0 et (4,31) n’a que des solutions banales.
Donc si 4y =p, + i0, ¥ 04 + i0g, alors h;j=0 pour i=—3,4 et j=25,6.
2,2). Si py==¢p, et 6,— 0, c'est-a-dire si 4,=A4, on a D=20. Alors
de (4,31) il s’ensuit

hys = —hy,, hgy =hys .
De la troisiéeme et quatrieme équation vectorielle (4,21) nous obtenons

des équations scalaires pour hs,i=3,4j=75,6. De méme qu'au n° 4,2,
nous aurons h,; = 0=h,, et

hy; =—hy, hss =hy; .

Pour déterminer hyi, hy;,1=195,6,7,8 on obtient un systéme linéaire
homogéne ayant comme déterminant

D|=(2|—93)2+0.;; 03:”' 0

h“=0__.h,2,', iZ-' 5,6,7,8-

Donc

4,4. Pour calculer A", i), h®), A*) nous obtenons de (4,11) un systéme
linéaire de quatre équations vectorielles. Ce systéme ne contient pas les
inconnues A" pour i= 5,6,7,8.

4,5. En éxécutant tous ces calculs on obtient la forme des éléments
de A (KR).

Si I'on suppose i, = 0, + t0, # 05 + i0y=— A, alors

(1)
LT

1) (0)
(4] ﬂ”
(0) 0)
By ay
0 R0
Hp — #27 22
Mmoo '
33 Qg
) __ait
Ay — Py

i b ] (1) 0 (0)
] ;ﬂss ag, Py ayg

Ll g 0 __410
ay —By ay 84
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et si I'on suppose 4,=4, alors.

ay
ajfl "all
b9 4 .. pg el
H apy —BR .. aly —OY
! -'ll.! (1)
. . . Pgg a'i.‘i
. . . i !
B al AW ol Y ol

0 __alo) i m i (Ol (0)
u.,., P s ﬂ ag ﬂ \

ou les nombres o', f) sont déterminés par Cp(K7?) et tels que
det | Hg| # 0. (Il est intéressant de comparer la forme de Hr et de H, —
— voir n" 3,6).

4,6. Dans le cas général il suffit de modifier un peu les calculs de
n® 4,3. En effet, il faut employer la méthode des éléminations successives
comme au n' 4,2. (Le calcul direct du déterminant D serait trop compli-
qué dans le cas général).

Nous pouvons obtenir ainsi le Théoréme:

Théoreme V. Supposons que K ait comme diviseurs élémentaires réels
(7 — 2™ =1, 00,

(4.61) pour
(2 — o + @214 b oL guilinflecargind

ou 4j,0j,6; 0 sont des nombres réels (n==y - 2 ).
Posons

b

! “l pou,r j_'lv"'rr
{

0o, + 1o i=v+1,...,v+ 4.
Alors chaque matrice appartenant d A(Kj) c’est-a-dire chaque matrice

Hy = Cp(KP)
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g P a k
a la forme d'une matrice partitionnée Hj ~ |H:.:'- J'] en (v+ p)® sous-
-matrices, ot

0 Si# 8

.3
) griky kj) .
\ a; Vo pour  S;=s§;, i ¥
Ry k) __ ) j=0
(4,62) H ' =

" k; m o'y
o s )

U, )y Si=sj; Hit>w

I=0

kij=min |ki, k;|, et al), B!} sont des mombres déterminés par le choix de
la matrice propre Cp(Ky) et tels que det |Hg| +# 0.
4,c. 1l est facile de demontrer le Théoreme reciproque:

Théoréme VP. Supposons que K ait comme diviseurs elementaires réels
(4,61). Alors chaque matrice partitionnée Hp — |H”T “, o les matri-
ces H rky) vérifient (4,62) et det | H|+# 0 est une matrice propre Cpr(K3),
c’est-a-dtre appartient a la classe A(K%).

Vu (0,23), (0,25) et puisque la matrice ¥ —Diag (V'*, ..., V*»: o)) vérifie la
condition (4,62) et det F! # 0, on obtient du Théoréeme III" le corollaire
suivant:

Corollaire V. Pour chaque matrice propre Cr(A) il existe une ma-
trice propre Cp(A°) telle que

(4,71) Cr(A%)- Cr(A) = Diag (V™" ..., Vk ),
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Streszczenie

Przez macierz kanoniczng wuogdlniong w klasie I' bedziemy rozumieli
wartos¢ pewnej funkeji przypisujacej kazdej macierzy A nalezacej do I’
pewna macierz K (A) nalezaca do tej samej klasy i takg, ze 1° dwu ma-
cierzom podobnym A4 i B odpowiada ta sama macierz kanoniczna K (4)=
= K(B), 2" K(A) jest podobna do A.

Jak wiadomo istnieje taka (niejednoznacznie wyznaczona) macierz
C(A) — zwana uogdlnionq macierzq wlasng — ze

C1(4)-A-C(A)=K(A.

Wykazuje, ze dla kazdej pary macierzy C(A®*) i C(A) istnieje macierz
C(K*(A)), taka, ze

C (K" (A4))=C" (4)- C(4°) (1)

i naodwrot do kazdej pary macierzy C(K*(A)) i C(A) istnieje taka macierz
wlasna C(A4*), ze (1) jest spelnione.

Je§li wartosci wlasne macierzy A sg pojedyncze, a K (A) jest macierza
kanoniczng zespolong Jordana, to wtedy, jak wiadomo, C(A) jest ma-
cierzag wlasng A (to jest jej kolumny sg wektorami wlasnymi macierzy A).
Wiadomo, ze wtedy C(K*(A)) jest macierza przekatniowa. Uogolniajac ten
wynik na dowolne macierze kwadratowe, pokazuje, ze gdy K jest macie-
rza kononiczny zespolong Jordana K, lub tez macierzg kanoniczng rzeczy-
wista Jordana Ky to wtedy macierz C(K*(A)) jest zbudowana w pewien
sposob z dos¢ prostych podmacierzy i naodwrét, kazda macierz w ten spo-
sob zbudowana jest jaka$ macierzg C(K* (A)).

W szczegoélnosci dla kazdego C(A®) istnieje C(A) takie, ze

C '*(A)=C(A)-F (2)

gdzie F jest uogolniong macierza przekatniowa, majaca w okienkach glow-
nych macierze rzedu m typu V' = |dn 1 winliv. gdzie dix s deltami
Kroneckera.

PezwomMme

Iog oboduennuii KanoHuneckold wmampuyei B KJyacce [’ 6yneM mnoapasy-
MeBaTh 3HaueHMe HEeKOTOpod (YHKLMM, KOTOpas Kaxaoil MaTpuue A,
npuHaaJnexaueit k /), npuyno4ynBaet HekoTopyo matpuuy K(A), npuHan-
JIeXKallylo K TOMY-XKe KJlaccy M NpM TOM TaKyio, uto 1° aByM mnogobHbIM
MatpuuaM A u B cooTBeTByeT Ta-3Ke KaHOHMYeckaa Mmatpuua: K (A)=
= K (B); 2° K (A) nogobua MaTpuue A.
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Kak u3BecTHO, cyutecTByeT Takad (HEOQHO3HAYHO OnpeAesIEHHAasA) MaT-
puua C(A4), Ha3biBaeMas 0000WEHNHOU COOCMBOHNON HAMPUYeH, YTO

C '(A)-A-C(A)=K (A).

fI noxasbiBalo, 4To AsA Becakoit napel Matpuy C(A*) u C(A4) cywec-
TByer matpuua C(K*(A)) takasa, uro

C(K (A)=C"(4)-C(A°) (1)

u obpatHo, AnA BcaAkoy napbl Matpuy C(H*(A) u C(A) cywectByeT
Takasa cobcTBeHHas Matpuua C(A4), yro paBeHCTBO (1) MCHOJHEHO.

Ecan cobcTBeHHble 3HauyeHua MaTpuubl A ogHokpaTHbl, a K (A) xaHo-
HuYecKas KOMIUIeKcHaa Matpuua 2Kopgmawua, To, Kak uasectHo, C(A)
ABJaAeTca cobcTBeHHOM maTpuueit A (T.-e. e€é KOJIOHHbI LPEeACTaBJIAIOT CO0-
CTBeHHble BeKTOPbl MaTpuubl ZA). V3pecTHo, 4TO TOrAa C(K*(A)) ectb
auaroHanbHasa MaTpuua. O6o0b6uiag 3TOT pe3yJsbTaT Ha NMPOM3BOJILHbIE KBa-
JpaTHble MaTpMUBbl, A IOKa3bIBal, 4YTo, Koraa K ecTb KaHOHMYecKasd
KoMmriiekcHaa MaTtpuuia 2Kopnaana K, umam geidcTBUTeNbHasA KaHOHMYe-
ckaa Matpuua 2Koppmana Kp, 1o u matpuua C (K*(A)) noctpoeHa
M3BeCTHbIM 00pa3oM M3 NOBOJILHO MPOCTBIX MOAMATPML, U 0OpaTHO BCAKafA
TaK IOCTPOeHHasd MaTpuua ecTb HeKoropas Matpuua C(K*(A)).

B wacTtHocTtH, ana Bcaakoro C(A*) cywecrsyer C(A) Takasa, uTo

C'-*(A*) = C(A)- F (2)

rae F ectb ob6obOlIeHHas AMaroHaJlbHafd MaTpyuua, MMEKOLLAA B IJIaBHBIX
OKOwWKax MaTpuubl nopAaaka m tuna V'™ =|0m 1o ul(w,g 0PU U4EM dir
cyTs aeabThi KpoHekepa.



