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Quelques exemples de l'allure asvmptotique des solutions
d’équations différentielles

Kilka przykladow asymptotycznego zachowania si¢ rozwigzan
rownan rozniczkowych

HeckonbKo NpPHMEpPOB aCHMNTOTHYECKOINO IOBCJEHHMA pClUEHHH
AH G cpeHUHATBHBIX YpaBHeHHi

Depuis 80 ans (voir Poincaré [22],[23] Lapounoff [10] on
s’occupe des propriétés asymptotiques des solutions d’équations (ou de
systémes d’équations) diférentielles ordinaires d’ordre n. Dans une lon-
gue serie de travaux divers auteurs on établi des théoréemes moyennant
des hypotheses suffisantes de plus en plus faibles. Il est temps d’étudier —
au moins dans les cas les plus simples (n = 1 ou n = 2) — quelles sont
les hypothéses les plus faibles possibles, qui entrainent diverses propriétés
asymptotiques des solutions et de démontrer a ’aide de contre-exemples
lesquelles de ces hypothéses sont indispensables, ce qui est le but du preé-
sent travail.

1. Notions préliminaires. Soit l'’équation différentielle ordinaire,
d’ordre n, linéaire, non singuliére:

(1,1) M =g, (t) x"N + ... +a.(t)x" +a,(t)x+ F(t)
ou bien une équation plus générale, non linéaire:
(1,2) W =a,(t)x" N+ .. Fa,(t)x’ +a,(t)x+d(x,x,.., "N t)+ f(t)
ou
d(t0,0,..,0)—0

Nous supposons, ici et dans la suite, que toutes les fonctions sont dé-
finies pour t > 0 (ce n’est que dans le cas contraire que le domaine d’exi-
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stance des fonctions sera donné explicitemment.) La fonction d(x,, x, ..., Za, t)
est définie pour t > 0 et pour toutes les valeurs x,, x,, ..., £» (ou bien pour
pour toutes les valeurs x,, x, ..., *, assez petits absolument). En plus nous
allons supposer que toutes les fonctions sont continues dans leurs do-
maines d’existance.

Nous dirons que I’équation (1,2) a la propriété:
Be si elle posséde une famille a4 k paramétres exactement de solutions
bornées.

QO si elle posséde une famille 4 k paramétres exactement de solutions
tendant vers zéro.
E, si elle possede une famille a k parameétres exactement de solutions
e-bornées pour € > 0, c’est-a-dire de solution x (t) telles que
limxr(t)exp —et=20

[ 1
pour chaque & 0.
B (p) si elle posséde une famille a k paramétres exactement de solutions
x (t) telles que l’expression
x(t) exp — ¢ (e, t)
est bornée pour chaque &> 0.
% (¢) si elle posséde une famille a k paramétres exactement de solutions
x (t) telles que
}im x(t)exp — (e, t) =0

pour chaque &> 0.
(La fonction ¢(e, t) doit étre monotone par rapport a t— voir § 7. Une
famille a 0 paramétres est une famille contenant exactement un élément).
Evidemment
Ow(et) =Ex, Ox(@ =0 et Be(6) =B
ou ¢ est une fonction constante.
Soit I’équation algébrique en 4 (voir Cesari [6])
(1,3) AM—a, ()i t— . —a,(t)i—a,(t)=0

Elle admet exactement n solutions

j.i'—;)»i(al,a-_,_,---,an) 1= 1» 27-")"
Nous allons appeler cellule de rang k et désigner par Z{*) ’ensemble
de l'espace E = {a,,..,a,) a n dimensions, pour lequel exactement k
fonctions
R’ 4i(a,, ..., an)

sont non positives (R'Z partie réelle de 4).
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Les frontiéres des cellules Z{") sont constituées par des portions de
surfaces

R 4i(a,,...,a,) =0 == R e
Exerples:
1Y n = 1. E est une droite et
Z) =Ela, 0] ZM =E|a, < 0]

a,
2°n = 2. E est un plan et
ZP = E |a,<0,a, 0]

|, ay|

(1,4) Z‘12’=] E '|a| 0|—}—I E |a,=0,a.> 0|
a,.a, a, ., a,f
Z®— E la, 0,a, 0]
= la,.a,|

3" n = 3. E est une espace a trois dimensions et, par exemple, Z{! a com-
me frontiére un morceau de plan et une partie d’'un paraboloide hyper-
bolique.

La courbe de l'espace E représentée par les équations paramétriques
1,5) a; =a;(t) i=1,2, ey

sera désignée par K.

2. Apercu sur les résultats obtenus jusqu’a présent. Si

2,1) lim a, (t) =d; i=1,2,..,n
! »

ou si

2,2) | lai(t) —aldt—=+ i=1,2,..,n,

0
alors on dit que (1,1) est une équation a coefficients presque constants.

On peut montrer (voir, par exemple, Peyovitch [21] et T'a-
tarkiewicz [29]) quesi [d@,,..,a:) €Z{" et f est e-bornée pour ‘e >0,
alors I’équation (1,1) a coefficients presque constants posséde la propriété
E,. (Des résultats semblables sont valables aussi pour certaines classes
d’équations non linéaires (1,2).)

Pour que (1,1) possede la propriété B: (ou ()) il faut supposer non
seulement que f est bornée (ou bien que f—0), mais aussi que
{@1,..8a|e]'Z (00 I' Z désigne Vintérieur de I'ensemble Z). Si I'on veut re-
tenir seulement I'hypothése |@,, ..., @] € Z{" alors il faut faire des hypotheses
supplémentaires sur la maniére dont les fonctions a;t) convergent vers
a; et f tend vers zéro.
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Ce n’est que récemment que l'on a abordé I'étude des équations dont
les coefficients ne sont pas périodiques ou presque constants. (voir L e-
wis [13], Starzynski [25],[26], Tatarkiewicz [28] Vi-
nograd [30].

Les exemples suggérent que, si f(t)exp—et—0 pour & =0 alors
pour que (1,1) ait la propriété Eg, il suffit de supposer que la courbe K
définie par (1,5) vérifie la condition K ' I' Z{" et si f — 0 ou si f est bornée
alors pour qu’elle ait la propriété Oy ou By il suffit que K ne se rapproche
pas indéfiniment de la frontiére de Z\") c’est-a-dire qu'il existe un 4> 0
tel que

R’ 4ila, (1), ..,an(t))| >6=>0

(I1 faut — peut étre — supposer en plus que K est bornée, mais les résul-
tatsde Nardini [15] e¢ Tatarkiewicz [28] permettent
d’espérer que cette derniére supposition est superflue).

A présent nous ne disposons pas encore pour 1 —= 2 de theorémes fon-
dés sur des hypothéses aussi faibles que les exemples le suggérent. (Par
exemple, dans le travail Tatarkiewicz [28] la cellule Z® est di-
visée en deux par une parabole, et K doit étre bornée. Dans le travail de
Starzynski [25] Z? est remlacé par un rectangle dont les frontiéres
peuvent étre assez éloignées des droites a,= 0 et a, = 0.)

Des exemples (exemples A et G) montrent quesi K ( F' Z{" (ou F'Z
désigne la frontiére de l'ensemble Z), dans (1,1) peut ne pas posséder la
propriété Ey, et si K(_Z{"+Z\" alors (1,1) peut ne pas posséder ni la pro-
priété E, ni la propriété E;. De méme avec les propriétés By.

Les équations non linéaires sont encore moins étudiées. Jusqu'a pré-
sent on ne s’est occupé (sauf Tatarkiewicz [28]) que des équations
dont la partie linéaire est a coefficients presque constants. De résultats
partiels (Bellman [4], Levison [12], Tatarkiewicz [28],
Weyl [36]) suggérent que si la courbe K définie par (1,5) vérifie les
mémes conditions que dans le cas linéaire et I’hypothése

(2y3) |d(t1xl’"-yxﬂ)| allxl||+"‘+“’r"}|

(o1 « est une constante assez petite, ou bien une fonction convergeant vers
zéro, ou bien une fonction intégrable dans (0,+co)) est vérifiée, alors
(1,2) a la propriété B,.

Ce n’est que pour les équations non linéaires vérifiant (2,3) (équations
presque linéaires) qu'on peut espérer d’obtenir des résultats semblables
au cas linéaire. (La relation entre la propriété B, des équations linéaires
et des équations non linéaires a étudiée Szmy dt [27]).
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Il est évident que tous ces résultats devraient s’appliquer — mutatis
mutandis — aux systémes d’équations différentielles.

Dans la suite nous allons nous occuper (pour n = 1 ou ou n = 2) des
hypothéses suffisantes les plus faibles, pour que (1,1) ou (1,2) posséde la
propriété B;, O, E; () ou O (¢). Ces résultats vont rendre plausible la pré-
somption que nous avons emise ci-dessus (voir p. 108).

3. Les solutions ¢- bornées pour &= 0. Soit 'équation

(3,1) = [a(t) + b(t)] = -+ f(t)

(La forme a (t) + b (t) du coefficient de x nous facilitera I'énonciation des
théorémes).
Sa solution générale est donnée par la formule

! t t
(3,2) x(c,t)=exp J‘ [a(t) + b(t)| dt- ff(t)exp— [a(t)+b(t)|dt dt+c
7, | 7, 7
ou T, et T, sont deux constantes quelconques (finies ou non).

Supposons que a (t) +b (t) o7~ 0 et f (t) —»? (pour t —+00). En appli-
quant a (3,2) le Théoréme de PH6pital nous obtenons le théoréme
connude Perron [17] (datant encore de 1913); si p <0, alors toutes
les solutions de (3,1) convergent vers f/p, et si 0> 0 exactement une so-
lution de (3,1) converge vers cette limite f/p et toutes les autres tendent
absolument vers + 00 (voir par exemple S ansone [24]). De méme

I’hypothése a (t) — a, _II:'b(t) dt converge, f (t) exp—et— 0 implique: que
0

ou bien toutes les solutions, ou bien exactement une vérifient la condition
x (t, c) exp —e t — 0, c’est-a-dire que (3,1) posséde la propriété E,; ou E,.

En employant d’autres méthodes de démonstration, on pout obtenir la
méme thése avec des hypotheéses plus faibles. Voici un théoréme de ce type
(il généralise — pour n = 1 — le résultat de Peyovitch [20]) ob-
tenu a ’aide du second théoréme de moyenne du calcul intégral (Théore-
mede Bonnet):

Théoréme 1. Supposons que pour chaque &> 0 il existe un M., tel que

(3,3) | If®)exp—etdt < M.
0

et que

& =8 t

(3,4) 1im—1—fb(t)dt=o
0
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Alors:
a). Si
(3,5) lima(t) O

o<
toutes les solutions x (t,c) de (3,1) vérifient pour chaque &> 0 la con-
dition

(3,6) limx(t,c)exp - e¢t=0
10
(C’est-a-dire que (3,1) posséde alors la propriété E))
p). Si
(3,7) lima(t) =0

=
alors il existe exactement une solution x (t, k) de (3,1), telle que pour cha-
que £ 0

(3,8) limx(t,k)exp—et=20

1 -yoa
Pour les autres solutions (¢ == k) il existe un ¢,>> 0 tel que si & ¢,
alors

(3,9) lim |x(t,c)|exp — e t = + oc
oo

(C’est-a-dire que (3,1) posséde alors la propriété E,).

Démonstration. Soit £€>0 une constante. Alors de (3,2) il
résulte que

(3,10) x(t,c)=
t t !
=exp ’ (@ +b)dt- | fexp|—2et— l bdt]-exp|2et— ’ adt)dt + ¢
r l
ou T, et T, sont deux constantes qui seront déterminées ultérieurement.
Posons

@ (t) =f(t)exp | —2¢ :-—J' b(t)dt|

0

t
O.(t) =2¢et— [a(t)dt
0
Nous avons admis I'hypothese (3,4). Il existe donc une constante
T, > 0 telle que pourt > T,
|t
(3,11) et | [b(t)dt

wU
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«). Supposons que la condition (3,5) soit vérifiée. Alors pour chaque
e >0 il existe un T, -~ T, tel que, si t = T;, alors a(t)<= 2. C'est-a-dire
que

(3,12) s 2e—a(t) >0

dt

Donc pour t == T; la fonction @, (t) et la fonction exp ©, (t) sont crois-
santes. '

Vu (3,11), on a
|@.(0)] = (1) exp|—2et— [b(t)de| - |f(t)]expet
0

Posons dans (3,10) T, = T; et T, = 0. Appliquons le Théoréme de
Bonnet

] !
x(t, c) = exp J (a+b)dt- I j @, expH.dt +-c
1] f:

; .
exp @, - ! &), dt+c
Hn)
ou &(t,¢) est une constante telle que T, < &(t, &) t. Il s’ensuit
x(t,c)exp—4et=

t

t
exp [ bdt ! exp f (a+b)dt

3 g .
-2 . —2¢t— [bdtldt+c-
exp2et g(ljl)fexp! et 'Jb tldt+c

t
=eprl'(a+b)dt-
0

0
exp4et

donc '
x(t,c) exp—4et ﬁexp(—et)-f f(t) exp—etdt+

£ )
+ |c|exp(—e :)-expf [—2¢+a(t)dt
0
Vu (3,3) et (3,12), on a

t
|x(t,c) exp—4et exp(—et)-Jf If(t)|exp—etdt+|c|exp—et
Elt.e)

|[M:+|cilexp—et
Donc, pour &£ > 0 quelconque,

lim |x(t,c)|exp—4et=10
1-%oc
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Mais cette derniéré formule, étant vérifiée par chaque & >0, est vé-
rifiée aussi par ¢/4. On voit que, pour chaque & = 0, chaque solution de
(3,1) vérifiée (3,6).

f). Supposons qque la condition (3,7) soit vérifiée. C’est-a-dire que,
sl nous posons

lim a(t)=a,
alors pour chaque &tel que @/8 =& >0 il existe un T, > T. tel que pour
t >T; l'on ait a(t) = 7e. La fonction
¢
(3,13) 2et— (a(t)dt
0
est alors pour t = T’ décroissante. 1
Soit T. = T! une telle constante que pour t > T, on a
T |
et | bt)dt
[0
Considérons la formule (3,2), ou nous avons posé T, = +oco, T,=T,,
c'est-a-dire la formule
t t !
(3,14) x(t,c)=exp [(a+b)dr-: J‘fexpl— [(@+b)dt|dt+c
7-.;1 o= 7-.;'

Observons que l'intégrale généralisée de la formule (3,14) converge.
En effet vu (3,11) pour t>T, on a

t t
(3,15) — [(a+b)dt « —Tet— [bdt< —Bet<—cet.
r T

Ty

donc, vu (3,13),
5 8 . :
: |'fexp|- | (a+b)dt]dt J]flexp-—stdt« M.
O 7_-| ==
d’ou il s’ensuit que l'intégrale généralisée converge.

Transformons (3,14) comme nous avons transformé (3,2) en (3,10). En
vertu du Théoréme de B o n n e t il existe une constante 7(t,¢) telle
que t<<yn(t,e) << + co et que

t t
x(t,c) =exp | (a-+b)dt. J . expb.dt{c} =
F;.

1 f I
=exp|2¢et+ ]'bdt]- Il O, dt+cexp f(a—}-b)dt
;-:_' n('l,a) 7‘-:’
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Donc, pour t - T,

t
x(t,0) exp—4et - exp(—et) - J flexp—etdt < M.exp—et.
nit.2)

11 s’ensuit, que, pour chaque &> 0, on a

(3,16) limx(t,0)exp—et=10
{ oo

— c'est-a-dire la formule (3,8), dans laquelle on a posé k = 0.
On a

t
x(t,c) = x(t, 0)+-cexp j [a(t)+b(t)]dt
ke

¢

Vu (3,15),

t
[ la(t)+b(t)dt -5et

,I'_u

Donc pour e<-a'8 4 €o €t t T..
x(t,c)]exp—4et > |c expet— |x(t,0)exp—4et
Etant donné que cette formule est valable pour tout ¢<Ze¢, et en tenant

compte de (3,16) pour c == 0, nous aurons la formule (3,9), ce qui achéve
la démonstration.

Remarquons que, si pour chaque ¢ >0, on a

(3,17) ~ limf(t)exp—et=20
t oo

alors la condition (3,3) est vérifiée pour chaque ¢ > 0. La condition (3,17)
peut donc remplacer (3,3) dans les prémisses du Théoréme 1. Nous en
reparlerons au § 8.

(3,4) peut étre aussi remplacée par une condition plus commode (mais
plus forte), a savoir: il existe des nombres T, A et u<<1 tels que

(3,18 [ b(t)dtl < At"
5

pour t =T

4. On pourrait croire que si la condition (3,5) n’est pas vérifiée, alors
avec les hypothéses (3,3) et (3,4) I'équation (3,1) aura au moins une solu-
tion vérifiant (3,8). C'est-a-dire que I'nypothése (3,7) est faite pour qu’il

8
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y ait exactement une solution vérifiant (3,8). On pourrait croire aussi que
I’hypothése (3,4) est inutile. L’exemple suivant montre que ces deux preé-
somptions sont fausses.

Exemple A. Considérons 1'équation

(4,1) T=—|sinlnt+cosint] x+1
ou te << (1,4 co).

Nous allons montrer qu’aucune solution de (4,1) n’est & - bornée pour
e=>0.

On a
. 1
(4,2) | 1-exp—etdt;—£~exp—st oy M.
.
et
!
(4,3) [—Isinlnt+cosnt|dt=—tsinln't

1

Posons 1t ;- exp2ak et T, exp(2k+1/2)x.

On a
—t< tsinlnt <t

donc

exp—t=< exp(tsinlnt] <expt
et

1 T

I 57 J exp |tsinint|dt j exp [tsinlnt|dt
g 1

Vu que, pour te(t,, T,), on a

2>12 sinlnt+coslnt -1--0
donc
Tk
In %J |sinlnt+cosint|exp(tsinlnt)dt =
e
J"I,‘.
= i exp (tsin In t)i = ;vexka— i

- =

'y

Supposons que te {ty, tr.1 ). Alors exp(2k —3/2)n - texp(— 7 2)x et,
si nous posons

(4,4) Y7 exp(—72)x >10-5=>0
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alors
exp (2k—32)n - pt

11 s’ensuit que pour k =2 (étant donné que exp exp (2k — 7/2) n => 2)
on a
!

fexp(tsinint)dt - L1+ Ir
(4,5). 124

1 ,
5 expexp(2k—3,2)n+—é-expexp(2k—7 2)a—1 : expyt

Trouvons la solution générale de (4,1) a l'aide de la formule (3,2)

r
|. exp(tsinint)dt+c
i

x(t,c) =exp(—tsinlnt)-

Vu la définition de y, pour chaque c il existe un T, tel que, si t =T,
alors

1 X
(4.6) 4 XPVL le

Pour te¢ ‘te,tes1) - {T¢,+o0) on a alors
f

x(t,c) =exp(—tsinint): j exp(tsinint)dttc

(4,7) :
. i1 1 :
exp(—tsmlnt)-‘ - expyt—]|c| 2-exp|t(y—sm1nt)|
Soit
1
(4.8) k,z max 2:‘ln T.,2‘

Pour k > k, on obtient

1 . 1
exp |yty — tesinlnte| -exp —etx =—4—exp(y—e)tk

I (tx,clexp—etx 4

Donc, pourvu que & = y,
lim x(tx,c)exp — etk = 400
{—doo
Nous voyons donc qu'aucune solution de (4,1) n’est & - bornée pour ¢ >0.
1. Si nous admettons a (t) = 0, b (t)= — [sin In t+cos In t] nos voyons

que toutes les hypothéses du Théoréme 1, auf I'hypothése (3,4) sont ve-
rifiées. En effet (4,2) montre que (3,3) est vérifiée et (4,3) montre que
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(3,4) n'est pas vérifiée. Des modifications évidentes fourniraient un exem-
ple d’équations n’ayant aucune solution e -bornée pour &> 0, et telle
que la valeur
— 11 ¢
lim _- [ b(t)dt
X o< t 6

soit arbitrairement petite (mais > 0).

Notre exemple montre aussi que dans la condition (3,18) I'hypothese
#<<1 est nécessaire.

II. Si nous admettons a (t) = — [sin Iln t+cos In t], b (t) = 0 nous vo-
yons que toutes les hypothéses du Théoréme 1 sont vérifiées, sauf (3,5)
ou (3,7).

Admettons (3,3). Notre exemple montre, que, si (3,4) et (3,5), ou bien
(3,4) et (3,7), sont en défaut, alors la thése du Théoréme 1 peut cesser
d’étre vraie.

Remarquons enfin, que I'exemple banal de 1'équation
Ir= expat
montre que si (3,3) est en défaut, la thése du Théoréme 1 peut aussi cesser
d’étre vraie.

5. Les solutions bornées. Il existe un grand nombre de théoréemes
fournissant des critéres moyennant lesquels les solutions des équations
différentielles soient bornées, ou bien tendent vers zéro. Voici deux de ces
théorémes.

Théoréme 2. Supposons que les fonctions
t t
(5,1) [fde,  [b(dt
0 0

soient bornées
a). Sia(t) < 0 alors toutes les solutions de (3,1) sont bornées, (c’est-a-
dire que (3,1) posséde la propriété B,).

B) Si a(t)=>20, [ a(t)dt =+oo,alors exactement une solution de
0

(3,1) est bornée, et elle converge méme vers zéro, (c'est-a-dire que (3,1)
possede la propriété O).

La démonstration est semblable a celle du Théoréeme 1. Elle s’appuie
sur la for’mule (3,2), sur le Théoréeme de Bonnet etsurlelemme sui-

vant: si [ f(t) dt est une fonction bornée et g(t) décroit d’'une facon mono-
0 -]

tone vers zéro, alors l'intégrale généralisée [ f(t). g (t) dt converge (voir —
0

par exemple —Kowalewski [9] p. 288).
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t
1l est facile a remarquer que, si a(t)=>0 et la fonction [ a(t) dt est
t t 0

bornée (et si les fonctions of f (t) dt, Ofb (t) dt sont bornées) alors il suffit

de poser a(t) = 0 et b(t) = a(t) - b(t), pour se trouver avec les fonctions
a(t) et b(t) dans le cas a.

La généralisation du Théoréme 2 a pour n quelconque a éte établie
par Bellman [5], p. 37, mais avec I’hypothése supplémentaire que
f(t) =0, a(t) =a, T f(t) ou a, est une constante et f(t) est une fonction
a variation bornée, telle que }1}:\ B(t)=20.

Nous établirons maintenant un théoréme dans lequel du fait que f est
bornée il s’ensuit que I'’équation correspondante posséde la propriété B,.
Théoréme 3. Soit I’équation

(5,2) r=a(t)x+f(t)

Supposons que |f(t)|<<M et que A soit une constante positive.

a) Sia(t)<<—A4 <0 alors toutes les solutions de (5,2) sont bornées
(c’est-a-dire que (5,2) posséde la propriété B,).

B) Si a(t)==4>0, alors exactement une solution de (5,2) est bornée.

] . A e
Les autres croissent absolument plus vite que expgt (c’est-a-dire que

(5,2) posséde la propriété B,).

Démonstration. Ladémonstration la plus courte peut étre faite
a 'aide de considérations topologiques.

a) Admettons a (t) << — 4 << 0. Soit une zone V définie par l'inégalité
|| < R. Elle est bornée par les droites x,=+R, z,;= —R. On voit aisé-
ment que, pour tout R assez grand ,toutes les solutions qui ont un point
de contact avec ces droites entrent dans la zone V. Il s’ensuit que toutes
les solutions de (5,2) sont bornées.

B) Si nous admettons a (t) == 4 > 0,, alors on peut montrer de méme
que pour R assez grand, toutes les solutions qui ont un point de contact
avec les droites x = *+ R sortent de V. Il résulte du Théoréme de rétracte
de M. Wazewski [33] qu'il existe une solution au moins qui est
bornée (dans notre cas on le peut démontrer élémentairement sans avoir
recours au Théoréme de rétracte).

Puisque toutes les solutions ayant un point de contact avec la courbe

3M At
ylt) = S eXp

sortent de la zone x <y (t) et I'équation (5,2) est linéaire, la solution
bornée est unique.
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On a obtenu des résultats semblables pour des équations non linéaires

T =g(x)+f(t) ot lim|g(x)| =+ co,sgng(x) =sgn x (mais seulement pour
L
n=1—voir Hartman [8]

6. La thése du Théoréme 28 dit que l'unique solution bornée tend
vers zéro. Il est & remarquer que sous les hypothéses des Théorémes 2a
et 3 les solutions tendant vers zéro peuvent manquer.

En effet, soient les équations x = const. (a(t) = b (t) =0) ou bien
T =x+1 (a(t) =1). Aucune de leurs solutions ne tend vers zéro.

Une supposition plus forte que (5,1) — a savoir que f | [f(t)|dt con-
0

verge — serait nécéssaire pour que les solutions tendent vers zéro (voir —
par exemple —Peyovitch [21]).

L’exemple de I'’équation £ = 1 montre que dans le Théoréme 2 il ne
suffit pas de supposer que f est bornée (au lieu de (5,1)), et dans le Théo-
réme 3 il ne suffit pas de supposer que 4 = 0.

Remarquons que sous des hypothéses a peu prés les mémes, on peut
caractériser avec une plus grande précision le comportement des solutions
bornées (voir par exemple Haag [7], Wintner [34],[35]).

7. Généralisations. Au § 3 nous avons comparé la vitesse de croissance
des solutions a celle de expet. On peut les comparer a la vitesse de crois-
sance d’une fonction plus générale exp ¢(e,t) en considérant les expres-
sions

(7;1) x(t,C) exp—‘P(e, t)

Soit une fonction g(e,t) définie et différentiable dans 1’ensemble (0,4)x
% (0,4 00), Supposons qu'il existe deux fonctions f(e) et y(e) définies dans
0, A4) et telles que

dw
(7,2) ple) d—‘i[;.:l y(e)
ou

Supposons que pour, pour &€ (0, 4),
(7,4) f f(t)exp —gle, t)dt - M,
0

Si, en plus sgn a (t) = const. et
£ |
17,5) Ifb(t)dt’ <M

0
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pour t==0, nous dirons que @(e,t) est une fonction de comparaison de
l’équation (3,1)
Si, en plus, la condition

(1.6) i tp(s,t)—w(%,t)

TR

=+o00 pour e€(0,A4)

est vérifiée, alors nous dirons que la fonction ¢(e, t) est une fonction de
forte comparaison de I’équation (3,1) (voir Tatarkiewicz [29]).

Théoréme 4. Soit ¢ une fonction de comparaison de l’équation (3,1)
a). Si

(7,7 a(t) <0

alors toutes les expressions (7,1) sont bornées pour ee¢ (0, A), (c’est-a-dire
que (3,1) posséde la propriété B, (¢)).
p) Si
a(t) - y(e) >0
alors, pour une solution au moins, lexpression (7,1) est bornée pour
ee (0, A). Si en plus, la fonction

!

(1,8) gle,t)— [a(t)dt

]
n’est pas bornée inférieurement, pour chaque € > 0 alors cette solution
est unique (c’est-a-dire que (3,1) posséde la propriété B, (¢)). Dans le cas
contraire ((7,8) bornée pour un e=¢,>> 0) toutes les expressions (7,1) sont
bornées (c’est-a-dire que (3,1) posséde la propriété B, (¢)).

Théoréme 5. Soit ¢ une fonction de forte comparaison de l'équation
(3,1). Alors toutes les solutions, pour lesquelles l'expression (7,1) est bornée
en vertu du Théoréme 4, vérifient aussi la condition

(7,9 lim x(t, c) exp — @(e, t) =0

(c’est-a-dire que (3,1) posséde la propriété Oy (p)).

La démonstration du Théoréme 4 ressemble a celle du Théoréeme 1.
Il suffit d’y remplacer ¢t par ¢ (e, t). Le Théoréme 5 est une conséquence
immeédiate du Théoréme 4 et de la définition de la fonction de forte com-
paraison.

Les généralisations fournies par les Théorémes 4 et 5 sont d’'importance
étant donné que, si nous posons ¢ (e, t) = const. (ce n'est pas une fonction
de forte comparaison!), nous obtenons un théoréme semblable au Théore-
me 2, et, si nous posons ¢ (g, t) = e t, nous obtenons la partie essentielle du
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Théoréme 1. En choisissant d’autres fonctions ¢ (¢,t) en peut obtenir en-
core d’autres critéres. En voici un exemple:

Exemple B. Soit ¢(e, t)=¢Int, a(t) =b(t)=0, f(t)==1/t (c’est-a-dire
I’équation & = 1/t). En appliquant le Théoréme 5 nous obtenons le résul-
tat bien connu sur l'ordre de croissance du logarithme

Int-+c
AR =

x(t,c)-exp(—elnt)= — - 0

pour chaque ¢ > 0.

Remarquons que les hypotheéses (7,5) et (7,7) sont plus fortes que (3,4)
et (3,5) (et méme plus fortes que (3,18) et (3,5)). Au lieu d’admettre (7,3)
supposons que
(7,10) 0<pg(e)

pour chaque & > 0. Il est facile & montrer qu’alors les conditions (3,4)
et (3,5) suffiraient pour que le Théoréme 4 reste vrai. En effet, si nous
admettons (3,3) et (7,10), alors (7,2) implique I’existence d’une fonction
B(e), telle que

@ (e, t) B () +B(e)t < gple,t)
Done, vu le Théoréme 1, on a pour chaque ¢ > 0.
|x|exp—@(e,t) <|zx|exp—g(e,t) >0

Mais si nous ne supposons que (7,3), alors les hypotheéses (7,5) et (7,7)
sont indispensables. I’exemple suivant le démontre.
Exemple C. Soit 1'équation

(7,11) r=|a(t)+ b@®)]x+1

ou la fonction

[a(t) + b(t)] 7 : |sinlnlnt + cosInint|

est définie pour t = e. Admettons
p(e,t)=(1+ ¢)Int
Vu que

oa

J 1-exp—<p(s,t)dt=fgtt = L T M,

a8e

&

Ta condition (7,4) est vérifiée.
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Posons

A(t) 5 [ la(t) +b(®)]dt=1Int.sinlnlnt

et
nk
Th =expexp

Remarquons que

(7,12) Fip sy = 00 B
et que
(7,13)  expA(z,,, Jexp—g(e,1,,, )=1"000r4 11 = 1
yad! Tar+1
OnaA(t)<<Opourte 1z, ,, 7,,) et exp = 23, donc
'4kl- 1 '4!!
Jexp—Awdt - Jexp—A@®dr - 1, — 1y, 1y (@R, —1)
r "k—2
Soit un ¢ quelconque et k > 1 assez grand pour que
Ty o= C]
Alors, vu (7,12) et (7,13),
T2 (T a— 1) + ¢
T (g ppclexp—e(e, 7y, 4) > T
Tar 1
T"“‘? =1 1—& exp:,:; o 1—200¢
L . 4r-2 4k—2

Dong, si 0 < ¢ << 0,005, alors

lim x (t,,., ¢ exp—eol(e, 1, )=+ 0
R—yoo

— les expressions (7,1) ne sont bornées pour aucune solution de (7,11).

Posons b (t) =0 et a(t) = A’ (t); alors la condition (3,5) est vérifiée
mais la condition (7,7) ne I’est pas. Posons a (t) =0 et b (t) = A’ (t); alors
les condition (3,18) et (3,4) sont vérifiées, mais (7,5) ne l'est pas. Si nous
admettons (3,3), les conditions (3,4) et (3,5) ne suffisent donc pas, méme
pour qu’une équation posséde la propriété E, ().

Remarquons que les hypothéses du type (7,8) sont assez artificielles,
mais il est assez difficile de s’en passer — comparer avec (3,12) et voir par
exemple Niemyckij-Stiepanow [16].
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8. Nous avons déja remarqué que, si la condition (3,17) est vérifiée
pour chaque ¢ > 0, alors (3,3) a lieu, donc (3,6) ou (3,8) respectivement
sont vraies. Etudions rapidement la situation qui se présente si 1'on rem-
place ¢t par ¢/(e,t).

Les exemples suivants montrent que pour ¢ (e, t) quelconque, I'hypo-
thése f (t) exp — ¢ (&, t) — 0 ne suffit pas et que 1’équation (3,1) peut pos-

séder la propriété O,(p) méme quand J f(t) exp — @ (e, t)dt diverge.

Exemple D. Soit

1 :
3y t® 2Vt

et ¢(e,t) =y t + ¢elnt (c’est une fonction de forte comparaison). Alors

x'=e“

f(t)exp — ¢ (e,t)—> 0 mais ff(t) exp — ¢ (g, t) dt diverge pour ¢ < 1/3.
1

Enfin pour toutes les solutions

B.
x(t,c) exp — @le,t) =[V t exp}t +c].t * exp—})t =+ 00
pour ¢ <1 3.
Exemple E. Soit

eIyl

9t 7

et p(e,t)=yt +elnt. Alors f(t) exp — (e, t)— 0, _"f(t) exp — (e, t) dt
1

diverge, mais toutes les solutions vérifient la condition (7,9).
Bien que nous supposwns dans le Théoréme 4 que

ff (t)exp — (e, t)dt

converge, dans la thése nous obtenons que l'expression (7,1) est bornée,
et non que l'intégrale

(8,1) fx(t, c)exp — @(e, t)dt
1

converge. Dans la thése du Théoréme 1a on peut remplacer la condition
(3,6) par la suivante: ,l'intégrale

fm(t,c)exp—etdt
0
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converge pour tout e = 0" et le théoréme reste vrai. L'exemple suivant
montre qu’en remplacant la thése du Théoréme 4a par la these: ,l'inte-
grale (8,1) converge” on obtient un théoréeme faux.

Exemple F. Soit x=t32,t - 1, et p(e,t)=ceInt pour ¢ >0. Alors

| t32 exp (—elnt) dt converge, mais
!

_l-x(t,c) exp —og(g t)dt = j (c—2t 1)t dt
i 1
diverge pour ¢ < 1/2.

9. Les équations d’ordre supérieur. Nous étudierons dans ce para-
graphe quelques particuliarités des équations d'ordre supérieur a un.

Exemple G. Soit I’équation (définie pour t == 1)

9,1) Y+ |sinlnt+coslnt]y=1
On voit que, si x (t, c) est la solution générale de (4,1), alors
t

y(t.c,c‘)=fx(t,c)dt +c
1

est la solution générale de (9,1). Supposons que t = T, (voir (4,6)).
Comme au § 4, pour te{ty, tr+y > et k assez grand on a (voir (4,5))

°

(9,2) | exp(—tsinlnt)dt ; expdt,
i

ou

5
d=exp—

-

7
n=> EXpIS e

(voir (4,4))
Vu (4,7) et (9,2), on a pour t = t, (voir (4,8))
t '
y(t, ¢, c‘)=J x(t,c)dt—}-c‘,/}i fexpyt. exp(—tsinint)dt +c' =
1 M

1
t

s )
=iexpyr.} exp(—tsinlnt)dt +¢' - -B—expyr.expét +c'
1
ou 1< 7<_t. Donc pour t > t,
y(t,c,c') ; expot+ c'

et pour 0 <¢<_d on a
lim y (t,c,c') exp —et = + 00
[

pour chaque couple ¢, c'.
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Bien que touts les coefficients de (9,1) soient bornés, cette équation
ne posséde méme pas la propriété E,. La cause de ce phénomeéne consiste
en ce que la courbe K, dont les équations paramétriques sont

a,(t) = 0, a,(t) = sinlnt+coslint,

est contenue dans les frontiéres des cellules Z{¥) (voir (1,4)). L'exemple de
I’équation ,,non réguliére” donné par Niemyckij-Stiepanow
[16] p. 192—200 ne reussit non plus que grace au fait que la courbe (1,5)
passe d’une cellule a I'autre. De méme pour l'exemple connu de P e r-
ron [19letde Vinograd [31] (ce dernier exemple montre aussi
qu’un passage a limite peut donner une équation ayant moins de solutions
bornées que les équations primitives).

Evidemment il ne suffit pas que la courbe K (voir (1,5)) passe d’une
cellule & I'autre ou qu’elle soit contenue dans les frontiéres des cellules,
pour que l’équation correspondante n’ait pas des solutions bornées (ou
e- bornées pour ¢ > 0). La situation est ici assez compliquée — consulter
les travaux de G. A scoli, par exemple [2].

Si I'on veut généraliser le Théoréme 4 pour des équations d’ordre su-
périeur, et si 'on ne veut admettre que I’hypothése (7,3) (et non (7,10),
qui implique (3,3)), on peut y avoir des difficultés. Celles-ci surgissent si la
courbe (1,5) passe par des points appartenant a deux surfaces R’ 4;(t)=10
en méme temps (Si I’équation est a coefficients constants, cela correspond
aux racines multiples de 'équation séculaire A" — @, A" ‘' — ....— a,A—
— a, =0 ayant la partie réelle égale a zéro.

11 est intéressant de comparer I’exemple B au suivant

Exemple H. Pour la fonction de forte comparaison ¢ (e t) = elnt

I'équation X =1/t ne posséde méme pas la propriété B, (g).(Ici 4, (t)=2,(t)=
= (0 et a, (t) = a, (t) == 0).

Des propriétés asymptotiques pour des équations d’ordre supérieur
peuvent étre démontrées non seulement a aide de la méthode des appro-
rimations succesives (voir — par exemple — Perron [18] et T a-
tarkiewicz [29] ou bien des diverses méthodes topologiques (voir —
par exemple —Bellman [3], Levinson [11], Tatarkie-
wicz [28] et Wazewski [33], mais aussi a I’aide de la ,,seconde”
méthode de Lapounov (voir — par exemple —Antosiewicz-Da-
vis [1], Starzynski [25], [26]).

10. Les équations non linéaires. En général l’allure asymptotique
des équations non linéaires est différente de celle des équations linéaires.
(L’exemple des differences — voir Vino grad [32]). Mais les ré-
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sultats obtenus pour les équations qui ,,différent peu” des équation linéai-
res sont assez semblables & ceux qui concernent les équations linéaires.
Citons un de ces résultats.

Soit 1'équation (l’équation (1,2) pour n = 1)

(10,1) r=a(t)x +d(x,t) + f(t)
ou
d(0,t)=0

Supposons que a(t) — a. Supposons, en plus que f et d sont continues et
qu'’il existe deux fonctions y(t) et y (t) non négatives, continues et telles
que

(10,2) dix,t) —d(x,t)/ < [y(t) + 2 (t)]. —x
ou
(10,3) lim y (t) = 0, fy(t)dt- “ 4o

0
Supposons que ¢ (¢,t) soit une fonction de comparaison et supposons
que si x(t) ~0alors

(10,4) 0 < B(e)
(voir (7,2)), et soit

[156) exp—q(e,dt -~ M,

U 0
Nous avons alors (voir Tatarkiewicz [29]).

Théoréme 6. a). Si @ == 0, alors, pour toutes les solutions x (t) de (10,1),
les expressions
(10,5) x(t) exp — g (e, t)
soit bornée, (c’est-a-dire que (10,1) posséde la propriété B, (¢)).

B). Si >0, alors il existe une solution x,(t) eractement, telle que
I'expression

x, (t) exp — @ (¢, t)

soit bornée, (c’est-a-dire que (10,1) posséde la propriété B, (¢))-

Remarquons que si ¢ est une fonction de forte comparaison, alors
(10,1) posséde la propriétée O, (@), respectivement (), (@) (comparer au
Théoréme 5).

L’exemple suivant montre qu’on ne peut pas supprimer I’hypotheése
que si y (t) 7 0, alors 0 << B (e), c’est-d-dire qu’alors ¢ ne peut différer
essentiellement de la fonction linéaire et.
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Exemple I. Soit ’équation (définie pour t = 1)

(10,6) phoe 15 urfl
)t it
et posons ¢ (e, t)=(1,2 + ¢)Int.
Alors

{lf(t) exp —¢q(e,t)dt= ’ i‘f_l5
i i

converge, a— 0 et comme l t~12 dt diverge, il faut poser y(t)=1t"12. Les
i

solutions de (10,6) sont données par les formules
[ —1+kexp+2y)t x>0
x (t) =] pour
I l—kexp—2)t x- 0
Chaque solution, pour laquelle x (1) << 0 croit jusqu'a ’axe 0t, et cha-
que solution qui prend une fois une valeur x (t) = 0 tend vers l’infini

aussi vite que kexp2 pt. Cest-a-dire plus vite que t!'?*¢. Donc, pour
chaque solution de (10,6)

(10,7) lim x(t) exp—g¢(e,t)= + ©

Exemple ]. Soit
¢ |x| 1
T= " —
)t vt
et posons ¢ (e, t) = (1/2+ ¢)Int. Dans cet exemple les expressions (10,5)
sont bornées pour une partie de solutions, pour les autres, nous avons
par contre (10,7).

Si nous généralisons le Théoréme 6 pour n quelconque, alors il faut
supposer en plus (10,4) — méme si g (t) = 0 — pourvu que zéro soit la
partie réelle des racines multiples de I’équation séculaire (1,3) de 1’équation
linéaire correspondant a (1,2). L’exemple H le démontre.

Nous avons supposé (voir (10,3) que y (t) — 0. Il ne suffit pas de sup-
poser que x(t) est bornée. (Il suffit de supposer que x(t) est bornée par
un nombre positif suffisamment petit — voir le Théoréme 7). L'’exemple
suivant le démontre:

Exemple K. Soit

(10,8) r=ax+pB|x|+1
et posons ¢ (e, t)=¢t, € >0.
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Les solutions sont données par les formules

1
_d_¢9 + kexp(a+ )t x>0

x(t)= pour

1 .
——a_—ﬁ—*-kexp(a—ﬂ)t <0

Si a<< 0 et |a|<<p alors pour toutes les solutions de (10,8)

lim x (t) exp—et= + co

t-do<
pour £ <-f—|a . (Bien que ¢ (¢, t) =¢t soit ici une fonction linéaire de t).
Parmi les autres théorémes de ce genre, les plus intéressants sont ceux
qui n’utilisent pas la ,,condition de Lipschitz généralisée” (10,2) et (10,3).
Voici deux de ces resultats (voir Levinson [12]).
Théoréme 7. Si a <0, f(t) =0 et

ld(x, t)| < 9|al.|x|

ou 9<1, alors (10,1) posséde la propriété O,.
Théoreme 8. Sia<<0,f(t)=0et

ld(x,t) <y(t) x

o y(t) est bornée et f y(t)dt converge, alors (10,1) posséde la propriété B,.
I

11 est facile de montrer a I'aide d’exemples qu’avec les hypothéses du
Théoréme 8 I’équation (10,1) peut ne pas posséder la propriété O, (£ = x/t?)
et que I'hypothése y(t) — 0 peut ne pas suffire pour que (10,1) posséde la
propriété B, (= x/t). Un autre exemple montre que dans le Théoréme 7
I’hypothése #<C1 est indispensable (x= — x+2|x|). Enfin, les deux
théorémes seraient faux si I’on supposait seulement que |d (x, t)|<<@|x |~
ou #=1 et ® est une constante.

Un autre type de majoration de la fonction f, suffisante pour que
I’équation (10,1) posséde la propriété O, a éte trouvé par L o jasie-
wicz [14].
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Streszczenie

W ostatnich czasach poswiecono wiele uwagi oslabieniu zalozen
asymptotycznych twierdzen teorii rownan rézniczkowych. Mimo to, uzy-
skano dotychczas og6lne wyniki tylko dla réwnan

M =ap(t)x* V4 .. +a, ()T +a, () x+ f(t)+d(t,x,x,..., x5 V) (1)

o niemal statych wspotczynnikach (tj. takich, ze badz a,(t) - a,, badz tez
calki | | ai(t) — @, |dt sa zbiezne), niemal liniowych (tj. takich, ze funk-
0

cja d w pewien sposob ,mato“ odchyla sie od zera).

Weimy krzywq K przestrzeni n wymiarowej, dang parametrycznymi
réwnaniami

a, =a,(t), ...,an=an(t) 2)

Analizujac znane dotychczas wyniki dla n = 1 lub dla n = 2 wypo-
wiadam w § 2 przypuszczenie, jakie wlasno$ci powinna mieé¢ krzywa (2)
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by réownanie (1) posiadalo dokladnie k parametrowa rodzine rozwigzan
x (1) ograniczonych lub spelniajacych warunki

lim x(t)exp—et=10 (3)

t>o

Wezmy mianowicie réwnanie algebraiczne wzgledem 2

M—a () A 1— . —a,(t)i—a,(t)=0
ma ono dokladnie n pierwiastkow
li=Aila, .., ay) i=1,2,..,n
Nazwijmy komorkq Z!", te cze$¢ przestrzeni m wymiarowej E =
=la,, ...,as} W ktorej doktadnie k czesci rzeczywistych funkcjili(a,, ..., a,)

jest niedodatnich.

Prawdopodobnie K(: I'Z{" jest warunkiem wystarczajacym na to by
k parametrowa rodzina rozwigzan (1) (dla d dos¢ ,,malego lub d - 0)
spetniala warunek (3). Podobny acz nieco mocniejszy warunek jest praw-
dopodobnie wystarczajacy na to by k parametrowa rodzina rozwigzan
rownania (1) byla ograniczona.

Przyklady pokazuja ze jesli K(_F’Z{® to moze nie istnie¢ k parame-
trowa rodzina rozwiazn (1) spelniajacych (3). Podobnie, gdy K 2Z{" 4 2"
to moze nie istnie¢ rodzina k lub | parametrowa speiniajaca ten wa-
runek.

Dalsza cze$¢ pracy poswiecona jest udowodnieniu twierdzen asympto-
tycznych dla réwnan (1) liniowych, pierwszego rzedu (n = 1 d = 0), oraz
pokazanie na przykiadach, ze zadnego z podanych zalozen opusci¢ nie
mozna.

Jednym z tych twierdzen jest (pierwsza cze$¢ Twierdzenia 1):

Przypusémy, Ze dla kazdego ¢ > 0 istnieje M, takie, ze

flf(t)lexp—etdt "M, (4)
0
ize

£
nmi] b(t)dt="0 (5)

k »e tJ

0
lima(t) 0 (6)

Ha

Wtedy wszystkie rozwigzania réwnania

z=la(t)+b®]z+1() (7)
spetniq dla kazdego &> 0 warunek (3).
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Przyjmijmy
a(t)=0, b(t)==—|[sinlnt+coslnt|, f(t)=1.
Wtedy warunki (4), (6) sa spelnione, zas nie spelniony jest warunek (5)
oraz zadne rozwigzanie (7) nie spelnia warunku (3) (dla dostatecznie ma-
lych ¢=>0). Widzimy wiec, ze warunek (5) nie daje sie opusci¢, ani nawet
zastgpi¢ nieco stabszym warunkiem ograniczonosci funkeji

W paragrafach 7 i 8 omowione sg zmiany jakie nalezy zrobi¢ w zalo-
zeniach i tezach uzyskanych twierdzen, by moéc zastgpi¢ funkcje liniowsg
¢ t przez dowolng funkcje ¢ (e, t) monotoniczng i spelniajacg pewne do-
datkowe warunki. Okazuje si¢, ze otrzymaé mozna w ten sposob twier-
dzenia, ktére wprawdzie wymagajg mocniejszych zalozen, lecz za to maja
ogdlniejsze tezy.

Ostatni paragraf (§ 10) poSwiecony jest warunkom jakie musi speinia¢
cze$é nieliniowa réwnania (1) (dla n = 1), by rownanie to posiadalo k pa-
rametrowg rodzine rozwigzan ograniczonych lub tez spelniajacych wa-
runek (3).

Oczywiscie — z odpowiednimi zmianami — powyzsze uwagi odnoszg
sie tez do ukladéw réwnan rozniczkowych zwyczajnych.

Peswme

B nocnenHee BpeMsa MHOTO BHMMaHMA MOCBALIEHO ocyiabieHuio mnpepn-
MOCBLIJIOK NPM aCUMMIITOTMYECKMX TeopemMax TeopuMu AuddepeHLmaNtbHbIX
ypaBHeHui1. HecmoTps Ha 3TO A0 cuX MOp moJiy4deHbl obiiye pe3yabTaThl
TOJILKO AJIA YPaBHEHUI

xMW=gq,@t)x" "+ -+ a, )+ a, (Vx4 f(t) +d(t,x, .., ) (1)

C NOYTU NOCTOAHHBIMU KOIPPuUyUenTanu (T.e. TaKUMHU, YTO UIN dax (t) — ax ,

um ke uHrerpanbl [ |ax (t) — @ |dt cxomaTca) noutu auneinwir (T. e.
0

TakuX, 4T0 PYHKLMA d HEKOTOPBIM 06pa3oM ,,#a20’" OTKJIOHAETCA OT HYJIA).

Bo3mém kpuByro K n - MepHOTro NpPOCTPAaHCTBA, MaHHYIO MapaMeTpuuec-
KMMU ypaBHEHUAMU

a, =a, (t), ey Qu— Qp (t) (2)

AHanu3Mpya M3BeCTHble NO HACTOALLEr0 BpeMeHM pe3yJbTaThbl IOJIy-
YeHHble AJA N = 1 uau n = 2, g BbICKa3bIBalO B § 2 MpennoJoxeHue, Ka-
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KMMM cBOMCTBaMy poJjzkHa obnagath kpuBaa K (2), uTobel ypaBHeHue (1)
J¥IMeJI0O B TOYHOCTM Kk - mapaMeTpoOBOoe CEeMEHCTBO pelueHuit T (t) orpaHu-
YEeHHBbIX MJIM MCIOJIHAIOLIMX YCJIOBUA:

lim x(t)exp —et=20 (3)
NmeHHO, Bo3bMeM ajnrebpanyeckoe ypaBHEHME OTHOCHMTENBLHO 4
M—ay ()i ' —-—a,(t) A+ a, () =0;

Y Hero B TOYHOCTU N KOpHeit
;.[=;.‘ (a,,--..au) i=l,2,...,n.

Hazosem sueitkolo Z{) Ty wacTb n - MepHOro mpocTpaHcTBa E =
= |a,, .., @}, B KOTOPO} YMCJIO HEMOJOKMTEJNbHLIX NEeNCTBUTENBLHBIX Ya-
cTeil yHKIMIA A B TOYHOCTM PaBHO K.

BeposatHo K (_I'Z{" (I'Z{" mHO)kecTBO BHyTpeHHMX To4ek Z{") apnaet-
cfl AOCTAaTOYHBIM YCJOBMeM, YTOObI k - mapaMeTpoBoe CeMeNCTBO pelleHMit
ypaBHeHus (1) ucnoaHano ycnoBue (3) (ansa gocraToyHo Masoro d Mau Ais
d==0).

IToxoxkee, XOTA HECKOJIBKO 6oJiee CUIILHOE YyCJIOBME, BEPOATHO, ABJIAET-
¢Sl AOCTATOYHBIM IJIA TOro, 4Ytobbl k - MapamMeTpoBOoe CEeMeiCTBO pelueHui
ypaBHeHua (1) 6bL10 OrpaHMYEHO.

TpuMeps! Moka3biBaoT, 4To ecan K F'Z{(F'Z- rpanuua MHoxecTBa Z),
TO MOXKET He CYLIeCTBOBATh K - MapaMeTpOBOE CEMEMCTBO peIeHMit, HUC-
nonHawowux yciaosue (3). [logobubim obpazom, korga K ( ZY" + ZIM, To
MOJKET He CyILLleCTBOBaThb k - niu l - mapamMeTpoBoe cemMeiCTBO, MCIIOJHAI-
lllee 9TO YCJIOBME.

JaJsiee moxa3aHbl acMMMNTOTHMYecCKMe TeopeMbl IJA ypaBHeHuyu (1) Jsm-
HeifHbIX rnepBoro nopagka (=1, d —=0), 1 noka3aHO Ha mpumepax, 4TO
HeJIb3A NPONYCTUTh HM OJHOM M3 NPUBENEHHBIX NPEINOCHIJIOK,

OnHa U3 9TUX TeopeM clenyioluas (nepsasd 4acTb TeopeMbl 1):

1 peononowum, wmo 0as 6carozo € >0 cywecmsyem manoe M, umo

_|‘ f(t) exp—etdt M, (4)
0
u me y
lim -ifb(t)dt———o (5)
0
lim a(t) <~ 0 (6)

t—»oo
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Tocda sce pewenus ypasnenus

Z=la(t) +b(t)x+f(t) (7
uenoansion ycaosue (3) npu ecanom g = 0.
IIpumem
a(t)=0, b(t)=— [sinlnt + cosInt], fit)=1.

Toraa ucnosHeHe! ycnoBua (4) u (6), Ho ycyaoBue (5) He MCIIOJHEHO, M HU-
Kakoe pelleHue ypaBHeHus (7) He mMcrosHseT ycaoBuaA (3) (ana gocraTod-
HO MaJbIX ¢). Mitak, MBI BUAMM, 4YTO ycioBue (5) He MOXKeET ObITh Mpomy-
LIIEHO MJaM Jaxke 3aMeHeHo O6oJsiee cyabblM yCJIOBMEM OrpaHMYE€HHOCTM
dyHKLIMM

|

fb@dm
0

B §§ 7,8 oroBopeHb! HeoGXOAMMBIE U3MEHEHMA B IPEANOCHLIKAX U Te-
2Mcax IMOJIyYEeHHBIX TeopeM, UYTOObI MOXKHO OBbINO 3aMEHUTb JIMHENHY:O
dyHKUMIO £<_t MPOM3BOJILHOM MOHOTOHHOM dyHKUMeN ¢ (g, t), MCHONHAIO-
1€l HeKOoTopble AobGaBouYHbIE yCJOBUA, XOTA M Tpebyloume 6Gosee cuib-
HbIX TMPEANoChIIOK, HO 3aTo MMelolue 6osee obuimne Te3uUCHI.

IMocnenuuit § 10 mMoCBALUEH yCJIOBUMAM, KOTOpBIE JIOJI)KHA MCIIOJHATD
He.luHeUHas 4yacTk ypaBHeHusa (1) (mpyu n = 1), 4yrobbl 3TO ypaBHEHHe
umeso k — mapaMeTpoBOe CEMENCTBO PpELUEHMiT OrpaHMYEHHBIX, MM He
UCMOJNHAKLIMX ycaoBue (3).

3TH 3aMeyaHUA — C COOTBETCTBEHHBLIMM MU3MEHEHUAMU — KacaloTcA
Toxe cucresm OOLIKHOBEHHBbIX AudepeHIMANBHbBIX YpPaBHEHMIA.






