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Sur quelques propriétés des fonctions de distances. 11.
O nicktorych wlasnosciach funkcji odleglosci. Il.

O HekoTopbix cBoHcTBax GyHKUH# paccroannii 11

§ 1. Dans un article publié dans le ,,Journal de mathématiques pures
et appliquées” [1] j’ai énoncé, sans démonstration, les deux théorémes
suivants:

Théoréme I. Soient D,, D,, ..., D, des droites situées dans un meéme
plan P, et E un ensemble borné et fermé, contenu dans P. Désignons par
d; la distance d’un point de E a la droite D;. On a l'inégalité

Vmaxd? 3max( vdf)
i—-1 E E \&

l’égalité a lieu, par eremple, lorsque n = 3 et D,, D,, D, sont les cétés
d’un triangle équilatéral et E est ce triangle *).

Théoréme II. Si les conditions du théoréme I sont vérifiées et si les
droites D; passent toutes par le méme point, on a l'inégalité

n n
V' max d? 2max(2d"§);
=1 E E \i=i

léaalité a lieu, par exemple, lorsque E est lellipse, le long de laquelle
n

d? est constante.
=1

[

*) cf. pour plus de détails en ce que concerne le signe d’égalité le dernier alinéa
du § 3.
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§ 2. Je commencerai par établir I'énoncé II. Il est clair qu'il suffit de
le prouver dans le cas, ou l’ensemble E se réduit. a a un lieu géomé-
trique de 1'équation d‘; L d; +... + d? =const, car 'ensemble arbitraire E
est toujours contenu a I'intérieur de la courbe d} +-d? + ... + d% = mr'c_lx (d? +

+d?+...+ d?). Supposons que le point commun a toutes les droites D;
est a l'origine, soient y=m;,x (i=1,2,...,n) les équations de ces
droites. L’équation du lieu géométrique d? + d? + ...+ d?=const pourra
s’écrire:

n °»
N b= ) ‘r)-=c
— 1 + m2 ’
i= i |
ou C est une constante positive. En tournant convenablement les axes
de coordonnées on peut supposer que l’'on a
n
- m;
— 1+ m?
=1 f

En posant

= N > TENE .
=Yt o Xim

on voit que le lieu en question est 'ellipse ax®+ gy*=C.*) Or on trouve
sans peine que le maximum du carré de la distance d’'un point de I’ellipse

x> y?
s ==1
a2+ b?
a la droite y = mx est égal a
a2m2+_b2 3
1+m? '’
or  at=-2, et b=, on a donc
p p
n c n m? c n 1
Ymaai=C B ™ g 1,
=1 R e - R

*) Un des nombres m,; peut devenir infini apreés la rotation des axes. Les fractions
correspondantes sont égales & 0 ou a /s,
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cette égalité entraine immédiatement le théoréme II. En ce qui concerne
la discussion du cas ou l'inégalité se réduit a I’égalité, cf. le dernier alinéa
du § 3.

§ 3. Passons a la démonstration du théoréme I. I1 suffit encore de con-
sidérer le cas, ou I'ensemble E est lieu géométrique de 'équation d? +dZ + ...
+ d2=C. Siléquation de la droite D; est y = m;x+¢;, I'équation du lieu
géométrique en question peut s’écrire:

V"w (y —m; x— ci)?

1+m2 =L

1==]

En choisissant convenablement les axes de coordonnées on peut suppo-
ser que

L n H
b L., L A— ST
— 1+ m? Uc _— 14+ m? ’ i 1+ m? 0,
fe=l d = 4 =1 !
de sorte que lieu géométrique en question est l'ellipse
ax2+ﬂy2=c_7v
ou l'on a posé
n 2 L n 2
T M ST ) e R TEg W
= 1+m s tm = 1+m

y =0, car les droites D; ne passent pas toutes par l'origine.
Le maximum du carré de la distance d’'un point de I’ellipse

LY

a’ b®
a la droite y = mx—+c est égal, d’aprés ce qui précede, a ’expression

lyb® +a*m? +|c[]*

1+ m?
On a donc
n a C—y) (m: e ; ) + leii* 42|y ICT_“_'}’ '/‘Eﬁ + 1
S maxd? = 4 a .
i=1 e = 1 +m?

/,

v/ N
=2(C—y) +y+2yC— Z c'-l/?l? -
Y 7 yr! 1+mﬁ
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En utilisant I'inégalité de Cauchy on constate que la derniére somme ne

dépasse pas
e R A
l/ f 1+m? = —f*=|'2y.
=1 = ;

par suite on obtient l'inégalité

Y maxd? < |1y +12(C—y) [~
1=1

Or 0 <"y <C et I'on trouve sans peine que le maximum de } v +V 2(C—y) lors-
que y varie dans l'intervalle 0 << y<C est atteint pour y == get qu’il est

égal a |/3_C, ce qui entraine immédiatement le théoréme 1. Dans quelles
conditions la limite 3 de 1’énoncé I est-elle atteinte? D’apreés ce qui pré-
céde il faut et il suffit pour cela 1°) que l’on ait le signe d’égalité dans
I'inégalité de Cauchy ce qui a lieu lorsque les rapports

c:(mta+ f)

ne dépendent pas de I'indice i; les directions des droites D; étant données
cette condition sera réalisée si les rapports des distances des droites D;
a 'origine sont convenablement choisis, 2°) que C=3 y et 3°) que les som-

n
mes )Y'max d? soient les mémes dans le cas de 'ensemble E donné et dans
i=1 E X »

n

le cas de l'ellipse Ed‘f.=C c. a. d. que E soit un ensemble contenu dans
i=1

cette ellipse et contenant tous les n points de l'ellipse dont les distances
des droites D; (i = 1, 2, ..., n) sont les plus grandes. Dans le cas particulier
ou les droites D; délimitent un triangle équilatéral dont les longueurs des
cotés sont égales 4 2 et dont le centre est a 1'origine on trouve que l'ellipse

2 oA 3
ax®*+ By*=C—y se réduit au cercle-z— (
C = 3 est circonscrit au triangle, on obtient ainsi '’exemple de’énomcél.

x? + y?)=C—1 qui pour

§ 4. Il est probable que les théorémes I et II s’étendent au cas de
I'espace, en y remplacant les droites D; par des plans (cependant il est
possible que les valeurs 3 et 2 des constantes qui figurent dans ces énon-
cés devront étre remplacées par d'autres).
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J’estime tres probable qu'il est aussi possible de remplacer dans ces
énoncés les sommes des carrés Zdz et 3 max d? par E d; et ¥ max d;
respectivement, et cela sans modification des constantes 3 et 2. Je vais étab-
lir le théoreme II ainsi modifié dans quelquqges cas particuliers. Il suffit
encore de considérer le cas, ou 'ensemble E est le lieu géométriquge de
I'’équation 2 d; = const. Or, on a le lemme suivant:
Lemme. Considérons les droites D,, D,, ..., D, situées dans un méme
plan et passant par Uorigine des coordonnées. Soit d; (x, y) la distance du

n
point M (x, y) a la droite d;. Le lieu géométrique des points ou Y di(x,y)
i=1
= const est un polygone P convexe, qui contient l'origine a son intérieur
et dont les sommets sont situés sur les droites D;.

Il est d’ailleurs clair que deux polygones, qui correspondent a dif-
férentes valeurs de la constante, sont homothétiques par rapport a l'ori-
gine. La seule assertion du lemme, qui n’est pas évidente, est celle d’apreés
laquelle le polygone P est convexe. Or, ceci est évident dans le cas parti-
culier ou les angles que font les droites entre elles sont tous égaux, car
le polygone P est alors un polygone régulier. Si le polygone P n’était
pas convexe dans le cas général, on pourrait modifier continuement les
angles que font entre elles les droites D;, de maniére qu’ils deviennent
tous égaux; il est clair qu'il existerait alors un systéme de droites D; tel
que le-polygone P correspondant contiendrait deux cétés consécutifs, soit
AB et BC, situés sur une méme droite. Si 1l'équation de OB est ax+ by
=0, ou a2+b2 =1, la distance d'un point M(x,y) a OB est égale
a +(ax~ by), ou le signe change lorsque M traverse OB. Il s’ensuit que
les équations des cotés AB et BC seront respectivement de la forme

(a+a)x+(B+dby+y=0
et

(a—a)x+(f—by+y=0 (y#0)

Si BC est le prolongement de AB, les deux équations qui viennent d’étre
écrites représentent la méme droite, on a donc a +a=a—a et B+ b=
=pf—b»b, cad. a =b=0, ce qui n'est pas possible. Le lemme est donc
établi.

Supposons en particulier que les angles entre les droites D; soient
tous égaux, et que n=2. On constate immédiatement que le long du
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polygone régulier ayant 2n c6tés 3'd; = const. Le rapport 3'd:: }' maxd;
=1 i=1 =l
est plus grand ou égal a

|-y g, R S I
n n n
4 P4
b e e T . T
b 2 b 4 T b 4 b 4 .
b T 8 on g

Lorsque n — oo, le rapport étudié tend vers 2/x.

Passons au cas ou les angles que font entre elles les droites D; sont
quelconques. Lorsque n = 2, on trouve jue le polygone d,+d, = const
est un rectangle dont les droites D, et D, sont des diagonales, un calcul
élémentaire montre que dans ce cas le rapport (d,+d,) : (max d, + max d.)
est égal a /.

Supposons maintenant n == 3. Supposons qu’en tournant dans le sens
direct autour de l'origine on rencontre successivement les droites D,, D,,
D;. Désignons par ¢, et ¢, les angles que font les droites D, et D, respec-
tivement avec la droite D, (0 <¢, <<=z, 0 <@, <<=a, ¢, + ¢,< 7),et par r; la
distance a l'origine d’un point d’intersection de la droite D; avec le po-
lygone P d’équationd, +d,+d;= const (D; coupe P en deux points, dont
les distances a l'origine sont les mémes). La valeur de d,+d,+d, étant
constante le long de P, on aura:

(1) 7 [sing, + sin(@, + ¢)| = ry [sing, + sing,| =71, |sing, + sin (@, + ¢,)]

et on peut admettre que la valeur commune de ces 3 produits est égale
a 1. Admettons, en premier lieu, que le maximum de la distance d'un
point de P a la droite D, est atteint en un point de D,, que le maximum
de la distance d’un point de P a la droite D, est atteint en un point de D,
et que le maximum de la distance d’un point de P a la droite D; est atteint
et un point de D,. On peut décrire cette situation symboliquement de la
maniére suivante: 1 -2, 2— 3, 3 — 1. Cela posé, I'inégalité a démontrer
peut s’écrire

rysing, + rysing, + 7, sin (@, + ¢4) < 2
ca d., et tenant compte des égalités (1):

) sin ¢, L sin g, sin (¢, + @5)
sin g, + sin g, sin g, + sin(¢; + @) sin @, + sin (¢, + ¢,)
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Or, il suffit d’établir que la somme des trois nominateurs des fractions
qui viennent d’étre écrites ne dépasse par l'un quelconque des trois dé-
nominateurs, multiplié par 2, car la somme (2) ne peut qu’'augmenter
lorsqu’'on y remplace chacun des trois dénominateurs par le plus petit
d’entre eux. On établit cependant facilement l'inégalité sin ¢, sing, +
+ sin (@, + ¢3) < 2 (sing, + sing,), car sin(p, + @;) < sing, + sin g,. On
a aussi sing, + sing, + sin (¢, + ¢,) << 2sing; + 2sin(p, +¢3) c. ad.
sin (p, + @) > sing, —sing;, car en posant ¢, + ¢, —=a l'inégalité s'écrit
sin(a—gq;) < sina +sing;. On a enfin sin ¢, + sin @4 + sin (p, + @.) -
‘2sing, + 2sin(p, + ¢;), car sin (@, + ¢;) > sing, —sing, .

Supposons maintenant que le maximum de la distance d’'un point du
polygone P a la droite D, soit atteint en un point de D,, que le maximum
de la distance d'un point de P a la droite D, soit atteint en un point de D,
et que le maximum de la distance d'un point de P a la droite D, soit
atteint en un point de D,. On peut décrire cette situation symboliquement
de la maniére suivante: 1 > 2, 21, 3—> 1. 7, 7, 7, ayant la méme sig-
nification que dans le cas précédent, l'inégalité a démontrer peut s’écrire:

Tysin @, + 7, [sing, + sin (g, + @,)] < 2
c.ad., en tenant compte des égalités (1)

sin ¢,
sin @, + sin ¢,
ce qui est évident.

Les deux cas que nous avont étudiés épuisent le probléme, car on voit
aisément que d’autres cas possibles se raménent aux deux cas précédents
par un changement de notations.

La méthode que nous venons d’exposer dans le cas ou n = 3 réussit
aussi lorsque n = 4, mais le nombre des cas a envisager augmente con-
sidérablement et, par suite, la démonstration devient sensiblement plus
longue. Il est donc indiqué de rechercher une autre méthode de démon-
stration, valable dans le cas de I’entier n arbitraire.
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Streszczenie

Udowadniam twierdzenia nastepujace:

1. Jesli D,, D,, ..., D, sa polozonymi na ptaszczyznie P prostymi, E le-
zagcym na P zbiorem domknietym i ograniczonym, a d,, d,, ..., d, odle-
glosciami punktu zbioru E od prostych D,, D,, ..., D, odpowiednio, to za-
chodzi nierownosé

n n
Vmax d? < 3max Y dZ.
i=1 E E =t
przy czym znak réwnosci ma miejsce, gdy n = 3, E jest trojkatem row-
nobocznym a proste D,, D,, D, sa bokami tego trojkata.

II. Jesli, przy zalozeniach twierdzenia poprzedniego, proste D,, D,,

D, przechodzg przez jeden i ten sam punkt, to zachodzi nieré6wnosé

caey

n n
Y maxd? < 2max Y'd?
i1 E E i—1
przy czym znak rownosci ma miejsce, gdy E jest elipsg wzdluz ktorej
d} +d2 + ..., + d? = const.

Pe3zwmMme

1 nokasbpiBalo cienylouMe TEOPEMbI:

1. Ecain D,, D,, .., D, cyTh npsamMble, Jexamme Ha njockoctu P, E
CCTb OTpaHMYEHHOE M 3aMKHYyTOe€ MHOXKeCTBO, pacrnojyioxeHHoe Ha P a d,,
d, ..., d» — paccTossHuMs TO4YKM MHoXKecTBa E coorBercTtBeHHo ot D,, D,
-, Dy, TO MMEET MeCTO HepaBeHCTBO

n n
Ymaxd? < 3 max Y d’
s ! !
=t R E =
NpM4YEM 3HAK PaBEHCTBA MMEET MEeCTO TOrjaa, Korma n = 3, E — paBHocTO-
POHHMI TPEYTroJIbHUK, a npambie D,, D,, D, cyTb CTOPOHEBI 3TOr0 TpeyroJib-
HUKa.

2. Ecau npu ycioBuax npenbiaylueir TeopeMsl npamsie D, D,, ..., D,
TIPOXOAAT Yepe3 Ty Ke CaMyl TO4YKY, TO MMEeT MeCTO HepaBEeHCTBO

nmaxd?-'2max nd’.
1:21‘ E ! E lz:‘

NpUYEéM 3HAK PAaBEHCTBA MMEET MeCTO, Korjga E ecTh aJjumc, BAOJL KOTO-
poro :

d’ 4 dj + ... + d? = const.



