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§ 1. INTRODUCTION

1,1. Depuis les travaux classiques de H. Poincare 8] et de
A. N. Liapounoff |5], on s’est occupé beaucoup de l'allure asymptoti-
que des solutions des équations différentielles ordinaires linéaires du se-
cond ordre (homogénes €t non homogeénes):

(1.11) rT—2a()x—Db(t)x=7f(2).
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Les recherches consacrées a 'étude des solutions de cette équation
et aux généralisations a des systémes du n-iéme ordre d’équations linéai-
res ou bien 4 des systémes qui ,différent peu” des systémes linéaires
ont pris une extension considérable (voir par exemple l’'ouvrage de
R. Bellman [2| ne contenant sur 170 pages, que les énoncés des résul-
tats acquis dans ce domaine depuis 80 ans).

Mais ces recherches n’ont épuisé (et ceci relativement) que I'étude
des cas suivants:

1,12. 11 existe les limites
lim a(t) lim b(t)
t oo t>o00

1,13. Les fonctions a(t), b(t) sont monotones.
1,14. 1] existe des nombres A, B tels que les intégrales

[ia)— ala [Ib(ty—B|dt
0 n
soient finies.

1,15. Les fonctions a(t), b(t) sont périodiques.

Dzns le cas général. nous ne disposons, a présent, que de quelques
exemples (ou plutét de contre-exemples sur des hypothéses émises — voir
par exemple la note de O. Perron [6]) et de quelques tentatives pour
trouver des critéres valables non seulement dans les cas 1,12-1,15 (voir
par exemple D. C. Lewis [4] et R. E. Vinograd [10]). Ces tentati-
ves sont d’ailleurs toutes récentes.

1,2. Ce Mémoire a pour but d’obtenir des résultats valables dans le
cas général. Mais,*comme on peut s'y attendre en analysant les exemples
connus, il faut faire des.hypothéses assez fortes concernant l'allure des
fonctions a(t) et b(t). Ces hypothéses sont, dans un certain sens, essen-
tielles (voir § 3). Dans certains cas il faut faire des hypothéses supplé-
mentaires concernant l'allure des dérivées d(t) et b(t). (Peut-étre pourrait-
-on les omettre).

Il est important de remarquer que les fonctions qui vérifient ces
hypothéses peuvent ne vérifier aucune des conditions 1,12 -1,15.

Les recherches sur la détermination des solutions bornées et des so-
lutions vérifiant certaines conditions asymptotiques seront faites parallée-
lement. Les résultats obtenus sont résumés dans les Théorémes I et II.
IIs sont intéressants vu leur similitude avec les résultats connus jusqu'ici
dans les cas particuliers 1,12-1,15.
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La démonstration compléte de ces deux théorémes est contenue aux
§ 4-8. Le § 3 est consacré a l'interprétation géométrique des hypotheses
des Théorémes I et II

Au § 9 nous considérons l’équation (1,11) ou la fonction f(t) vérifie
des conditions différentes de celles des Théorémes I et II. En particulier
nous considérons I’équation linéaire homogéne du second ordre (c’est-a-dire
’équation (1,11) avec f(t) ==0 — voir le Théoréme III).

Il est facile de généraliser ces résultats 4 certaines classes d’'équa-
tions qui ,différent peu” des équations linéaires du second ordre. Cette
géncéralisation fait 'objet du & 10, qui contient aussi une esquisse de dé-
monstration. -

1,3. Remarquons que ces recherches peuvent avoir des applications
immeédiates, étant donné que 1'équation (1,11) avec des coéfficients ne vé-
rifiant aucune des conditions 1,12-1,15 a une certaine importance dans
’électrotechnique.

1,4. Pour démontrer les Théorémes I et II nous allons transformer
I’équation (1,11) en un systéme équivalent (systéme (4,12)). On étudiera
ce systéme a l'aide de la méthode topologique de M. T. Wazewski
(,Théoréme de rétracte” — voir [11]).

Pour nos buts, cette méthode peut étre résumée comme il suit:

Soit un systeme différentiel

I =hy(x,z,1)
(1,41) Y

z=h,(x,2,t)
défini dans le demi-espace

(1,42) E == (— 00, 4+ 00) X (— 00, + 00) X {0, + o0)

et tel que chaque solution saturée soit définie sur la demi-droite {0, + oo).
Soit un tube T donné par les équations

x=1u(pt z=v(pt)

ou u, v sont des fonctions définies et continues sur <0,2x) X {0, 4 o)
et telles que
u(0,t) =u(2m,t) v(0,t)=v(2x,t) pour te <0,+ o0)

Il partage donc E en deux ensembles: son intérieur 2 et son extérieur.

Supposons que T soit pourvu d'un plan tangent, variant d’une fagon
continue avec la position du point de contact, sauf sur un nombre fini
de courbes (assez régulieres), ou il peut ne pas exister.
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Supposons que sur T il n'y ait pas de points de glissement intérieur
des solutions de (1,41) et soit SC T l'ensemble de sortie stricte des so-
lutions du tubes T (c'est-a-dire de sortie stricte de l'intérieur Q de T).

En employant la notion de rétracte (voir par exemple C. Kuratowski
[3], vol. I, p. 75) nous aurons le théoréme suivant (,Théoréme de ré-
tracte” de M. T. Wazewski):

Soit Z un sous-ensemble du plan t==1t, jouissant des propriétes
suivantes:

Z(_Q+S
Z-S nlest pas un rétracte de Z
Z-S est un rétracte de. S.

Alors il existe au moins une solution de (1,41) issue d’un point de Z,
qui pour t_>t, restera toujours dans {2 (dans l'intérieur du tube T).

1,5. Introduisons une définition qui, dans la suite, facilitera 1’énonce
des théorémes:

Si, pour un nombre &, la fonction f(t) vérifie la condition

(1,51) lim f(tye *"=—0
=Y

alors nous dirons que f(t) est & - bornee.

Si pour tous les nombres &~ ¢&, une fonction est &-bornée, alors nous
dirons qu’elle est ¢ - bornée pour &= g,.

Une fonction &,-bornée est évidemment ¢ -bornée pour &= ¢, (mais
une fonction &-bornée pour & ¢, peut ne pas étre ¢, -bornée).

Une fonction qui est &-bornée pour & >¢, a le nombre caractéristi-
que - &, (voir par exemple E. Picard |?], t. III, p. 382).

Remarquons que pour chaque fonction continue ¢ -bornée il existe un
nombre M. tel que

(1,52) fW)em M,

pour t - t,.

Evidemment la condition (1,51) n'est pas une conséquence de (1,52).
Mais, si nous supposons que pour chaque nombre & = ¢, il existe un M,
tel que la condition (1,52) soit vérifiée, alors (1,51) est vérifiée pour cha-
que ¢ ¢, et la fonction f(t) est ¢-bornée pour &= ¢,.

Pour fixer les idées, supposons que &,= 0. Nous voyons en effet, que
si (1,52) est vérifiée pour chaque &£ -0, alors il existe un M.,, tel que

el

f(t)e % M,
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et nous avons

0 Ti(2) e—*" M.,se 2 >0

d’ou il résulte que la condition (1,51) est vérifiée pour chaque & 0.

Nous dirons que la fonction f(t) est non-:-bornée si elle verifie la
condition
lim f(t) e * = -
§ b

Une fonction non-e&-bornée n'est pas évidemment une fonction
¢+ - bornée, mais non pas inversement. (Par exemple f(t) = tsint n’est pas
0 - bornée, mais elle n'est pas non plus non -0 - bornée).

Soit un couple de fonctions |x(t),z(t)]. Nous dirons qu’il est ¢ - borne
(¢ - borné pour ¢ &, non-e¢-borné) si la fonction

) x?(t) + 2% (¢)

est « - bornee (¢ - bornee pour ¢ &, non -« - bornée).

1.6. Pour simplifier les notations, nous écrirons souvent dans la
suite a, b, f,...,x au lieu de a(t),b(t),f(t),..., x (t). De méme, nous désigne-
rons les dérivées par rapport a t par &l.),...,.i' au lieu de a(t),b(t),..., x ().

Le symbole a* ou bien a*(t), désignera le carré de la fonction a(t)
c’est-d-dire la fonction |a(t)]*.

§ 2. ENONCES DES THEOREMES

2.1. Soient trois fonctions a(t),b(t),f(t). Dans la suite, nous admet-
tons toujours que ces fonctions sont définies et continues sur la demi-
droite < 0, + ©0). Alors, par chaque point appartenant au demi-espace E

(voir (1,42)) il passe une solution, et une seule, de I'équation (1,11),
c'est-a-dire de ’équation

T—2a(t)x—b(t)x=7F(t).
Toute solution saturée sera définie sur 0, + o).
2.2. Considérons I'équation
2,21) 2P—2a(t)i.—b(t)=0.
Pour t fixe c’est une équation algébrique du second degré et, si nous

posons )
A(t) 4, a2 (1) + b(2)
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alors ses solutions seront données par les formules

L) =a(®)—yA@)
(2,22)

A(t)=a(t)+ ) A(t).

Comme solutions d’une équation du second dezré, les fonctions 4, (t)
et 4,(t) peuvent étre réelles de signes différents, réelles de m2me signes
ou bien complexes conjuguées. De plus, dans le deuxieme et troisiéme
cas, elles peuvent avoir leur partie réelle R'4;(t) positive ou négative.

Dans la suite, nous fairons des hypothéses qui nous garantiront en
outre que 4, (t) et 1,(t) appartiennent pour toutes les valeurs t >0 a 'un
de cinq cas cités ci-dessous.

Ces hypothéses consistent 4 admettre les conditions suivantes:

A 1. Les fonctions a(t),b(t), f (t) sont définies et continues sur {0, + <o)
et il exriste deux constantes Ay >1, B, =0 telles que pour toutes les va-

leursde t 0
a(t) << A, 0<<B,<b(t)

A 2. Les fonctions a(t), b(t),f(t) sont définies et continues sur {0, co)
et il existe trois constantes positives A,,B,,T telles que pour toutes les va-

leurs de t =0
(a(t)<< 4, 0<<B,<<—b(t)<<a*(t)—z.

A 3. Les fonctions a(t),b’t), f(t) sont définies et continues sur (0, + co)
et il eriste trois constantes positives A,,A,,c telles que pour toutes les
valeurs de t == 0

0<A, <la(t) < A, at(t)+ o< —b(t) < A%+ .

2,3. L’hypothése que A1 ou A2 ou A3 soit vérifiée nous permet
de distinguer 5 cas.

W 1. Si nous supposons que la condition A1 est vérifiée alors
a?(t)<<a*(t) +b(t)= A(t)
et les fonctions A4, (t),4;(t) sont réelles et de signes contraires.
W 2, Si nous supposons que la condition A 2 est vérifiée, alors
07 <<a’(t) +b(t)=A(t) —a*(t)
et les fonctions 4,(t), 2, (t) sont réelles et de méme signe. Nous voyons que
sgn 4;(t) =sgna(t) i=1.2

Nous avons donc deux sous-cas:
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W 2,1. Si nous admettons A2 et a(t)=>0 alors 4;(t)=>0, j=1,2.
W22, Si nous admettons A2 et a(t)<< 0 alors 4;(t)<<0, j=1,2.

Posons -
()Y A(t)

? (t) =a® (t) + b(¢).

c’est-a-dire que

r(t) est une fonction réelle et nous voyons que
0<<t<t(t)<<A,.

Désignons par B2 la condition suivante:

B2. Les fonctions a(t) et b(t) sont pourvues de dérivées continues
et il existe une constante positive x telle que 0 <x<<1 et

A | Ta®]|
| A (D) @
(2,32) 0| b | > 2 [y

Si a(t)=>0 alors il faut prendre j=1.
Si a(t)<<0 alors il faut prendre j—=2.

W 3. Si nous supposons que la condition A3 est vérifiée, alors
A(t)<<0 et 4,(t),A,(t) sont des fonctions complexes non réelles. Posons

g (t) df l/-_ 4—({)

La fonction o (t) est réelle et nous avons
A(t)=a(t)—io(t) Ay=a(t) + ia(t).

Nous voyons que _ '
0<og<o(t)—)pAl+o

et il existe une constante positive B, = A? 4 & telle que

0<<B,<—b(t).

Désignons par B3 la condition suivante:

B3. Les fonctions a(t) et b(t) sont pourvues de dérivées continues et
il existe deuxr constantes positives x,,x, telles que 0 <", + x, =2 et

|[In|a ()]’

1 e 4
sl OF > —x.

< x,0(t)
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Si nous supposons que la condition A 3 est vérifiée alors nous voyons
que
sgnR"Z;(t) sgnalt) =12

Donc nous avons deux sous-cas

W 3,1. Si nous admettons A3 et a(t) 0 alors R"4;(t).0 0, j=1,2.
W 3,2, Si nous admettons A3 et a(t'<"0 alors R"2,(t)- "0, j=1,2.

2.4. Deésignons par H la condition suivante:

H. Les fonctions a(t), b(t) vérifient

la condition A1 (qui correspond au cas W 1)
ou les conditions A2,a(t) -0 et B2 (qui correspondent au cas W2;1)
ou les conditions A2,a(t)- 0 et B2 (qui correspondent au cas W 2,2)
ou les conditions A 3,a(t). -0 et B3 (qui correspondent au cas W 3,1)
ou les conditions A 3,a(t)- .0 et B3 (qui correspondent au cas W 3,2)

Désignons par k le nombre des fonctions non positives parmi les fonc-
tions R'Z,(t), R Z,(¢).

Nous voyons que k=0,1, ou 2 et si nous supposons que la condi-
tion H est vérifiée alors k ne dépend pas de t. Nous appellerons, comme
d’habitude, famille a 0 paramétres un ensemble composé d'un élément
unique.

2.5. En employant les définitions introduites jusqu’ici nous pouvons
énoncer les théorémes suivants.

Théoréme 1. Supposons que la fonction f(t) soit bornée et que la
condition H soit vérifiée.

Alors Véquation (1,11) a une famille a k paramétres de solutions bor-
nées. Leurs dérivées sont aussi bornées.

Il existe un nombre ¢, 0 tel que toutes les solutions n’appartenant
pas a cette famille et leurs dérivées me sont pas e,-bornées (donc elles
sont non - bornées).

Ce théoréme résultera immédiatement des Lemmes I*, 1", I¢.

Le Théoréme VII en est une généralisation.

Il est assez surprenant, tout d’abord, de voir que I’hypothese que f(t)
est bornée, suffit pour qu’il existe une famille de solutions bornées. Cela
provient du fait que la condition H est assez forte pour écarter tous les
cas-limites (par exemple le cas R’4;(t) —0) dans lesquels il faudrait
admettre des suppositions plus fortes que la supposition que f(t) soit bornée.

Remarquons que la fonction f(t) -0 vérifie les hypothéses du Théo-
réme I donc les équations linéaires homogénes du second ordre admettent
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b

une famille & k parameétres de solutions bornées (et ayant des dérivées

bornées). Nous allons montrer ultérieurement (n° 9,2 et 9,3) que dans ce

cas ces solutions tendent exponentiellement vers zéro (voir le Théoréme III).
Si la fonction f(t) vérifie la condition

lim f(t)=0

alors elle est bornée et veérifie les hypothéses du Théoréeme 1. Nous allons
établir plus loin (n° 9,5 - 9,7) que dans ce cas les solutions bornées de
I’équation (1,11) (qui forment une famille & k parameétres, comme le mon-
tre le Théoreme 1) tendent toutes vers zéro (voir le Théoréme V).

Si nous supposons que la fonction f(t) est &-bornée pour &> 0.
nous aurons le théoréeme suivant:

Théoreme Il. Supposons que la fonction f(t) soit ¢ - bornée pour ¢ 0
et que la condition H soit verifiée.

Alors léquation (1,11) a une famille @ k parameétres de solutions qui
sont ¢ - bornées pour ¢ 0. Leurs dérivées sont aussi ¢ -bornées pour € =0

Il existe un nombre ¢, -0 tel que toutes les solutions n’appartenant
pas a cette famille et leurs dérivées ne sont pas e, -bornées.

Ce théoréme sera une conséquence immédiate de Lemmes 112, IIY, I1*.
Le Théoreme VIII en est une généralisation.

§ 5. QUELQUES REMARQUES SUR LA CONDITION H

3.1. Les conditions du groupe A c’est-a-dire les conditions A1, A2,
A3, admettent une facile interprétation géometrique.

Si nous supposons que la fonction f(t) est déterminée, alors 1'équa-
tion (1,11) dépend uniquement du couple des fonctions

(3,11) a=a(t) b=b(t)
Ce couple représente une courbe donnée parametriquement dans le plan

|a, b].
S'il existe six constantes positives

A,,A,B,,B.,, 1,0

telles que pour toutes les valeurs du parametre t -0, la courbe (3,11)
est contenue entiérement dans l'un des cinq domaines du plan (a,b)-de-
fini par les inégalités
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—A, <<a<< A, B,<<b (casW 1)

VB, +tr1<a<A, B,<—b<a®—7 (casW2,1)
(3,12) —A,<a<—)VB,+7 B,<—b<a!—71 (casW2,2)
A <a<A, @ 4o<—b<Al+oyB (casW3,)

A, <<a<<—A, a®+o<—b<Al+o ;B (casW3,2)

— voir la figure 1—alors ou la condition. A1 ou la condition A2 ou la
condition A3 est vérifiée et inversement. Les nombres 0, 1, 2 qu’on voit
sur les cinq domaines de la figure 1, désignent le nombre de parameétres
de la famille des solutions bornées (Théoréme I) ou &-bornées pour &> 0
(Théoréme II) des équations qui correspondent aux courbes (3,11) contenues
dans ce dcmaine. (Pour simplifier le dessin nous avons admis B, = 43 + a).

b

!
i
w1

A A qQ

A

¥ of
9 B 0
W2 w21

q-L-nJ

-B y
w3l W31

Fig. 1

Remarquons que la somme de tous les domaines (3,12) possibles est
égale au plan [a, b] dépourvu de la droite b= 0, de la demi-droite a =90,
b <0 et de la parabole b= —a®.
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3,2. L’exemple de G. Ascoli |1] montre que si nous supposons
seulement que la fonction f(t) est bernée et que la courbe (3,11) est con-
tenue dans la somme des domaines correspondant aux cas W 3,1, W 3,2,
et de la portion du plan contenue entre ces domaines, (c'est-a-dire dans
le domaine — A,<<a<<A,;, max |B,,a®+ o] <—b<A?+ o) alors la
thése du Théoréme I cesse d’étre vrai.

3,3. On peut construire une équation du type (1,11) (voir mon tra-
vail [9]) ou la fonction f(t) est bornée et pour laquelle la courbe (3,11)
est contenue dans la somme des domaines correspcndant aux cas W1,
W 2,1 (ou bien aux cas W1, W22) et de la portion du plan contenue
entre ces domaines, (par exemple elle est contenue cans le domaine
0<<a<<A,, T—a’<b<B,, B,=0) dont toutes les solutions sont non-
bornées. Cet exemple montre que sous ces hypothéses — plus faibles que
la condition H — la thése du Théoréme I est fausse.

Cet exemple est d'ailleurs assez compliqué, ce qui s’explique aisé-
ment, étant donné que les fonctions a(t) et b(t) ne peuvent vérifier
aucune des conditions 1,12-1,15.

3,4. La question se pose si les conditions:

1° f(t) est bornée

2" la courbe (3,11) est contenue dans le rectangle 0 A, < a<<A,
0 < B,<<—b < B, (c'est-a-dire dans la somme des dcmaines qui corres-
pondent aux cas W21, W3,1 et de la portion du plan contenue entre
ces domaines)

3° les dérivées a(t), b(t) ne sont pas ,trop grandes” (mais cette der-
niére condition ne doit entrainer aucune des conditions 1,12-1,15)

suffisent pour que 1'’équation (1,11) admette exactement une solution
bornée? (Et si la courbe (3,11) est contenue dans la rectangle - -A,<<a<<—A,,
0 << B, <<—b < B, toutes les solutions sont elles bornées?) La réponse
a cette question est a présent inconnue.

3,5. Sur les cinqg domaines déterminés par (3,12) quatre sont bor-
nés. Peut-on les remplacer — sans que les théses des Théorémes I et II
cessent d’étre vraies — par des domaines non-bornés? Par exemple rem-
placer le domaine correspondant au cas W 3,1 par le domaine 0<<A,<<a<A,,
a+o<<—b?

3,6. Il est assez probable que des hypothéses concernant les dérivées

a(t) et f)(t) soient nécessaires, mais il est aussi probable que les condi-
tions du groupe B, a savoir B2 et B3 ne soient pas les plus faibles que
'on ait pu faire (voir par exemple les conditions (6,57) et (6,58)).
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3,2. 1l est important de remarquer qu’il existe des fonctions a(t)
et b(t) qui vérifient la condition H et qui ne vérifient aucune des con-
ditions 1,12-1,15.

3,8. La condition B2 est assez compliquée. On peut introduire une
autre condition qui est plus forte que B2, mais qui peut étre d’une cer-
taine utilité dans les applications (par exemple pour la démonstration
du fait mentionné au n° 3,2).

Voici cette condition:

B 2%, Les fonctions a(t) et b(t) sont pourvues de dérivées continues
et il existe une constante 0 < x =1 telle que

%z (t)|4(t) - 2ja(t)

T (1) Ay (t) et
WY [In b2 ()|
2 [Inz* (1)]’

Si a(t) >0 alors il faut prendre j—1.

Si a(t)<< 0 alors il faut prendre j=2.

La démonstration que B2 est une conséquence de B 2% est facile mais
assez longue. Etant donné que la condition B2”¢ est plus forte que la
condition B2, elle peut remplacer celle-ci dans les hypothéses des Théore-
mes I et II.

% 4. QUELQUES REMARQUES SUR LA METHODE
DE LA DEMONSTRATION

4.1. Posons
(4,11) x () —z(t).
[.’équation (1,11) sera équivalente au systéme différentiel
T— 2
(4,12) -
z=b(t)x - 2a(t)z + f(t)

Au cours de la démonstration des Théoremes I et II nous n’allons
pas employer I’équation (1,11) mais le systeme (4,12).
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4.2. Dans le § 5 nous nous occuperons du cas W 1. Nous allons con-
struire un tube, tel que les solutions de (4,12) en sortent et y entrent
En employant le ,Théoréme de rétracte” cité au n° 1,4 nous allons obte-
nir les Lemmes I® et II®.

Les paragraphes 6 et 7 sont consacrés a la construction des tubes
nécessaires 2 ’étude des cas W2 et W3 respectivement. Au § 8 nous
employons ces tubes. Les résultats obtenus dans les cas W22 et W 3,2
sont résumés dans les Lemmes I et II" et ceux qui concernent les cas
W 2,1 et W3,1 sont résumés dans les Lemmes I¢ et II*.

4.3. Deux difficultés se présentent dans la démonstration du Théo-
reme I. Si toutes les solutions entrent dans un tube de diamétre borné
(cas W 2,2 et W3,2) il est évident qu'elles sont bornées. Mais si des so-
lutions sortent d'un tube de diameétre borné (les autres cas) il n’en résulte
pas que ces solutions ne sont pas bornées.

Dans les cas W 2,1 et W3,1 nous surmontons cette difficulté en em-
ployant des tubes supplémentaires (analogues aux tubes employés dans la
démonstration du Théoréme II) dont ces solutions sortent et dont les
diameétres croissent exponentiellement. Dans le cas W 1 nous surmontons
cette difficulté a I'aide d’un autre raisonnement (voir n° 5,7).

Ainsi nous démontrerons que les solutions qui sortent des tubes bor-
nées non seulement ne sont pas bornées, mais qu'elles ne sont pas
£,- bornées ou ¢, 0 (c’est-a-dire nous démontrerons la seconde partie
du Théoréme I).

La seconde difficulté se présente dans les mémes cas que la précé-
dente (cas W1, W2,1 et W3,1), non seulement dans la démonstration du
Théoréme I, mais aussi dans celle du Théoréme II. Si une solution de
(4,12) est non - ¢, - bornée, c'est-a-dire si elle vérifie la condition

(4,31) |22 (6 + 22 (1)) e 2urs &

il n’en résulte pas que la solution correspondante x(t) de (1,11) soit aussi
non - ¢,-bornée. Grace aux raisonnements des numéros 5,7 et 8,7 nous
verrons que si une solution de (4,12) vérifie la condition (4,31) alors les
fonctions x(t) et z(t) ne sont pas &,-bornées. Dans les cas W1 et W21
elles seront méme non-g,-bornées, c'est-a-dire qu’elles vérifieront la
condition 1

T(t)'e= ™ =5 z(t)re »f

4,4. Cette partie de la démonstration (n* 5,7 et 8,7) est considerable-
ment simplifiée par le fait que I'équation (1.11) est linéaire (la démon-
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stration des généralisations pour les équations non linéaires — Théorémes
VII et VIII, voir § 10 — exige des raiscnnements plus ccmpliqués). Il en
résulte que la solution générale du systéme (4,12) est de la forme

x(t)==c; (1) + c3 x5 (t) + X4 (t)
(4,41)
2(t)=cy; 2, (t) + ¢y 24(t) + 24 ()

ou x,(t), 23(t) est une solution particuliéere du systeme (4,12) et x;(t),
Z;(t) (j=1,2) sont des solutions perticuliéres, linéairement indépendantes
du systéeme homogéne correspondant.

Les formules (4,41) montrent que le systéeme (4,12) peut admettre:
aucune solution bornée, une solution bornée, une famille & un parametre
de solutions bornées (leurs intersections avec un plan arbitraire t = const.
forme une droite), que des solutions bornées. La méme situation se pré-
sente si l'on envisage les familles des solutions &-bornées ou bien
e - bornées pour &= 0.

4,5. La forme du tube dans le cas W1 (n° 5,1) est trés simple.
Dans les autres cas (n’ 6,1 et 7,1) elle est assez compliquée — toutefois
nous montrerons que l'intersection des tubes avec un plan arbitraire
t== const. est une ellipse.

Nous voudrens expliquer ici la méthode heuristique qui a conduit—
par exemple dans le cas W3 — a la construction d'un tube approprié
(voir (7,11)).

Or dans le cas W 3 la condition A3 est vérifiée, donc

A(t)=a(t)—io(t) Lt)=a(t) +io(t)

Supposcns que les fcnctions a(t), b (t) soient des constantes, c’est-a-dire
que a(t)=a>0, b(t)==b << —a® et ¢ =—a?’— b= 0. Supposons de plus,
pour simplifier les raisonnements que f(t)=0. Le systéme (4,12) est
alors homogeéne et il a la forme

o z
(451) i
z2=bx + 2az.

Il est facile de vérifier qu’il se raméne par la transformation

Semqr—2
14.52)

-

{i=mx
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a la forme canonique -
= a4 al
(4.53) .

¢=—o¢ t+al.

Ce systéme admet comme solutions les spirales

E(t)=¢€*(c,;sinct + c.cosat)
(4,54)
(()=e¥(—c,cosat - c.sinat).

Leurs projections sur le plan (£, {) sortent de chaque cercle

(4,55) E=rcosgp {=rsing
ou r est fixe.

Donc dans I'espace |§, ¢, t| les solutions (4,54) sortent du tube (4,55)
(c’est un cylindre de révolution).

La transformation réciproque a la transformation (4,52) est donnée
par les formules

T = S
]
(4,56)
-y a .
z2=—2¢ i ¢
g

A laide de cette transformation le tube (4,55) dans l'espace |¢, ¢, t|
se transforme dans le tube

1 .
T = Tsing
0

(4,97)

a .
2=-—TCOSQ + -rsinag
a

dans l'espace |x,z,t| (c’est le tube donné par la formule (7,11) pour &= 0).

Si nous ne supposons pas que les fonctions a(t), b(t) sont constantes,
alors la transformation (4,52) ne rameéne pas, en général, le systéme (4,12)
en (4,53). Mais si les fonctions a(t), b(t) différent peu des constantes
(c’est-a-dire si leurs dérivées sont petites en valeurs absolues — voir la con-
dition B 3) alors il est probable que le champ des éléments linéaires dé-
finis par le systéme ainsi obtenu différe localement si peu du champ des
éléments définis par (4,93) que ces solutions sortent encore du tube (4,55)
(de méme que les spirales (4,54)). Alors il est probable que les solutions
de (4,12) (qui différent peu des solutions de (4,51)) sortent du tube (4,57).
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Aux paragraphes 7 et 8 nous démontrerons que si la condition B3
est vérifiée, alors cette situation a effectivement lieu. Dans ces paragra-
phes nous démontrerons, de plus, que le tube (4,57) (donc le tube (7,11)
pour ¢ =0) contient un cylindre de révolution non nul, et qu'il est con-
tenu dans un autre cylindre de révolution de diametre fini.

C’est le méme raisonnement appliqué non au tube (4,55) mais au tube

E=re'cosg
{=re'sing

Qui nous conduit aux tubes employés pour la démonstration du Théore-
me II (si 0<<&-<<a alors les courbes (4,54) considérées comme courbes de
I’espace [£,(,t|] sortent de ce tube). A l'aide de la transformation (4,56)
nous sommes amenés directement au tube (7,11) pour & quelconque.

Si la condition A2 est vérifiée, des raisonnements semblables nous
conduisent au tube (6,11).

4,6. Dans la suite nous allons désigner par n le vecteur du champ
des éléments linéaires défini par (4,12), c’est-a-dire le vecteur

n=(x,2,1)=(z,b(t)x - 2a(t)z + f(t),1).

Par N nous allons désigner le vecteur normal a la surface considérée.
Il sera dirigé toujours vers la partie de l'espace qui ne contient pas la
droite £ =0 =2. C’est-a-dire que si nous avons un tube alors N est son
vecteur normal dirigé vers son extérieur.

Si le produit scalaire n-N est positif en un point donné du tube,
alors la solution passant par-ce point, sort du tube. S'il est négatif, cette
solution entre dans le tube.

4,2. Remarquons que le champ des éléments linéaires défini par le
systéme homogéne correspondant au systéme non homogene (4,12)

== a

est symétrique par rapport A la droite x =0 =2z2.

Nos tubes seront aussi symétriques par rapport a la méme droite.
S'il résulte de nos hypotheses qu'une solution entre (sort) du tube donné
au point [z, z, t] qui lui appartient, alors une solution entrera (sortira)
du tube au point symétrique, c'est-a-dire au point |—zx, —2z,t], qui
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appartient évidemment au tube. En effet le passage du point |z, 2z, t]
au point |—zx, —z,_t] changera n- N de la méme facon comme si nous
avons fait changer f(t) en —f(t). Comme le signe de f(t) est indéter-
miné, il en résulte que si au point [z, 2, t| nous avons nm+ N == 0, alors
au point |—ux,z,t|] il est aussi m+N=>0 (il en serait de méme si
n-N-<0).

Profitant de cette remarque nous nous bornerons, dans la suite,

4 vérifier le signe de n-N dans un quart de I’espace, par exemple dans
le quart t >0, z 0.

§5. LE CAS W1 (a*(t)<< 4it)

5,1, Considérons les surfaces

2= fe'—yx N,
2= fe'+yx Ny
{9,11) et leurs vecteurs normaux
z=—fe'—yx m
z=—fe'+yx Ny

ou y==12 A, et les constantes &, — 0, seront déterminées ultérieurement.

T4

Fig. 2

Je rappelle la convention suivant laquelle les vecteurs N; doivent étre
dirigés vers le demi-espace qui ne contient pas la‘droite £ =0=2 (voir
la figure 2 qui montre lintersection de l'espace avec le plan t== const.).

Soient n; (j =1, 1I, III, IV) les vecteurs du champ (4,12) sur les sur-
faces (5,11) (voir la figure 2). Calculons les produits scalaires HjZ; n;- N;
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l. z=fe'—yx N, =(y,1,— pee*’)
n = (fe'—yx,bx + 2a(fe’’—yx) - f,1)
H,=n N =fye'’'—y’x + bx + 2ape:'—2ayx + f—pee:!
II. z=pge'+yx Ny=(—19,1,—pee*’)
n,=(fe'+ yx,bx + 2a (e’ + yx)+ f, 1)
H,=n,-N,=—fye:!—1°x + bx  2ape’'+ 2ayx - f—fee*’.
Nous obtiendrons des expressions semblables pour H;, et H;, sur les

surfaces z=—pfe*!+ yx (voir n 4,7).
Considérons les surfaces

-~ ﬂ el
= 3 e N,
(5,12) et leurs vecteurs normaux
r=— 2% ¢’ N,

et soient n, et n,, les vecteurs du champ (4,12) sur ces surfaces.
Nous aurons

-—ﬁ el - __és al
V. 1‘—2ye N,.=(1,0, 2ye )
b
(5,13) n\/=(z, i; e" + 2az + f, 1)
€
H\'=ll\"N\-=Z-——£—)-)e",

Nous obtiendrons une expression semblable pour Hy;.
Remarquons enfin que pour ¢—=0 les surfaces (5,11) et (5,12) sont
des plans.

5,2. Supposons que la condition A1 soit vérifiée et que
Y B,
0 e-nmmlA._,, 8 A|°

Considérons le tube T formé des six morceaux des surfaces (5,11)
et (5,12). Ce tube est pourvu d'un plan tangent, variant d’'une facon con-
tinue avec la position du point de contact, sauf sur ses six arétes (ensem-
bles d’'intersection des surfaces (5,11) et (5,12)):
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(5.21) x=0 2=+ pe!
B p
—_ —+ = = ——] — ol
(5,22) T Sy z=% e

(voir la figure 2). En employant les résultats du numéro précedent, nous
aurons pour

la formule

(5,23) H, - fye Vgéf;,el’—zA?ﬁe”_zyAzﬁe"+f_-ﬁ€e”=

2y
i
2

(y—6A,—2ele’+f> - (y—8A)e*" + f=2pA,e! - f.

Mlu

Si la fonction f est ¢-bornée pour &= 0, il existe pour chaque ¢ >0
un nombre f. tel que

(5,24) f(t)e—*! < B, A

pour tout t -~ 0 (voir n 1,5).

De méme 'si f est une fonction bornée alors il existe pour chaque

¢ >0 un nombre B. tel que la condition (5,24) soit verifiée.
Donc

H,: “A,Ber' =0

si seulement g > 8, et les solutions sortent du tube T par la partie dont
le vecteur nomal est N,.

Avec les mémes hypothéses nous avons pour

p

S /=6 et
2}}e X0
la formule
(5,26) Hy, 3 —ﬂye"+=""2ﬁ./e”+2A-..ﬂe='+2A._»;'f,,e"+f—ﬁeeu=
=— g(y—SA._, ~2e)est +f < — f (y—6A)e " +f<—28A,e' +§.
Donc
H”‘ —ﬁA._,e" .0

si seulement § . les solutions entrent par la partie du tube T dont le
vecteur normal est N.
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Par symétrie nous voyons que

H|“>0 pour _215 e![ XI 0
H,, <0 pour 0« x ﬁe"
I\ ~ ) ‘,V .
5.3. Les faces ,latérales” du tube T sont données par les formules
(5,12). Nous avons
pe
sgn H, = sgn z—g,€
Donc pour
N pe ..
9 © z 2ye

nous avons H, << 0, les solutions entrent dans le tube T; pour

ﬁp 2! ﬁ s!
(9,31) 2}’e 2 > e
nous avons H, > 0, les solutions sortent du tube T.
5.4. Les points de la courbe

(5,41) x=2Pye” z-—-gie”

sont des points de glissement. Mais il est facile de vérifier que ce sont
des points de glissement extérieur.

En effet la formule (5,13) montre que la troisiéeme coordonnée du
vecteur n, est toujours positive. Nous avons

bp B
2y 2y

et pour e =0 si g est suffisamment grand par exemple si g = f., ou

— 48 Aifi.
Pes a !

sy

ps 4 Max

la deuxiéme coordonnée est positive. Pour & 0 considérons les points
sur la face en question pour lesquels

(5,42) 0 z- ﬂee”
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(ces points ferment une ,bande” qui contient la courbe de glissement
(5,41)). Nous aurons

bp ., bp ., pe . B "
ot N 2t 9 AES e f —4A,e) el
2ye t-2az -+ f 27,6 _ye f 2?_(8, Aseles! + f

Nous avons supposé que ¢-<<B,:8A,. Supposons en plus que f(t) est
& -bornée pour ¢ 0. Pour des constantes f assez grandes par exemple
pour § - ., la deuxiéme coordonnée de
n, est donc aussi positive dans les voi-
sinages des points de glissement.

Sur la courbe de glissement le vec-
teur n, a la direction de ’ensemble de
sortie stricte. g‘ “

Il s’ensuit, que si f(t) est bornée et 1 / N X

2

¢ >0, ou bien si f(t) est e-bornée /G_& add
pour ¢ >0 et § - f. nous sommes dans 3¢ N
le cas de la figure 3 et les glissements /
sont extérieurs.

Par symétrie nous voyons que sur R

LR ™
&
la face latérale de vecteur normal N, 4

la situation est identique. Fig. 3
Sur les deux arétes (5,21) nous avons
des glissements des solutions, mais il est évident qu'ils sont aussi extérieurs.
Sur les quatre arétes (5,22) il n’y a pas de glissements.
Nous voyons que tous les glissements sont des glissements extérieurs,
ce qui n’empéche pas I'application du ,,Théoréme de rétracte” (voir n° 1,4).

t

5.5. Supposons que la fonction f(t) soit bornée. Considérons le tube
T pour ¢ =0 et p >B,. Il se composera donc des 6 plans

(5’51) =+ 3 L — *!—ﬁ_
2 ptyx e 2y

Soits @ T'intérieur du tube T.
Soit S; I'ensemble des points [x,z,t] pour lesquels

4 218
0=""x 2y z2=f—yx

ou bien
4 0-

;r=2y

.2

p
2
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Soit S, l'ensemble symeétrique de S, par rapport a la droite x==0=z.
L'ensemble S=3S, + S, est l'ensemble de sortie stricte des solutions du
systéme (4,12) du tube T.

Soient quatre points

| 5, I s 2 |
P, .._|V6y, 6 b0 P37 3 $0
hd sy B 5 | i i A,
Q1 ‘—l 3},; 3ﬁv0 Q‘_’._ 6)” Gﬁro .

Soit Z; (j=1,2) le segment qui joint P; avec Q; (voir la figure 3).

Il est évident que:

1°° Z,(C_ Q4 S

2° Z;j-S=|P;,Q;1 n’est pas un rétracte de Z; (en effet Z; est con-
nexe et 'ensemble !P;,Q;] composé de deux points distincts n’est pas
connexe).

3° Z;-S=|P;,Q;] est un rétracte de S (en effet il suffit de consi-
dérer la transformation continue qui transforme l’ensemble S, en |P;|
et S, en |Q;)).

Nous avons remarqué au numeéro précédent qu’il n’existe que des
points de glissement extérieur. Il résulte du ,,Théoréme de rétracte” qu’il
existe des solutions [x;(t), 2;(t)] du systéme (4,12) issues de ’ensemble
Z; (j=1,2) (c’est-a-dire telles que [x;(0), 2;(0),0] ¢Z;), contenues dans le
tube T pour toutes les valeurs de t > 0, donc des solutions bornées. Etant
donné que Z,-Z, =0 ces deux solutions sont différentes.

Du n° 4,4 il résulte que nous avons une famille 3 un parameétre au
moins de solutions de (4,12) qui sont bornées. Nous avons donc démontré
que si f(t) est bornée et la condition A1 estlvérifiée, il existe une fa-
mille 4 un paraméice au moins de solutions de l'équation (1,11) qui sont
bornées et qui ont des dérivées bornées.

5,6. Supposons que la fonction f(t) soit ¢- bornée pour & 0. Soit
un nombre ¢ quelconque, vérifiant la condition

B,

(5,61) 0- &< min 8 A,

A,,

Des raisonnements pareils a ceux du numeéro précédent appliqués au
tube formé non pas des plans (5,51), mais des surfaces (5,11) et (5,12)
pour ¢ =0 (l'ensemble S, ne contient comme points de la face latérale
(5,12) de vecteur normal Ny, que la ,,bande” définie par (5,31)) conduisent
au reésultat suivant:
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Pour tout & vérifiant (5,61) il existe une famille U(e) 4 un paramétre
au moins de solutions de (4,12) qui vérifient la condition

bz (th) e < M, » z(t) e=*" = M..

(la constante M,: dépend de la solution |x(t),z(t)] considérée et de &).
Si |x (t),2(t)] e U (e) alors

z(t)e 2 Moce ' >0
z(t)le 2% M..e ' >0

et nous voyons que chaque famille U (e) est formée de couples de fonc-
tions 2¢ - bornées.

Or s'il existe une telle famille pour un ¢, -0, il est évident qu'il en
existe pour tout & ¢, donc il existe pour tout & -0 une famille A& un
parameétre au moins de solutions de (4,12) qui sont & - bornées.

Pour 0~ &, << ey nous avons U(e,) U (ey). 11 peut arriver:

1) que pour tout & =0 la famille U (¢) contienne toutes les solutions
de (4,12). Elles sont alors e -bornées pour &> 0.

2) pour un ¢, >0 la famille U(e,) ne contienne pas toutes les solu-
tions de (4,12). Etant donné qu’elle est une famille a2 un parameétre au
moins et vu le n” 4,4 elle forme une famille 4 un parameétre. L'ensemble
des intersections des solutions lui appartenant et du plan t==0 sera alors
une droite L,. Soit maintenant un 0 ¢ Z¢,. Nous aurons U(e)( U (g,)
et I'ensemble des intersections des éléments de U(e) et du plan t=0
sera une droite L(e). Il est L(¢)(_ L,, donc L(e)=L, et U(e)="U (e,).
Nous voyons que toutes les solutions issues de la droite L, sont & - bor-
nées pour ¢ 0.

Nous avons donc démontré que si f(t) est ¢ -bornée pour ¢ 0 et si
la condition A1 est vérifiée, alors il existe une famille 3 un parameétre
au moins de solutions de I'’équation (1,11) qui sont & -bornées pour ¢ 0
et qui ont des dérivées ¢-bornées pour & > 0.

5,¢. Supposons que la fonction f(t) soit e-bornée pour &£ > 0 (rap-
pelons qu'une fonction bornée est &-bornée pour & 0). Nous allons
montrer qu'il existe alors un nombre ¢, = 0 et au moins une solution
|x (t), z(t)] de (4,12) tels que x(t) et z(t) soient des fonctions non-e,-bor-
nées.

Considérons les surfaces

(5,71) z== 2 Jaet!
(5,72) x = e
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ou
B,

2 0

(5,73) e=—A.+ l A3 +
et ¥ = 0 est une constante qui sera déterminée ultérieurement.

Les vecteurs normaux de ces surfaces, dirigés comme d’habitude,
vers le demi-espace ne contenant pas la droite = 0 — 2, sont donnés

Az par les formules
H W N,=(0,1,—2fc2e*")
\V\\E\\k \\\§§\§ oy s e ite
A \\ \\ N, =(1,0,— ¢ e*")
\\\ M

N

S (voir la figure 4 réprésentant l'inter-
252t > e k

section des surfaces (5,71) et (5,72) et
et ® du plan t=const.).

Les vecteurs du champ (4,12) sur
les surfaces (5,71) et (5,72) sont données
Fig. 4 par les formules

n,—=(2dece'’, bx + 4adee’’ + f, 1)

n,—=(z,bde:'+ 2az -+ f,1)
respectivement.
Pour |
er! <
nous aurons

n,-N,=bx - 4adee’ + f—20e e
B,de'—4A, e’ —20eter! + f= (B, —4A.e—2¢2) e +f.
Vu (5,73) nous aurons

B
B,—4A,e —2¢* ="'

(8]

et

n-N, - g' e+ f

Si nous supposons que f(t) est e - bornée pour ¢ >0 (ou bien bornée),
il existe alors (voir n' 1,5) un nombre J ~ 0 tel que

4

2l l')
B, f(t) e

pour tout t - 0.
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Donc

et pour x - e'’ les solutions de (4,12) entrent par la surface (5,71) dans
le demi-espace ne contenant pas la droite r-=0 = 2.
Pareillement pour
20ee’’ <z
nous avons

n,-Ny=z—Vce! 29ce’'—dee'=0dee’! 0
et pour z > 2dee*’ les solutions de (4,12) entrent par la surface (5,72)
dans le demi-espace ne contenant pas la droite x =0 =z.

Donc dans le quart 2 de l'espace

(5,74) T e’ z - 20¢ce!

il n’y a que des solutions qui entrent. Donc — par exemple — la solution
issue du point |9,2 d¢,0| reste pour toutes les t = 0 dans l'intérieur de (2,
c’est-a-dire qu’elle vérifie la condition (5,74) pour toutes les valeurs t - 0.

Posons ¢, = ¢/2. Nous avons montré qu'’il existe au moins une solu-
tion de (1,11) qui est non-¢,-bornée et dont la dérivée est aussi non -
¢, - bornée.

5.8. Moyennant le résultat du n 4,4 et les résultats des numéros
5,5-5,7 nous avons démontré les lemmes suivants:

Lemme 1*. Si f(t) est bornée et la condition A1 est verifiée, il
eriste une famille a un paramétre exactement de solutions de l'équation
(1,11) qui sont bornées et qui ont des dérivées bornées.

Il existe un nombre &, >tel que toutes les solutions de ’équation (1,11)
n’appartenant pas a cette famille soient non -¢,-bornées (donc ne sont pas
bornées). Leurs dérivées sont aussi non - ¢,-bornées.

LLemme II*. Si f(t) est e- bornée pour ¢ >0 et la condition A1 est
vérifiée, il existe une famille d un parametre exractement de solutions de
Péquation (1,11) qui sont &-bornées pour ¢ >0 et qui ont des dérivées
¢ - bornées pour &= 0.

Il existe un nombre ¢, >0 tel que toutes les solutions de l’équation
(1,11) n’appartenant pas a cette famille soient non- ¢, - bornées. Leurs dé-
rivées sont aussi non - ¢, - bornées.

Remarquons que ces deux lemmes contiennent un résultat qui n'en-
tre pas dans l'énoncé des Théoremes I et II. Ces derniers disent seule-
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ment que les solutions n’appartenant pas a la famille des solutions bornées
(ou bien des solutions &-bornées pour ¢ - 0) ne sont pas e,-bornées
pour un nombre ¢, ~0. Mais dans le cas W1 nos Lemmes disent que
non seulement elles ne sont pas ¢,-bornées (c’'est-d-dire ne vérifient pas
la condition ‘x(t)'e =" —»0) mais qu’elles sont non-¢,-bornées (c’est-ia-dire
que x(t) e =’ »+4 c0). De méme avec leurs dérivées.

§6. LE TUBE DU CAS W2 (0<_4(t)  a*(t)

6,1. Considérons maintenant le cas W 2, c’est-i-dire supposons que
la condition A2 soit vérifiée. Nous avons donc

0= 1(t)Za*(t)
et

()= ) A)=)a*(t) +b(t)
et il existe des constantes positives A.,, B,,7 telles que

a(t) -~ A, 0B, -~—b(t) —a*t)—r.

Nous savons déja qu'il existe alors une constante A, telle que

0-—A, ) B, +7<af(t)
et nous aurons
0 <Tr-r(t)<.alt) = A,.
Or nous avons
AMt)=a(t)—r1(t) so(t) =al(t) + 7(t)
(voir (2,22)), donc
SgN 4, (t) == sgn 4, (t) = sgn a (t) == const.

Considérons le tube T donné par les formules

X = ( (t) 4 (1) SIn ]
l ) 7 ! COS([ f| ) q

z=re'!(cos¢ - sin¢)

ou 0 ¢ 2, €:-0 ou bien ¢ »0 et r est une constante positive qui
sera déterminée ultérieurement.

6.2. Nous allons montrer que pour t,— fixe l'intersection du tube
(6,11) et du plan t==t, forme une ellipse. Nous allons évaluer la longueur
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de ses axes. En particulier pour &==0, nous allons montrer que le tube
{6,11) contient un cylindre de diametre fini.

Z

Fig. 5

Pour simplifier les calculs posons
Q.= meth;
En mettant cette valeur dans (6,11) nous obtenons

o

-

= (— A2 cosp — 2, sing)
= g (cos ¢ + sing).

(Par a,b,4,,4, etc. nous désignons dans ce numeéro les valeurs a(t,), b(t,),
A, (ty), 4, (t,)) etc.). En éliminant ¢ de ces équations on obtient

(6,21) b2x* + 2abxz + (a® + 12) 2 =2 1% 0.

Le déterminant de la forme quadratique du premier membre de (6,21)
a comme valeur

|b: ab

R D T b g,
a a- T
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Nous allons montrer que les racines caractéristiques de cette forme
sont positives, donc que (6,21) représente une ellipse.
En effet soit 1’équation séculaire de la forme (6,21)

ll b*—u ab ~0

[ ab a*+ 12—pu
c’est-a-dire
(6,22) WP— @+ b+ tHu+ b=

On évalue aisément le discriminant de (6,22)

7 (a? + b e — b7t = (b2 — %)% + 207 (b7 + 12) + @' > A >0

ar

Posons
a® + b +- 1%
Alors
W <.
Donc les racines de (6,22) (racines caractéristiques du premier membre
de (6,21)) vérifient les inégalités:

6—yW O— VW o+ W _ REPEy e DN
2 2 ()_;_VW 4y, o

=0

Les racines p,, u, sont réelles et différentes. L’intersection (6,21) est
donc en effet une ellipse.
Remarquons que

0<A?<a®+b*+1"=0<A}+2AL.

Les carrés des longueurs des axes de l’ellipse (6,21) sont donnés par
les formules

21%p° 2172 p2
r ;G 2 2= =
0 a2
Nous avons y, <<y, et
_27%¢? ___.2r"'eid:0’._,d 3 A‘+2A§
X 1y b? 1 s b ...g Bf
21:‘92 272p° 2 o2 72 3

Sy (RNEgE At A
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6.3. Posons

: 245 /a8
(6,31) RI df 31 ' A‘2+2 R'! df A2' PR e ¥

Nous voyons que pour ¢ =0 le tube T contient le cylindre de révo-
lution

(6,32) z* + 2’ =R} r*
et qu'il est contenu dans le cylindre de révolution
(6,33) x? + 22 = Rir%.

De méme pour ¢ >0 le tube T contient dans son intérieur la surface
de révolution

(6,34) x® + 2 = Rirte?!

et qu'il est contenu dans l'intérieur de la surface de révolution

(6,35) X2+ 2= R%rze“‘

Remarquons que pour chaque ¢ > 0 et pour chaque point [x,z,t] on
peut trouver un tel que, pour cette valeur de r le tube T contienne
ce point [x,z,t]. Si, en outre, x* + z?> 0 on peut trouver un r tel que,
pour cette valeur de 7, le tube T ne contienne pas le point [z,z,t].

6,4. Soit N le vecteur normal dirigé a l'extérieur de la surface (6,11)
(4 I'extérieur du tube T)

0z dx Ox 0z 0z Ox

N=(oip'—a¢’ dg 9t dg 0t/

Nous avons

g_:z’l:,' (A, sin ¢ — 4, cos ¢)

3;_—_re=’ (—sing + cos¢)

gf o T;:’v [(bAy— Ayb—bedy) cos g + (bA, — A, b— bel,) sing]
0z

ot = ere’! (cos @ + sin ¢).
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€onsidérons le .vecteur du champ (4,12) sur la surface (6,11)
n=(x,2,1)=(2,bx 4+ 2az + f,1) =

= (re*" |cosg + sing|,re*’ [(2a— Ay)cos¢ + (2a—4,)sing| + f,1)

Posons
(6,41) F(t)= f() o (—4,(t)sing + 4, (t) cos ¢).
rb(t)e’
Remarquons que
g Ay =R - STAg—], ==0 }

Loschoh 20y Tlagde @8

7-3—3-f=(/'~-.»——11) (As + 1) —4ar

Ady=a®—71"=—b
Nous avons
o g Newnues, (s T )
X, b‘rge._,l,—2 [br —br|singcosg +

+ [—2bz).l—(i)12—i2b) + 2bre|cos® ¢ +

4+ |—2bra, + (b, — i, b) + 2bre]sinq i Fbe.

Or
bh—nb |4 _[a| |z]
b*  |b]| |b b
bi,—4b |4l [a| |z
b2 v e b b
br —br 4 |
b* b
donc
21 e . al, Ty 2et
X=F——?(A._,sm-qv+l1cos~<p)+ b (cos® @ — sin® ¢) + s
s |; (sin* 9 — 2 sin ¢ cos ¢ + cos® ).

Remarquons que

Aysinf@ + A, cos’¢ —a + rsin?p—r1cos’p =a—rcos2¢
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et nous obtenons la formule cherchée

2
2"’+2—'?3+F+ yocos2g +

(6,42) X 5

a . z
cos2¢ + !'b

b (sin ¢ — cos g)*.

Or nous avons supposé que la condition A 2 est vérifiée, donc

212 _2‘1 OS2 _&2
b p e b
(6,43) .
=l 2 l - rcos2 ' E*
o]l |® ¢ b
et
REA Bl
0 3 Z bl b 0
(6,44) r b | (sing —cosg)’ < pour v
9 ‘I_ % ! ‘l
b g b|

6.5. Soit ¢ - 0. Supposons que nous ayons le cas W 2,2, c'est-a-dire
que les conditions A2. a< 0 et B2 (j— 2) soient vérifiées. Alors b-=0
et 4, < 0. Donc (2,31) et (2,32) donnent

74 VY [
(6,51) “ b | 5
k[
Ga2) ab b
ou 0 ~x- 1.
Soit
TA
‘ p— 1__ B 1 1
(6,53) n=(1—x) B, 0
Vu que
Thy  TA,
b B,
(en effet |74, =|atr + 7%/ > [a|7 > A, 1) il s’ensuit de (6,51) que
2714 ' A, al
(6.54) . =¥ |l5]i<=n
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En ajoutant —274,:b, (6,52) multipliée par 2 et (6,51) on a

!

214, a |
(6,55) b + I 2 b — 1
Or
21/'._2__2ra 2 271
bR N RN
et
2¢T
(6,56) 5 0
donc nous avons
21a o) g al | 2e1
(8:0%) =5 Tt " B E B =N
27a 27 al 2¢1
(6,58) 1 T a —

Si la fonction f(t) est bornée (ou bien ¢-bornée pour ¢  0) alors
la fonction
f(t) ] 1
— A (L : 4 3
b(t)l A, (t) sing + 4, (t) cos ¢
est aussi bornée (ou bien e¢-bornée pour &> 0). Pour un nombre ¢ -0
(ou bien £ 0) fixe il existe donc un nombre r(e) tel que

(6,59) |[F(t) <<9 pour t -0 et r r(e

(voir (6,41)).

Posons r > r(e) dans les formules (6,11). Alors vu (6,43), (6.44), (6,59),
(6,57) dans le cas ou [7/b]" 0 et vu (6,58) dans le cas ou [7/b]’ < 0 il
résulte de (6,42) que X -<=0. Toutes les solutions de (4,12) qui ont un
point de contact avec le tube (6,11) y entrent pourvu que r > r(e).

6.6. Supposons que nous ayons le cas W 2,1, c'est-a-dire que les
conditions A2. a =0, et B2 (j=1) soient vérifiées. Alors b0 et 1, = 0.
Donc (2,31) et (2,32) donnent

L}

LT a
(6,61) N b

Tl . T}
(6,62) 2~ |

ou 0 <x<_1
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Soit 141
7/'-:(1—;{)4A - 0.
De (6,61) il s’ensuit que
2‘[;., al Tﬂ,l
Il est facile de vérifier que
—b
It
donc
oy T 5
Ib 2a 2A
et nous avons
27 A al
ey bt | el ¥ 2.

En ajoutant 274,:b, (6,62) multipliée par 2 et (6,61) nous obtenons

_21;.|_ a_' T ! 2
b b “Ib -
Posons
(6,63) e =min|1,, B,
’ ) ;2A? .
Soit 0 < ¢ ¢ c'est-a-dire que
2 .
— ) ;T 2;;1 0.
Or
274, 271a 277
Beid b
Donc nous avons
27ta 271 al 2¢7
(6,67) —=% t 5 b i "
271a 271 al ] 2er
= o - 9l
(6,68) b b b 215 + b 7.

Comme au n 6,5 nous voyons que si f(t) est bornée, alors pour
e ¢ -0 (et si f(t) est e-bornée pour &0 respectivement pour
¢ &> 0) il existe un 7(¢) tel que pour r - r(e) nous ayons (6,59).
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Posons r > r(¢) dans les formules (6,11). Alors vu (6,43), (6,44), (6,59),
(6,67) dans le cas ou [t/b]" 0 et vu (6,68) dans le cas ou |7 b|" < 0 il
résulte de (6,42) que X =>0. Toutes les solutions de (4,12) qui ont un
point de contact avec ie tube (6,11) en sortent pourvu que r - r(e).

§ 7. LE TUBE DU CAS W3 (4(t)- o)

7,1. Considérons maintenant le cas W 3. Le tube employé ici est
tout pareil au tube (6,11) et les raisonnements sont presque identiques
a ceux du § 6. Nous nous bornerons donc dans ce paragraphe a signaler
les particularités.

Supposons donc que la condition A3 soit vérifiée. On a

A0

et les fonctions 4;(t) sont complexes non réelles. Nous avons posé
a(t)= ) — () =) —a*(t)— bt

Nous savons que si la condition A3 est vérifiée il existe des con-
stantes positives A,, A,, B,, B,,c telles que

0<A <l|a(t)l <A,
0 B,<a*(t)+ o —Db(t) < A% + 0 =B,
0<<g<o(t)<<}B,.
En particulier nous avons
b(t) 0.

Considérons le tube T donné par les formules (voir le n' 4,5)

¥, -
T=re''—sinyg
(1)

(7,11)
o |ett)

2==1re o(t)

sing  cosg

ou 0« ¢  2a, ¢>0 ou bien ¢ -0 et r est une constante positive qui
sera déterminée ultérieurement.
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7.2. Comme dans le n 6,2 nous allons montrer que pour t, fixe
I'intersection du tube (7,11) et du plan t=t, forme une ellipse. Nous
allons évaluer aussi la longueur de ces axes.

Pour simplifier les calculs introduisons la méme notation qu'au
n 6,2, en particulier acceptons la convention

o=re%,

En posant cette valeur dans (7,11) nous obtenons

¢ sin
X = — 8l )
- q

g == %(asin ¢ — G COS )

et en éliminant ¢ de ces équations nous obtenons
(7,21) —bx?—2axz + 2*=p?

Le déterminant de la forme quadratique du premier membre de (7,21)
a la valeur
L -
? -—b—a?’=¢" ~0®>0
=ar ¥ 1

Nous allons montrer que les racines caractéristiques de cette forme
sont positives, donc que (7,21) représente une ellipse.
En effet soit 1’équation séculaire de la forme (7,21)

STt s

| —a T—pu|
C’est-a-dire

(7,22) ,u"'—(l —b)p + o2 =0.
Or b--0, donc évidemment 1 —b>1=>0. Le discriminant de (7,22) est
W (1 —b?—406*=(1+ b+ 4a®
donc
0<<4A2<(1+b?+4a>=W=(1—b—4¢*<(1—Db)*
Les racines de (7,22)

_1—b—YW g = —k YW
= 2 He = 2
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vérifient l'inégalité
0<<py <pup<<1—b<<1+ B,.

Elles sont réelles et différentes. L’intersection (7,21) est donc une ellipse
), et u, étant des racines de (7,22) nous avons

donc
a a’ a’

{oengnd Ul ub° BLS- B

Les carrés des longueurs des axes de l'ellipse (7,21) sont donnés par
les formules

i Nk
n= i et
Nous avons donc : 1
- _ & . £
0<"1+B2 A2 =1 ~&2(1+B-_-).
7,3. Posons
B.
(7,31) R i T et ol
g |1+ B,

Nous voyons comme au § 6 que pour ¢ =0 le tube T contient le cy-
lindre de révolution (6,32) et qu'il est contenu dans le cylindre (6,33).
De méme pour & >0 le tube T contient dans son intérieur la surface (6,34)
et il est contenu dans l'intérieur de (6,35). Observons toutefois que R,
et R, n'ont pas ici la signification (6,31), mais qu’ils sont définis par les
formules (7,31).

744. Soit N le vecteur normal dirigé a I'extérieur de la surface (7,11).

0z dxr Odx 0z Oz Ox\

N=\9g' Tdg' dg 9t 0g 0t)’

Nous avons

dx——e"comp

dog

g—;= :;e“(osinqr -+ acosq)

dx re! .

e (ce —o)sing

0z re

el
ISR |—eo®cosq + (eaoc + oa —oa)sin ¢|.
pC
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Considérons le vecteur du champ (4,12) sur la surface (7,11).

n=(x,z,1)=(z,bx + 2az + f,1)=
'Y . rell
=( r:_: |—ocosq’+asmtp|,—d~- |—2aocos g+ (a*— o0*) sing| + f,l).
Posons
thalt
(7,41) F o S St
re
Nous avons
(7,42) X

. A Gl
40 1'N2_n-_—_o(a——€)+051n~¢p +5sin2¢ +F.

eal’

Remarquons que

(7.43) —la(t)|« a(t)sin2¢ < |a(t)|
et
(7,44) ql asin®g e pour

0‘| lO O%a

7,5. Soit ¢ - 0. Supposons que nous ayons le cas W 3,2, c’est-a-dire
que les conditions A5. a-—0 et B3 soient vérifiées. La condition B3
(voir n° 2,3) est la suivante

(7,51) Nnfa (@]l < x,a(t)
(7,52) —l—lln () > — xs
’ a(t) i o
ol 0<%, 0<"ixy, 0<<x, + %<2.
Soit
A
(1,53) 0= (2= x—x) 52

De (7,51) il s’ensuit que
(7,54) 20a+ |a| < (2—x)0a<(2—x,— %)) da<<— 49 <<0.
De cette derniére formule et de (7,52) nous avons

(7,55) 20a+20+ la] <(2— % —x)oa<<—47<0.
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Remarquons que oe& >0, donc en vertu de (7,54) et de (7,55) nous
avons

(7,57) o(a—e)+&+=;| —2%5<<0
(7,58) ola—e) +‘2“ — 29 <0.

Si la fonction f(t) est bornée (ou bien ¢ -bornée pour ¢ - 0) alors
f(t)a(t) cosq

est aussi bornée (ou bien e-bornée pour & -0). Donc pour un nombre
e > 0 (ou bien &= 0) fixe il existe un r(e) tel que

(7,59) F(t)<<m pour t >0 et r>r(e)
(voir (7,41)).

Posons r - r(e) dans les formules (7,11). Alors vu (7,43), (7,44), (7,59),
(7,57) pour ¢ >0 et vu (7,58) pour ¢ - 0, il résulte de (7,42) que X < 0.
Toutes les solutions de (4,12) qui ont un point de contact avec le tube
(7,11) y entrent pourvu que 7 - 1 (e).

7,6. Supposons que nous ayons le cas W 3,1, c’est-a-dire que les
conditions A3, a >0 et B3 soient vérifiées.
De méme qu'au n° 7,5 nous avons

_ la]

aa 2 29 0
oca+o— i;" 27 >0.

Posons
(1,63) &= min | 12224
v B.|

et soit 0 < & < & (ou bien 0 <& <e). Nous voyons que

_—

0<0ge < oge<m.

Alors
(7,67) sa—e) —12sy>0
(7,68) a(a——e)+&—‘1|>n>o.

2
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Comme dans le n précédent, nous voyons que si f(t) est bornée,
pour &0, alors il existe pour & > ¢ -0 un nombre r(e) tel que pour
r > r(e) nous ayons (7,59).

Posons r - r(¢) dans les formules (7,11). Alors vu (7,43), (7,44), (7,59),
(7,67) pour ¢ >0 et vu (7,68) pour o < 0, il résulte de (7,42) que X = 0.
Toutes les solutions de (4,12) qui ont un point de contact avec le tube
(7,11) en sortent, pourvu que 7 > 7 (¢).

§ 8. LES RESULTATS OBTENUS DANS LES CAS W2 ET W3

8,1. Dans ce paragraphe nous allons considérer les cas W2 et W3
simultanément. Aux § 6 et § 7 nous avons montré que si les conditions
A2 a(t)-0, B2, sont vérifiées et si nous prenons le tube T donné par
(6,11) ou si les conditions A3, a(t)--0, B3 sont vérifiées et si nous pre-
nons le tube T donné par (7,11), alors nous obtenons le méme resultat:
toutes les solutions qui ont un point de contact avec le tube T, y entrent
pour r >r(e). Le tube T contient la surface (6,32) (ou (6,34)) et il est
contenu dans (6,33) (ou (6,35)). Observons toutefois que dans le cas W 2,2
les nombres R, et R, sont définis par (6,31) et dans le cas W 3,2
par (7,31).

Nous avons la méme situation si a(t) = 0 — des numéros 6,6 et 7,6
nous voyons que si 7 est suffisamment grand, toutes les solutions qui
ont un point de contact avec le tube T, sortent de celui-ci.

Nos notations étant dans les deux cas les mémes, il est indifférent
de considérer I'un des deux cas W2 ou W 3.

8,2. Supposons que a(t)<0 et que la fonction f(t) soit bornée et
posons ¢ =0 dans les formules (6,11) ou (7,11). Soit un point [x,z,0].
Nous pouvons choisir un r>r(0) tel que ce point se trouve dans l'inté-
rieur du tube. Il suffit pour cela que

r > max
_ R,

La solution de (4,12) issue du point [z, 20| ne pouvant sortir du
du tube T restera dans son intérieur, et nous aurons
x®(t) + 2*(t) << R2r*
donc
lx(t)| <R,r lz(t)| <R,
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Les fonctions x (t) et z(t) seront bornées. Mais en faisant varier le point
[x,z,0| nous obtenons toutes les solutions de (4,12). Vu (4,11) nous avons
le lemme suivant.

Lemme Ib. Supposons que a(t) .0 et que la fonction f(t) soit bor-
née. Si les conditions A2 et B2 ou bien si les conditions A3 et B3 sont
verifiées, alors toutes les solutions de I'équation (1,11) et leurs dérivées sont
bornées.

8,3. Supposons que a(t) 0 et que la fonction f(t) soit ¢-bornée
pour ¢ - 0. Soit un point [x,z 0] et

* 1
T‘.l)’lx 4

T, = max R.

Désignons par T, le tube (6,11) ou (7,11) pour e=1n et r=r,.
Le point |x,z 0| appartient a l'intérieur de chacun des tubes T,.
La solution issue de ce point, ne pouvant sortir de ces tubes, restera
pour tout t - 0 dans l'intérieur de chacun des tubes T,. Donc pour cha-
que n
|x(t) “R,The'" |z(t)| << R,rye "

Mais en faisant varier le point |z, 2z, 0| nous obtenohs toutes les so-
lutions de (4,12). Des raisonnements pareils 3 ceux du n 1,5 et la for-
mule (4,11) fournissent le lemme suivant.

Lemme IIb. Supposons que a(t)<~0 et que la fonction f(t) soit
£-bornée pour ¢ 0. Si les conditions A2 et B2 ou bien les conditions A3
et B3 sont vérifiées, toutes les solutions de Uéquation (1.11) et leurs déri-
vées sont ¢ - bornées pour ¢ > 0.

8,4. Supposons que a(t) = 0. Si la fonction f(t) est bornée alors les
numeéros 6,6 et 7,6 montrent que toutes les solutions qui ont un point
de contact avec le tube T sortent de celui-ci (pour e =0 et r - r(0)).

Soit la surface (6,11) ou (7,11) pour r=r(0). Elle forme en méme
temps le tube T et I’ensemble de sortie stricte du tube T. Soit 2 l'inté-
rieur du tube T et soit Z l'intersection de l’ensemble T 4 @2 et du plan
t—0. Evidemment

1 ZC Q2+ 8.

2 Z-8S nest pas un rétracte de Z (c’est 'ellipse (6,21) ou (7,21) pour
t=20 et o =r(0)).

3 Z-S est évidemment un rétracte de S.
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Le ,,Théoréme de rétracte” (voir n 1,4) montre qu’il existe au moins
une solution de (4,12) issue d’'un point appartenant a Z et contenue dans
I'intérieur du tube T pour tout t 0. Mais cela signifie que

x*(t) + 23 (t)-<<r* (0) R2

(voir (6,32)) et cette solution de (4,12) est bornée.
Si f(t) est bornée, il existe donc au moins une solution de l'équation
(1,11) qui est bornée et qui a la dérivée bornée.

8,5. Pareillement nous démontrerons que si f(t) est ¢-bornée pour
e -0, il existe au moins une solution de I’équation (4,12) qui est & - bor-
née pour ¢ 0. Pour la démonstration il faut considérer la suite des tu-
bes T, définis au n° 8,3.

Si f(t) est ¢-bornée il existe donc une solution au moins de l'équa-
tion (1,11) qui est e-bornée pour ¢=>0 et qui a la dérivée ¢ -bornée
pour & 0.

8,6. Considérons le tube T, donné par les formules (6,11) ou (7,11)
pour ¢ =¢ (ou ¢ est donné par la formule (6,63) ou (7,63) respective-
ment), - r(e). Si f(t) est e-bornée pour £ =0 (et a plus forte raison
si f(t) est bornée) alors X 0 et toutes les solutions de (4,12) ayant un
point de contact sortent de ce tube. Donc chaque solution issue d'un point
|z, 2,0 ou

T FR R

restera a l’extérieur de ce tube T pour tout t - 0.
Donc

(8,61) x?(t) + 22 (b)- Rgr® et

et ces solutions de (4,12) ne sont pas e-bornées.

Du n° 4,4 il s’ensuit qu’'avec nos hypothéses le systéme (4,12) admet
une solution, et une seule, qui est bornée (ou ¢ - bornée pour ¢ =>0). Vu
le n 1,5 il existe un nombre ¢, =¢,/2 tel que les autres solutions
|x (t), z(t)] de (4,12) soient non - &, - bornées.

8,7. Il ne résulte pas immédiatement des raisonnements du numéro
précédent que toutes les solutions de (1,11) (c’est-a-dire les fonctions x(t))
sauf une, ne sont pas g,-bornées. De méme il n’en résulte pas, que
leurs dérivées (c’est-a-dire les fonctions I (t) = z(t)) ne sont pas &,-bornées.
La relation (8,61) prouve seulement que l'une des fonctions x(t) ou z(t)
ne peut étre ¢, - bornée.
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Dans ce numéro nous allons démontrer que si |:c(t),z(t)| est une so-
lution de (4,12) qui est non-¢,-bornée. alors la fonction x(t) et la fonc-
tion z(t) ne sont pas ¢, -bornées.

Soit |x(t), z(t)] une solution de (4,12) qui est non-eg,-bornée. Il
existe donc (voir n' 1,5) un t, tel que

(8,71) xi(t) + 22 (t) > 2 e?!

pour t - t,.
1. Supposons que x(t) soit ¢, - bornée. Il existe alors un t, - t, tel que

(8,72) \x(t)| < e’

pour t - t,. Alors, pour les mémes valeurs de t

|Z(t)| )e’"‘
Donc z(t) - e“’ ou bien z(t)<~ —e*’. Mais (4,11) montre qu’il est alors
pour t > t,
1
x(t) ex!—C
L
ou

()< LetqC

L)

(ou C est une constante). Vu que e, <~¢< 1 ces derniéres formules sont
en contradiction avec (8,72) et la fonction x(t) ne peut pas étre ¢,-bornée.
2°. Supposons maintenant que z(t) soit e,-bornée. .Soit

B,

(8,73) s=—min|1, 3 A_ Te 41 0.
Il existe alors un t; -t, tel que
(8,74) 'z(t)] < se*!
De (8,71) nous avons
iz (t)]| = e*!.

Si nous supposons que f(t) soit ¢-bornée pour £->0 (et a plus forte
raison si f(t) est bornée) il existe un t, >t, tel que

If (1)~ se™
pour t > t,.



Sur l'allure asymptotique des solutions de l'équation différentielle... 61

Vu les formules (4,12) et (8,74) nous aurons

2] —||bx z—bx|=2az L+ f -2 (24,5 s)e=r
Or
|bx B g/
donc
2 > |B, S(2A, -1)]e!

et (de méme que sous 1 )

z(t) = El |B,—s(2A, + 1)}ew'—C

0

(ot C est une constante) pour tous les nombres t -t,. En vertu de
(8,73) notre derniére formule est en contradiction avec (8,74). La fonction
2(t) ne peut pas étre ¢,-bornée.

Nous avons démontré que dans les cas W 2,1 et W3,1 toutes les so-
lutions — sauf une -— de 1’équation (1,11) et leurs dérivées, ne sont pas
e,-bornées. On peut montrer que dans le cas W3,1 la fonction x(t)
étant oscillante, ne saurait €tre non - ¢, - bornée.

8,8. Les résultats des numéros 8,4, 8,5 et 8,7 fournissent les lem-
mes suivants:

Lemme 1¢. Supposons que a(t) — 0 et que la fonction f(t) soit bornée.
Si les conditions A2 et B2 ou si les conditions A3 et B3 sont vérifiées,
il existe une seule solution bornée de léquation (1,11). Sa dérivée est aussi
bornée.

Il existe un ¢, -0 tel que toutes les autres solutions, ainsi que leurs
dérivées me soient pas ¢,- bornées (donc ne soient pas bornées).

Lemme llc, Supposons que a(t) -0 et que la fonction f(t) soit
& -bornée pour ¢ 0. Si les conditions A2 et 32 ou bien si les conditions
A3 et B3 sont vérifiées, il existe une seule solution &-bornée pour ¢ -0
de Véquation (1,11). Sa dérivée est aussi ¢ -bornée ¢ . 0.

Il existe un ¢, -0 tel que toutes les autres solutioms, ainsi que leurs
dérivées ne soient pas &,- bornées.

Ainsi nous avons achevé la démonstration du Théoréme I et du
Théoréme II.

§ 9. L'EQUATION HOMOGENE ET AUTRES CAS ANALOGUES

9.1. Dans les paragraphes 2-8 nous avons étudié 1’équation (1,11)
en supposant que f(t) est bornée ou bien que f(tye—*! —+ 0 pour chaque
& 0. Dans ce paragraphe-ci nous allons rapidement étudier les cas ou
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f (t) vérifie des conditions plus fortes: f(t)- >0 ou f(t)= 0 (c’est-a-dire le
cas ou l'équation (1,11) est homogéne). Dans le n' 9,9 nous allons étudier
les conséquences qui découlent de I'hypothése que f(t)e—" -0 pour
chaque ¢ > 0.

Etant donné que les démonstrations des résultats acquis dans ces cas
sont analogues a celles des Théoréemes I et II du § 4 -8, nous n'indiquons
que les modifications nécessaires.

9,2, Supposons donc que l'équation (1,11) soit homogéne, c’est-a-dire
que f(t)==0. Elle a alors la forme

(9,21) r—2a(t)x—>b(t)x=0.

La fonction f(t) = 0 est évidemment bornée et les solutions de (9,21) —
si nous supposons la condition H remplie — vérifient la thése du Théo-
réme I, c'est-a-dire qu'il existe une famille a k parametres de solutions
qui sont bornées et qui ont des dérivées bornées. Il existe un ¢, 0 tel
que les autres solutions et leurs dérivées ne soient pas ¢, - bornées.

Mais si f(t) = 0 nous pouvons démontrer un théoréme qui donne un
résultat plus fort.

Théoreme 11l. Si la condition H est vérifiée, on peut trouver un
e,->0 tel qu'il existe une famille a k paramétres de solutions de (9,21)
qui sont — ¢, -bornées. Leurs dérivées sont aussi — ¢, - bornées.

Les autres solutions et leurs dérivées me sont pas ¢,- bornées.

Ce théoréme montre que si la condition I est remplie il existe une
famille 4 k parameétres de solutions qui vérifient les conditions

lim x (t)e*' =0 lim x (t) e'=10
!} ea

t-»oo

pour un g, >0 (c’est-a-dire elles tendent exponentiellement avec leurs
dérivées vers zéro) et pour les autres solutions les expressions

(9,22) | (t) e x ()] e !

ne tendent pas vers zéro (et méme ont peut montrer que ces expressions
ne seront pas bornées). Remarquons que dans les cas W1 et W2 il exi-
stera méme un ¢, >0 tel que les expressions (9,22) tendent vers + oc.

93. Démonstration. La seconde partie du Théoréme III étant
une conséquence du Théoréme I, il suffit de démontrer la premiere.
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Cas W 1. Considérons le tube T défini au n' 5,1. La relation (5,23)
montre que l'on a pour &-=0

H - bo—6a,—20e 284,00 0.
De méme il résulte de (5,25) que

Hy “§(7—6A2+23)e” —2BA,e' 0

pourvu que — A,=—¢ - ¢.

Par la partie du tube T dont le vecteur normal est N, les solutions
en sortent et elles y entrent par la partie de vecteur normal N, pourvu
que ¢  —e¢ (e=>0).

Les résultats des numeéros 5,3 et 5,4 resteront valables pour & > —¢.
Seulement au lieu de la ,bande” (5,42) nous considérons l’ensemble des
points de la face latérale vérifiant la condition

&
p etz 0]
“

De méme qu’au n 5,5, il existe donc une famille 2 un paramétre au
moins de solutions de (4,12) qui restent dans le tube T pour &¢=—¢.
Si nous posons &, =¢/2, alors les solutions correspondantes de (1,11) et
leurs dérivées sont — ¢,-bornées. Du Théoréme I (ou bien des résultats
du n 5,7) il s'ensuit que cette famille est & un paramétre exactement.

Cas W22, Les formules (6,54) et (6,55) ne dependent pas de &, elles
sont donc valables pour & quelconque (positif, nul ou négatif). La formule
(6,56) n’est plus vraie pour & 0. Mais si

sl '/7 = BI

€T 4,
alors ,

oS8T .
= —b 2

et nous aurons (comme dans les formules (6,57) et (6,58))

Aok 2% al | vl 2ETp vy
TVB = b +! B[ F bl

2‘[(1_2!: ﬂ." 287 oy
b b b b 20!
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Nous aurons donc X - 0 (voir (6,42), (6,43), (6,44)). Si f(t)= 0 et
e==¢, les solutions de (4,12) entrent dans le tube (6,11) pour chaque .
Donc toutes les solutions de (9,21) et leurs dérivées sont — ¢, - bornées
(e, =€ ,2).

Cas W 3.2, Supposons que

&= I

B

(donc 0<<¢o p). En tenant compte des relations (7,53), (7,54), (7,55)
nous avons des formules analogues aux formules (7,57) et (7,58)

( i df ™ 8
g\a —¢) o0 9 Ul
agla +¢) 2 — <0

b

et X 0, donc toutes les solutions entrent dans le tube (7,11), pour
¢ = — ¢ et T quelconque. Toutes les solutions de (1,11) et leurs dérivées
sont — ¢,-bornées (g, = ¢ '2).

Dans le cas W2,1 et W3,1 la démonstration résulte immédiatement
du Lemme I€. L’unique solution bornée dont l'existence’ résulte de ce
lemme a dans notre ces la forme x(t) ~ 0, donc elle est ¢-bornée pour
¢ -—oo. Ce qui achéeve la démonstration.

9,4. Etant donné que la différence de deux solutions de (1,11) vérifie
I’équation (9,21) nous avons le théoreme.

Théoréme 1V. Sila condition H est vérifiée, alors il existe un ¢, >0,
tel que pour chaque solution x*(t) de léquation (1,11) il existe une famille
@ k paramétres de solutions x (t) de (1,11) telles que les différences

x*(t) —x(t), T*(t) — x (1)

soient des fonctions — g, - bornées.
Pour les solutions m’appartenant pas a cette famille, ces différences ne
sont pas ¢, - bornées.

9.5. Supposons que la fonction f(t) vérifie la condition
li t)=20
(9,51) e f(

Nous aurons le théoréme suivant
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Théoreme V. Si les conditions H et (9,51) sont wvérifiées, il existe
une famille @ k paramétres de solutions de l’équation (1,11) qui tendent
vers zéro lorsque t croit indéfiniment. Leurs dérivées se comportent de méme.

Il existe un ¢,=>0, tel que les autres solutions et leurs dérivées ne
soient pas e, -bornées.

96. Démonstration. La seconde partie du Théoréme V est
une conséquence immeédiate du Théoréeme I étant donné que si f(t) >0,
la fonction continue f(t) est bornée dans < 0, co).

La démonstration de la premiére partie de ce théoréme bien que
différente de celle du Théoréme I en est assez analogue.

Cas W 1. Considérons le tube défini au n" 5,1 pour e =0. Vu (5,23)
et (5.25) nous aurons

Hoo by—64y+f>2p4,+1
Hi —LG—64)+1 —284,+1.

Nous avons supposé que la condition (9,51) est vérifiée, donc pour chaque
4 il existe un t(é) tel que si t > t(d) alors

(f(t)| <o

Si g A. > 0, — par exemple pour fixer les idées si

alors pour't t(0) la face du tube T de vecteur normal N; est composée
des points de sortie stricte des solutions de (4,12) du tube T (et la face
de vecteur normal N, est composée des points d’entrée stricte).

Les résultats obtenus aux numéraux 5,3 et 5,4 sur la sortie et le
glissement des solutions sur les faces (5,12) restent vrais aussi avec les
hypothéses de ce numéro.

En appliquant des raisonnements analogues a4 ceux du n 5,5 ainsi
que le ,Théoréme de rétracte” nous pouvons montrer qu’il existe au moins
une solution (et méme qu'il existe au moins deux solutions) |x.(t),z(t)]
de (4,12) qui restera dans le tube T pour e=0, =48 4,, y=12A4, et
t > t(é). Le tube T est contenu dans le cylindre de révolution
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Il s’ensuit que pour t » t(d) nous aurons

) d
: | £ . i
.rq(t) | AE z:(t) A.

Vu le Théoreme IV pour chaque o6=>0 il existe une famille U(0)
4 ‘'un parameétre de solutions |x(t), z(t)| de (4,12) pour lesquelles

li t) -
A, A A,

lim | x (t) |
-¥oc
Les solutions n'appartenant pas a U(d) sont non bornées (et méme
non - ¢, - bornées pour un ¢,=>0). Le systéme (4,12) étant linéaire les
élements de la famille U(d) sont issus d’une droite L: du plan t=0.
Il s'ensuit que L;=L;, et U(é,)=U(4,) pour &, >0, 4, 0.
Donc chaque élément de la famille U (8) vérifie la condition

(9,61) limx(t)=0 limz(t) - 0

e o 1o

Nous avons démontré l’existence d'une famille & un paramétre de
solutions de ( 1,11) qui vérifient la condition

(9,62) limx(t)=10 limx (t) =0
<

¥

" 9,2, Cas W 2,1. Considérons le tube (6,11) pour ¢ = 0. Soit 3 définie
par (6,53). Pour chaque 4 =0 il existera un t(4) tel que la fonction défi-
nie par (6,41) vérifie pour r—é et t > t(d) la condition

»

RS 71
F(t) =SB0 is(t)sing + A, (t)cosqp << ).

En raisonnant comme aux § 6 et 8 on voit que pour chaque ¢ -0 il
existe une seule solution de (4,12) qui reste pour t > t(d) dans l'intérieur
du tube T (pour ¢ =0 et r=24). Cette unique solution est évidemment
la méme que l'unique solution bornée dont l'existence est assurée par le
Théoreme 1.

Cette unique solution bornée vérifiera donc pour chaque o -0 et tout
t > t(s) la condition

x(t) = R, 0 z(t) R, 0

(ou R, est défini par (6,31)) donc elle vérifie la condition (9,61).
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Cas W3,1. Les raisonnements sont les mémes (nous employons non
pas le tube (6,11) mais le tube (7,11)).

Pour démontrer ce théoréme dans le cas W 2.2 ou bien dons le cas
W 3.2 il faut introduire le tube (6,11) ou (7,11) et employer des raison-
nements analogues a ceux du n  8,2.

9.8. On peut se demander si les hypothéses du Théoréme I (qui
sont plus faibles que celles du Théoréeme V) ne suffisent pas pour que
la thése du Théoréme V soit vérifiée. Autrement dit, si la condition H
est vérifiée et f(t) est bornée, existe-il une famille 4 k paramétres de
solutions de (1,11) qui vérifient la condition (9,62).

La réponse est négative. Considérons, par exemple, 1'équation

>— 624 S5x=">5

qui vérifie la condition H (cas W 2,1) et ou la fonction f(t) = 5 est bornée.
Elle a comme solution générale

Xt)=1"+c e ! t+cie

Toutes les solutions sont bornées, mais aucune ne tend vers zéro quand
t croit indéfiniment.

9.9, Considérons I'équation
(9,91) T —2a,(t)x—b, (t)x = f, (1)

ou les fonctions a, (t), b, (t), f, (t) sont définies et continues pour t -0
et la fonction f,(t) est ¢ -bornée pour & -, c’est-a-dire que la condition

(9;92) llm fl (t) e o © 2yt — 0
13

est veérifiée pour &, —0.
La transformation
r=ye"
conduit a l'équation

(9,93) y—2|a, (t)’—"’lz;' — by (t) + 2ma, (t) — o*| y =, (t) e

Posons
a(t)=a,(t)—w

b(t)=1b, (t)-"{‘ 2mwa, (t) — n*
floo=f (e

Nous voyons que f(t) est ¢ -bornée pour & -0.
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Si a(t) et b(t) veérifient la condition H, il existe une famille a4 k pa-
rameétres de solutions de I'équation (9,93) qui sont ¢ - bornées pour & =0
(leurs dérivées sont aussi ¢-bornées pour &= 0). Donc il existe une fa-
mille 4 k parameétres de solutions de (9,91) qui vérifient la condition

(9,94) limx(t)el» «¥=0 limx (t)e = =0
oo o

pour chaque &, 0. (Ils sont donc avec leurs dérivées ¢-bornées pour ¢ = m).
Bien que

1(t) =a*4 b=(a,— ®)*+b,+ 2wa,— w® =ai+b, ’J!(t)

il serait trop compliqué de donner ici les conditions que doivent vérifier
les fonctions a,(t), b,(t) pour que les fonctions a(t), b(t) satisfassent la
condition H. 1l n'y a qu’un cas particulier assez simple pour le formuler
en théoréme.

Théoreme VI. Soit 'équation
I—b(x=f ()
ou f,(t) vérifié la condition (9,92). S’il existe une constante positive B telle que.
b, (t) >w" + B

alors il existe une famille d un paramétre exactement de solutions qui veri-
fient la condition (9,94) pour chaque &, = 0 (c’est-d-dire sont e-bornées pour
¢ = w). Leurs dérivées ont la méme propriété.

Il existe un ¢,=>0 tel, que les autres solutions et leurs dérivées me
vérifient pas la condition (9,94) pour &, < ¢, (cest-d-dire ne sont pas
o + e,~bornées.

% 10. LEQUATION NON LINEAIRE.
10,1. Considérons l’équation non linéaire

(10,11) T—2a(t)z—b(t)x=g(x,x,t) + f(t)

ou les fonctions a(t) b(t) vérifient la condition H et la fonction g(x,z, t)
vérifie la conditon suivante:

C. La fonction g(x,z,t) est définie et continue dans le demi-espace

E = (— 00, 4 00) X (— 00, +00) X ¢0, - ).
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Il existe une fonction g, (t) telle que
glx,z,t) < g,(t)) x*+ 2°
pour toutes les valeurs de x, z et tout t - 0, et

(10,12) limg, (t) =0

Par chaque point de E ne passe qu'une solution unique de (10,11).

Si la condition C est vérifiée, on peut dire que I’équation non liné-
aire (10,11) ,difféere peu“ de 1'équation linéaire (1,11). Dans la suite nous
allons voir que les résultats obtenus pour les équations qui ,different
peu” des équations linéaires, sont presque les mémes que les résultats
obtenus pour celles-ci.

Lemme VIH. Supposons que f(t) soit bornée et que g(x,z,t) veérifie
la condition C. Alors

a) Si les conditions A2, a(t) 0 et B2 ou bien si les conditions A3,
a(t) - 0 et B5 sont vérifiées, alors chaque solution de l'équation (10,11) est
bornée.

b) Si la condition A1 est verifice, alors il erxiste une famille de solutions
bornées de (10,11). L’intersection de leur ensemble et du plan t=0 forme
un ensemble V non-bormé de dimension (de Menger) au moins égal a 1.
Son complement CoV est de dimension 2.

¢) Si les conditions A2, a(t)=>0 et B2 ou bien si les conditions A3,
a(t) =0 et B35 sont vérifiées, il existe au moins une solution de (10,11)
qui est bornée. Il eriste un o tel que toutes les solutions vérifiant la con-
dition initiale

x*(0) + x*(0) . ¢

sotent non-bornées.

d) Toutes les solutions bornées ont des dérivées bornees. Il existe un
¢, 0 tel que les solutions non-bornées ainsi que leurs dérivées ne soient
pas ¢, - bornées. (Si la condition A1 ou la condition A2 est vérifiée elles sont
méme mnon - ¢, - bornées).

102. Démonstration. La démonstration est analogue a celle des
paragraphes 5-8. La différence est due au fait que grace a l'introduction
de la fonction g(x,x,t). L'equation (10,11) n’est pas linéaire (c’est aussi
pourquoi les résultats obtenus sont plus faibles qu'aux § 2).

Dans ce paragraphe nous nous bornons & indiquer rapidement les
parties de la démonstratin qu’il faut compléter.
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En posant x(t)=z(t) nous voyons que le systéme (généralisant le
systéme (4,12))
T z
(10,21)
2=b(thx ~2a(tyz+glx,2,t) + f(D

est équivalent a I'équation (10,11).
Soit T un tube contenu dans l'intérieur de la surface de révolution

X 2t ="y (t)
{ou y (t) soit une fonction définie continue et positive pour t - 0). Alors

(10,22) 90,2, e s ger < 91 (O ) 2 + 22

frozner - G lt) p(t).

Cas W1. Considérons le tube T défini au n 5,1 avec ¢ = 0. De méme
qu’au n° 5,2 (voir (5,23) et (5,25))

H, g (y—8A,)+g+f-284,+¢g+f

Hio =B —6a) s gt —2p4,+9

ou g =g|(x,2,t) est pris sur les surfaces (5,11)._
Etant donné les formules (5,24) pour f - f;, (10,22) et I'hypothese
(10,12) nous voyons qu’il existe un f et un t tels que pour g ~fiet t >t

(10,23) (0 + glx,2,8)] |y, por — 1FO) g, (1B <pA,

Le reste des raisonnements sera le méme qu'aux numéros 5,3, 5,4, 5,5, 5,7.
Mais les résultats du n° 4,4 ne peuvent étre utilisés, le systéme (10,21)
n’étant pas linéaire.

On serait porté a croire qu’il suffirait de supposer que g, (t) est
borné et de satisfaire a I'inegalité (10,23) en choisissant y suffisamment
grand. Mais alors (comme on le voit aisément en généralisant les raison-
nements du n" 5,4) il pourrait arriver que sur la droite z=0 x=p/2 le
glissement serait intérieur, ce qui empécherait 1'application du ,Théoréme
de rétracte“. D’ailleurs — comme on peut le montrer a 'aide d’exemples —
I’hypothése que g, (t) est bornée ne suffit pas pour qu'il existe une famille
infinie de solutions bornées (si les fonctions a et b vérifient la con-
dition A 1).
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Cas W 2. Considérons le tube T donné par la formule (6,11) pour
¢ 0 et posons
v,f(t)i-f-g(I,Z,t)hx.z.u.r,

o) wievsy) A ) ) o b ] .\
F(t)= Tb(0)e (— Z,(t)sing + 2, (t) cos )

(comparer evec la formule (6,41)). Nous avons

f(t)

res’

44,

F( B,

14 R| 9 (.

Soit £=0. Pour chaque 7> 0-— par exemple pour 4 définie par
(6,53) — il existe un t, et un r(0) tels que pour t>t, et r -r(0) la con-
dition (6,59) sera vérifiée. Le reste des raisonnements du § 6 ne change pas.

Dans le cas W 3. nous obtenons les mémes résultats en utilisant le
tube T considéré au § 7.

Ainsi nous pouvons obtenir des résultats analcgues 4 ceux du § 8.
Etant donné que nous ne pouvons utiliser les résultats du n 4,3 (I’équa-
tion 10,11 n’est pas linéaire) ces raissonnements ne pourront pas nous
informer sur le nombre précis des solutions bornées.

Mais si 1’équation (10,11) est" linéaire (c’est-d-dire si g(x,z,t)=0)
alors en appliquant les résultats du n” 4,4 au Lemme VII nous obtenons
immédiatement le Théoréme I.

10,5. On peut donner au Lemme VII une forme plus ‘concise, mais
ne contenant pas tous les résultats de ce Lemme (k aura ici la méme
signification qu’au n° 2,4).

Théoreme VI1l. Si f(t) est une fonction bornée et les conditions H, C
sont vérifiées, il existe une famille non vide de solutions de l'équation (10,11)
qui sont bornées et qui ont des dérivées bornées.

L’ensemble de solutions de cette famille forme dans lespace |z, z, t|
(ou z=1x) un ensemble U a k + 1 dimensions (de Menger) au moins.
Si k=2, ensemble. CoU est vide, si k<2 il existe des solutions non-
bornées et la dimension de CoU est égale d 3.

Il eriste un ¢,=>0 tel que les solutions non-bornées (si elles existent)
et leurs dérivées ne soient pas &, - bornées.

Ce théoréme est une généralisation du Theoreme I.

Evidemment on pourrait énoncer d’autres théorémes analogues. Par
exemple si nous supposons que f(t)—0 (pour t— + co) toutes les solu-
tions bornées de l’équation (10,11) (dont il est question dans le Théo-
réeme VII) tendent vers zéro quand t croit indéfiniment (ce qui généralise
le Théoréme V).
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10,4. Des raissonnements analogues, bien que plus longs et plus
compliqués, conduisent au théoréme suivant: ’

Théoréeme VIIl. Si f(t) est une fonction e-bornée pour ¢ >0 et les
conditions H, C sont wvérifides, il existe une famille non vide de solutions de
’équation (10,11) qui sont & -bornées pour ¢ =0 et ont des dérivées e - bor-
nées pour ¢ 0.

L‘ensemble de solutions de cette famille forme dans lespace |x,z,t|
(o z=x) un ensemble U a k + 1 dimensions (de Menger). Si k=2
’ensemble. CoU est vide, si k<22, il existe des solutions qui ne sont pas
¢ - bornées et la dimension de CoU est égale a 3.

Il existe un ¢, = 0 tel que les solutions qui ne sont pgs ¢ - bornées pour
& 0 (si elles existent) et leurs dérivées ne soient pas e, - bornées.

Ce Théaréme généralise le Théoréme II.

10,5. Soit 'équation non linéaire
(10,51) x— |2a(t) + ay(x, T, t)] T~ |b(t) + bs(x, x,t)| x =g (x,x,t)+ fit)

Supposons que les fonctions a(t), b(t) vérifient la condition H, que la
fonction g(x,z,t), vérifie la condition C, que les fonctions continues
a,(x,z,t), b,(r,2,t) vérifient la condition

aj(x,z,t) + by(x,2,t) - cl(t)
ou
lim c(t)=20

r-y-

et par chaque point de E ne passe qu’une solution unique de (10,51).
Posons
G(x, 2, t)=gl(x,2,t) +a.(x,2,t)z2 = b,(x,2,t)x

Or nous voyons que la fonction G (x,z,t) vérifie la condition C. donc si
f(t) est bornée (ou e-bornée pour e=-0) alors le Lemme VII ct les
Théoremes VII et VIII sont vrais pour l'’equation

r—2a(t)z—btyxr=G(x, x,t) + f(t)

ce qui permet d'évaluer le nombre des solutions bornées (ou bien & - bor-
nées pour ¢ - 0) de l'équation (10,51).

10,6. 1l est fort probable que les résultats obtenus dans ce travail
soient vrais pour des équations linéaires (ou pour des équations qui ,,dif-
ferent peu” des équations linéaires) d’ordre n. (Remarquons que pour n == 1
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des résultats analogues aux resultats de ce travail se laissent déduire
élémentairement).

Ces résultats devraient admettre aussi des généralisations aux systée-

mes d'ordre n (le systéme (4,12) en est un cas particulier pour n = 2).

Le plus difficile serait de trouver une généralisation appropriée de la

condition H. En tout cas cette condition devrait assurer que les solutions
Ay (1), ..., 4. (t) de I'équation séculaire généralisant (2,21) soient distinctes
et que leurs parties réelles ne changent pas de signe.

Il
12l
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Streszczenie

1. Wezmy pod uwage réwnanie rozniczkowe

(1,11) r—2atlx—b(t)x=f(t)

przyczym funkcje a(t), b(t), f(t) sa okreslone i ciagle dla wszystkich t - 0.

Asymptotycznemu zachowaniu si¢ rozwigzah tego rownania poswig-

cono juz wiele prac, lecz wyczerpaly one (i to niezupelnie) tylko wypadki
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w ktérych funkcje a(t) i b(t) albo zmierzajg do skohczonych granic, albo
sg okresowe, albo wreszcie gdy istniejg stale A, B takie, ze calki

flam—adt  [ib®) Bdt
(i} 0
sg zbiezne.
Praca niniejsza poswiecona jest zbadaniu ograniczonosci i asympto-
tycznego zachowania sie rozwigzan réwnenia (1,11) bez zaklzdania, iz funkcje
a(t) i b(t) spelniajg jeden z podanych wyzej warunkéw regularnosci.

2. Wezmy rownanie (algebraiczne wzgledem A1)
—2a(t)i—b(t)=0
i oznaczmy przez 4,, 4, jego pierwiastki (bedy to funkcje zmiennej t)
A (t) =a(t)— ) a®(t)+ b(t)
A(t) = a(t) + ) a*(t) +b(t)

(gdzie a*(t) oznacza kwadrat funkcji a(t) tj. |a(t)]?).
Oznaczmy przez A1, A2, A3 nastepujace warunki.

A 1. Istniejq stale dodatnie A., B, takie, ze
a(t) < A, 0 < B, = b(t)
A 2. Istniejg state dodatnie A,, B,, t takie, ze
a(t) < A, 0<B, ——b(t) <a*(t)—r
A 3. Istniejq stale dodatnie A,, A., o takie, ze

0 <A, — a(t)< A a*(t) + 6 < —b(t)<< A+ &.

Jezeli zalozymy, ze jest spelniony dla wszystkich t > 0 albo warunek
A1, albo warunek A2, albo warunek A3, to wtedy znak czesci rzeczy-
wistych funkeji 4i(t) (i=1,2) — tj. funkcji R’ 4;(t) — jest staly (to znaczy
ze jest niezalezny od t).

Jesli jest spelniony warunek A2 to wtedy

7(t) 4 ¥ a*(t) + bl(t)

jest funkcjg rzeczywists.
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Jesli jest speniony warunek A5 to wtedy

o (1) 4 | —a(t)— b(t)

jest funkcjg rzeczywista.

3. Jezeli jest spelniony warunek A2 albo warunek A3 to wtedy
znak a(t) jest staly. Oznaczmy przez B2 i B3 nastepujace warunki:

B2. Funkcje a(t), b(t) posiadajq ciggle pochodne oraz istnieje stala
SIS

0 _1 taka, ze
At — Ja@ ]
() | o) b(t)l
AN ETOY |
T %m | = 2V e

przyczym jesli a(t) = 0 to nalezy poloiyc j==1, za$ jesli a(t) ~0 to nalezy
polozyé j = 2.

B3. Funkcje a(t), b(t) posiadaja ciqggle pochodne oraz istniejq stale
dodatnie x,, x. takie, e 0%, +x. <~ 2 oraz

nja (]’ < x a(t)

1 il
=(t i 2
() |In o* ()| #y

4. Nazwijmy warunkiem H, nastepujacy warunek:

H. Funkcje a(t), b(t), f(t) sq okreslone i ciggle dla wszystkich t . 0
oraz jest spelniony

albo warunek A1,

albo warunki A2, a(t) -0 i B2 dla j—1,

albo warunki A2, a(t)-=0 i B2 dla j=2,

albo warunki A3, a(t) -0 i B3,

albo warunki A3, a(t)<—0 i B3,

Oznaczmy przez k ilo$é¢ niedodatnich wsrod funkcji R'4, R’ 4, (jezeli

warunek H jest spelniony, to k nie zalezy od t) oraz uméwmy sie, ze
przez 0 parametrouwg rodzine bedziemy rozumie¢ zbior jednoelementowy.
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5. Przy tych oznaczeniach sg prawdziwe nastepujgce twierdzenia:

Twierdzenie 1. Jezeli funkcja f(t) jest ograniczona oraz jest spel-
niony warunek H, to wtedy istnieje dokladnie k parametrowa rodzina roz-
wigzan ograniczonych réownania (1,11). Pochodne tych rozwigzan sq tez
ograniczone.

Istnieje ponadto ¢, 0 takie, ze wszystkie rozwigzania nie nalezqce do
owej rodziny nie spelniajq warunkdw

limx(t)e ' = limx(t)e == 0

o iow

a wigc sq nieograniczone wraz z pochodnymi.
Twierdzenie II. Jezeli dla kazdego ¢ ~ 0 mamy

limf(t)e *'=0

v

oraz jest spetniony warunek H. to wtedy istnieje doktadnie k parametrowa
rodzina rozwigzan réwnania (1,11) spelniajacych warunki

limx(tle ‘=0 limzx (t)e ='==0
1-%- 5 [

dla kazdego ¢ 0.
Istnieje ponadto ¢, > 0 takie, ze wszystkie rozwigzania nie nalezqce do
owej rodziny, nie spelniajg warunkow

lim x(t)e—* =0 lim x(t)e ' =0.
1-¥o< [

6. W § 3 podana jest interpretacja geometryczna zalozen. Pare funkcji
a-—af(t) b=">bl(t)

mozna interpretowaé¢ jako krzyws (dang parametrycznie) na plaszczyznie
[a,b]. Okazuje sie, ze jesli ktorykolwiek z warunkow A1, A2 A3 jest
spelniony to wtedy przy zalozeniu ciaglo$ei funkcji a(t) i b(t) krzywa
ta jest zawarta dla wszystkich t - 0 w jednym z pieciu obszaréw uwi-
docznionych na rysunku 1.

7. Dowod obu tych twierdzen polega na zamianie réwnania (1,11) na

rownowazny mu uklad
T z

z=b(thx + 2a(trz ~ f(t)



Sur l'allure asymptotique des solutions de l'équation différentielle... v 5

'3

i na budowaniu ,rur” z ktérych w odpowiedni sposob rozwigzania wy-
chodzg (albo do ktérych wchodzg). Poczym stosuje sie t. zw. ,twierdzenie
retraktowe” prof. T. Wazewskiego, (patrz [11]). Wypadek w ktorym
spelniony jest warunek A1 traktowany jest w § 5, pozostalym wypadkom
poswiecone sg § 6, §7 i §8.

8. W §9 zakladamy ze warunek H jest spetniony i ze f(t)—>0. Po-
kazujemy, ze istnieje wtedy k parametrowa rodzina rozwigzan zmierzaja-
cych do 0 gdy t—> + oco. Jezeli za$ zalozymy, ze f(t)=0 (to znaczy, gdy
réwnanie (1,11) jest jednorodne), to wtedy istnieje k parametrowa rodzina
rozwiazan, ktore dla pewnego &, = 0 spelniajg nawet warunek

lim x (t)e**=10 limx(t)he'=0.

[ s -

9. W ostatnim paragrafie uogolnia sie uzyskane wyniki na réumania
nieliniowe

(10,11) T—2a()x—b(t)x=g(x,x,t) + f(t)

przyczym funkcja g(x, 2, t) spelnia nastepujacy warunek C.

C. g(x,z.t) jest funkcjq okreslong i cigglq w zbiorze
E=(— o0, 4 00) .*(— 00, + 00} ¥ {0, + ),
istnieje funkcja g, (t) taka ze

glx,z,t) = g (t)} z* + 2°
gdzie
1o
oraz réunanie (10,11) jest w E jednotliwe.

Pokazuje sie, ze rozwigzania roéwnania nieliniowego (10,11) przy zalc-
zeniu, ze warunki H i C sa spelnione, zachowujg sie podobnie jak roz-
wiazania réwnania liniowego (1,11) przy zalozeniu, zc warunek H jest
spelniony,

Na przykilad mamy nastepujgce twierdzenie (podane tutaj w skroce-
niu), a ktére uogélnia Twierdzenie I.

Twierdzenie VIL. Jezeli funkcja f(t) jest ograniczona -oraz spetnione
sq warunki H i C, to wtedy istnieja rozwiazania, ktére wraz z pochodnymi
sq ograniczone.
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Peszwome

1. PaccmotpuM auddepeHumansHoe ypaBHeHMe
(1,11) T—2a(t)z —b(t)x = f(t)

npuyém dyHrumuu a(t), b(t), f(t) onpemenenbl M HemnpepbIBHbI AJA BCEX
t 0.

ACHMMNTOTMYECKOMY IOBEJEHMIO pELUEeHUH 9TOro YypaBHEHMA [1OCBA-
LIIEHO YK€ MHOro TPYZAOB, HO OHM ucHepnajau (M TO HEBNOJHE) TOJBKO
cny4au, B KOTOpbIX pyHKuuM a(t) u b(t) uam cTpeMATCA K onpeneseH-
HbIM TMpeJeJiaM, MJIM OHM MOHOTOHHbI, MJIM OHM I[IepUOAMYECKME, HIIN,
HaKOHel], KOI'la CYLUEeCTBYIOT MOCTOAHHbIe A u B Takue, 4To MHTErpasbl

[ |a(®)— Aldt, | 'bt)—B dt
(] 0
cxXogAaTca.

3TOT TpyA NOCBALLUEH MCCIAEJOBAHUIO OrpaHMUYEHHOCTM M aCUMITOTU-
4eCKOro roBelleHUA pelleHuit ypaBHeHusa (1,11) Ge3 mnpenrnosnoxKeHus, 4YTo
dyskuuu a(t) u b(t) cireayroT OZHOMY M3 BblUIENPUBEAEHHBIX YCJIOBMIA
peryJIspHOCTH.

2. Bo3bMéM ypaBHeHue (anrebpanyeckoe OTHOCUTEILHO A)
iF—2a(t) b(t)=0
¥ 0b03Ha4YMM ero KopHM dYepe3 Ay, A, (4To OYAYT (PyHKLMM MepeMeHHOro t),
A () = a(t)— ) a(t) ~ b(t)
As(t)=a(t) + | a®(t)+ b(t)

(a® (t) obo3HauaeT kBagpaT (pyHKUMM a (t)).
O6o3Haumm cumBosamu A1, A2, A5 crexyroume ycjioBUA.

A 1. Cyweemasyom  nodaoswcumenasune nocmosnune A.. B, mawnwe, 1mo
al(t) A., 0-.B, < b().
A2 (,'_I/lllfl’(f'lnﬁ!/l(li/l NOAONKCUMCALHBIC ROCMOAHHNEC A,y B, T marue, wno
a(t) < A, 0< B, «-—b(t)< a*(t)—r.

A5, Cyueemayont nododcumeasine nocumostuuue A, A, 6 maxue, 4o

0<<A < alt))<<A,, a*(t)+o<<—>b(t) < A.+ 0.
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Ecnu npenmnosioxkum, 4To AnA Bcex t -0 MCIONHEHO WMJM YCJOBUE
At, uan A2 uam A3, To 3HaK JeMCTBUTenbHOM YacTM QyHKuUMmM Z;(t)
(i==1,2), T. e. PyHKLUUMU R’ 4:(t), nocrosiHeH, He3aBMCUM OT L.

Ecau ucnonxeHo ycioBue A 2, Toraa

T(t) ;1 a*(t) + b(t)

ecTb AeicTBuTesbHadA (QyHKLMUA.
Ecnyu ucnonHeHo ycaoBue A3, toraa

a(t) ) —a* () —b(1)
ecTb AelCTBUTEeSNIbHAA (PYHKUMA.

3. Ecau ucnosnHeno mam ycnosue A2, mam ycnosue A5, torga nsu-
)KeHue a(t) cTauMoHapHO.
Obo3Hauum yepe3d B2 u B3 caeagyrowme ycnoBusa:

B2, dymwwyuu a(t) « b(t) obradaion HenpepsieHuMN N PoUIBO0HbLM
@ CYMEcmeyem NOCMOAHHAA x Manag. o 0 -~ x - 1,

4 (t) a(t) |’
*t(B b b(t)
1 Ai(t) it
Al T 1 kel 7

npuvén, eccan a(t) =0, mo caedyem npurnans j=1., ccan xe a(t) 0. mo j=2.

B3. Dywiyuu a(t) « b(t) umewm nenpepsiensie nepsvic N pou3sodnme,
o CYUECNBY M. NOAONCUMCALHBIC NOCMOAHHYIE ., 3, MaAKe, 100 0= 2y 2u

Tna(®) | %, a(t)

1

—ine®*(t)]’ & — x,.
u(tll L s

4. Ha3zoBém «ycnoBuem H>» cneapyrouiee ycuoBue :
Kl

H. Dynsyuu a(t), b(t), f(t) onpedeaewn w nenpepmanol das ocea t - 0.
(. manwce YooBIENB0 P HO

wan yedosun A d;

nau yeaosuna A2, a(t)=>0 « B2 npu j=1,
nau yeaosun A2, a(t)<<0 « B2 npu j=2;
wan yeaosus A3, a(t)>-0 « B3,

o yeaosus A3 a(t)- 0w B3,
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O603HaunM yepe3 k umcio Henosomumeaswsz cpeau cdyukumin R4,
R’ 4, (ecnu ynomnersopeHo ycuaoBue H, To k He 3aBucur ot t) u ycJo-
BUMCA nof 0 - napa.vempossis  Ce.MELcmens MOHUMATL HHOMCCNIBO € 00HUM
ANEMENMOM.

5. IIpu 3Tux ob603HAaYeHMAX BEPHbI CIEAYyIOLUE TEOpPeMbl:

Teopema 1. Feau gymnyus f(t) ozpanuvena u ucnoameno ycaoeue H,
mo cywecmsyem 8 mMowHOCMU K-NaPAMEMPOBOP CEMETCMEO 0ZPAHUNCHHBL Pe-
wenuti ypasnenua (1,11). Ilpouseodnvie Imus pewenust moxce ozpanuvens.

Cesepxr mozo cywecmsyem maxoe e, =0, wno 6ce pewenus, ne npunadie-
MAUUE K IMOMY CEMEUCMBY, He YI08ACMBOPAIOM YCAOBUAM

lim x (t)e *'=0, lim r (t)e *!=0;
e P
CMAN0 OBIME VHU HEOZPAHUUENB 8MECME € NPONICOOHBIMA.

Teopema II. Eeaw 0aa scaxozn e =0 wmeen

limf(t)e /=0

a manowe ucnoaneno yeaosue H, mo cywecmsyem ¢ mownocmu k-napa.smempo-
8or cemetcmeo pewenus ypaswenus (1,11),

lim x(t)e ‘=0, lim x(t)e ‘=0
-0 e
dus 8caxoeo e =0,

Ceepr mozo cyujecmsyen muxve g, =~ 0, wno dce pewernus, Ne nwpeHaone-
HQUUE K IMOMY CeMeicmsy, He YI08AeMBOPANT YCAOBUAM

lim x(t)e *='=0, lim Z (t)e *'=0
v~

I-»

6. B §3 maHo reomeTpuueckoe ToJKoBaHMe ycJyoBui. [apy dyHKumit
o

a=al(t), b = b(t)

MOXKHO TOJKOBaTb, KaK KPUBYIO (3aJaHHYIO [apaMeTpMuYecKM) Ha MJioc-
koctu [a,b|. OkasbiBaeTcs, uTo, eciu yAOBJIETBOPEHO Kakoe — HUOyab U3
ycaoBuin A1, A2, A3, To, npu nNpeanosoKEeHUU HENPEPHLIBKOCTU DYHKLIMIA
2(t) u b(t), 9Ta KpMBaA AJA BCeX 3Ha4YeHuit t * 0 3aKjlOHeHa B OQHON
M3 nATu obnacTeif, MOKa3aHHbLIX Ha PUCYHKe 1.
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7. Jloka3aTtesbCcTBO 0GEMX TEOpeM COCTOMT B 3aMeHe ypaBHeHus (1,11)
Ha paBHOCMJILHYIO C HUM CHUCTeMY

. xI = 4
z=">b(t)x + 2a(t)z - f(1)

U B TOCTPOMKE «HIpijink», U3 KOTOPbIX PELIeHWUA BbIXOAAT COOTBETCT-
ByKOIIMM 06pa3om (MJiM B KOTOpble OHM BXOAAT). 3aTeM MPUMEHAETCA T. H.
«pempanmuas meopema» npod. T. BaxeBckoro (cm. |11]).

Cnyuyait, B KOTOPOM ucnoJiHeHo ycsoBue A 1, paccmaTtpusaeTcs B § 5,
OCTaJIbHBIM CJIy4YasM TmocBALleHb! §$ 6, § 7 n § 8.

8. B §9 nonaraem, yto ycsaosue H unanonneno m uto f(t) »0.

Joka3blBaeTcs,, YTO Torga cyuiecTByeT k- TapamMeTpoBoe CeMeicTBO
peleHni, cTpeMawmxca k 0, korga t—»> . Ecau ke npeamnosoXkuTe, 4To
f(t) 0 (1. e. xorga ypasHenue (1,11) 0aHOPOAHO), TO TOrAa CYyIIECTBYET
k-napameTpoBoe ceMeiCTBO pelleHM, KOTOpble AJA HEKOTOporo &,--0

lim x (t)e*' =0, lim x (t)e='—0.
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9. B nocsenHem naparpadgpe o60blueHb! MosyyeHHble pe3ysbTaTbl Ha
HEAUHPHHMNE Y PAOBHEHUA.!

(10,11) T 2a(t)r—b(t)x=g(x,x,t) -+ f(t)

npu4éM cyHKUMA g(x,2,t) ynosieTBopAeT ciaeayowemy ycaosuio C.
C. gl(x,z,t) ecmy onPeOCAEHHAA U HENPEYHBHUSL (YHEYUR HA MHOMECINS!:
E = (— oo, ) < (— o0, 4+ 20) 0, -+ o0), a npemon cypueemayem g, (t)
mavasn, ’;IINI
glx,z,t) g/()) x*+2°

wuMNeeMN
lim g, (t) = 0.
-
n neped ramouw mouny E nepexodun mouro oono pewenue ypaswewus (10,11).
OKa3blBaeTcs, YTO PELIeHUA HeJuHelHoro ypaBHeHus (10,11) B npen-
nonoxenuu, 4yto ucnosHeHbl ycaosua H u C, Beayr ceba nopobHbiM 06-
pa3’oM, KaK peLIeHMA JUHEHHBIX ypaBHEHMM (1,11) B npeamnoJioxkeHum,
110 McnosiHeHo ycuosue H.
Hanpumep, yMeeMm cjleAylollyl0 Teopemy (MPUBOAMM €€ B COKPALLEH-
HoM Bupae), oboblualouyio Teopemy .
Teopema VII. FEeaw pynnqus § oepunuvena u wcnoanens yeaosus H
o C, mo (?![’ll((’l'n“f!/m"l [N"ll(l"H’llﬂ, )a'()’”"l]'lhlf’ OZ]II(’HI('H'HM a.decme ¢ 'l)?)()lt-?"()l)ﬂhl."ll.






