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Sur la dérivée logarithmique des intégrales des équations
différentielles linéaires

O pochodnej logarytmicznej calek rownan rézniczkowych liniowych

O norapH¢pMHUECKOHX NPOU3BOAHOH HHTerpanoB nUpPepeHuHaNnbHbIX
NIMHEHHbIX ypaBHEHHH

§ 1. Le but de cet article est d'indiquer quelques limitations supé-
rieures des dérivées logarithmiques ou des expressions analogues des in-
tégrales de certaines équations linéaires homogenes d’ordre n. Il s’agira
des intégrales y(x) qui lerdent vers l'infini lorsgue x->oo, en méme
temps que leurs dérivées de n premiers ordres. Je vais établir d’abord
le résultat général suivant.

Théoréme 1. Soit A (x) une fonction positive non décroissante et con-
tiniment dérivable four x> x,, telle que lim A (x) = + oc. Si la fonction

X=p o

y(x) satisfait pour x> x, auxr conditions:

=.An)

y>0, y'>0,.., y"v1>0, 0<yy

< A(x)

alors on a pour x = x, des inégalités:

’ 1 ’” 2

%<n! [A(x)]" E‘L— <n(n—1)..3|A(@)]",...

k n—1
= (n—1
n y~ Y

’

=D e+ DA )] ...,’—y-< n|A@)]

Dans ces inégalités les exposants 1/n,2/n,..,n—1/n ne peuvent étre di-
minués et on déduit de la premiere que

x
nt [l P ax
y(x)<<Ce

ou C est une constante.
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Les conditions du théoréeme I sont remplies, par exemple, par des
intégrales de 1'équation y® = A (x) y qui satisfont aux conditions initiales:
y(x,) >0, ¥ (x,) >0,..., y*V(x,) > 0.

Démonstration. En multipliant l'inégalité y™» — Ay <0 par 2y*—?
et en intégrant par parties on a:

”y(n—l)lz —2Ay- y(n—2}}.:'”+ 2 fad;(Ay) y(n-—2) dx <0.
Xo
En vertu des hypothéses faites l'intégrale est positive et tend vers + =~
lorsque x - + o, donc pour x assez grand on a nécessairemant
[yin=n]2—2 Ay -y <0
En multipliant cette inégalité par 3y'™ on a
3 ly(’l_i)lz . y(") =5 3' Ayy(ﬂ—z} y(") < 0

et en tenant compte de l'inégalité y™ < Ay a fortiori

3 [y(n—l)]z y(n) —31(A y)’ y(n_z) < 0.

En intégrant par parties il vient:
X

{ly"—"]* —3!(Ay)® y'""“’}:,——3!f‘%(Ay)2-y"‘"”’dr<0
Xo
et comme l'intégrale tend vers -+ oo lorsque x4 o> on a pour x assez

grand
[y*—2]°— 3! (AyP g <0

En continuant le procédé qui vient d'étre décrit on obtient l’'inégalité

[y ]r—nl(Ay)—ty <0
qui peut s'écrire:
n—1 n—1

y(n—l) LI S :
<VnlA® <na-n

et constitue la derniére inégalité de 1'énoncé. En remplacant maintenant

n—1
dans tous ce qui précéde n par n—1 et la fonction A par nA ® on
obtient

2(n—2) (I n—2
“vy-—<(n—1)'\nA 3 )"—‘<n(n—1)A 2
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n—2

En remplacant n par n —2 et A par n(n—1)A " on obtient

agn— n—8 n—3 n—a
y(ya) <(n—2[nr—1)"2A" <n(n—1)(n—2)A "

En continuant ce procédé on obtient successivent toutes les inégalités
de I'énoncé.

Pour voir que les exposants 1/n, 2/n,.., n—1/n ne peuvent étre
diminués considérons 1'équation y" = A (x)y ou

d" e*’

Alx)=¢e* e

A () est positive et croissante pour x assez grand et I'on a lim A (x) x"=2".

X—>+oo
L'intégrale y =e*’ de l'équation satisfait aux relations
. yo X
lim tA" (k=1,2,...,n—1)
X ~»4oco y

§ 2. Dans le cas ou n=2 on peut obtenir un énoncé plus précis.
Théoréme II. Si y,y’,y"” sont positives dans un intervale a <z <b
et si 'on a dans cet intervalle

. yl’ yl’}‘ / _l
Min (-, %) < [A(x)]2
|y ) <law
ou A(x) est une fonction positive et non décroissante, on a aussi dans (a, b)

Pinégalité
Y v'@ 4 %}
y < Max :y{ o [A@]

Pour établir le théoréeme il suffit de remarquer que de I'inégalité

yviy> [A(x)]% il résulte que (y":9y')<<(y':y), or cette inégalité exprime
le fait que y'/y décroit. L=s hypothases de ce théor2me sont évidémmeant
verifiées lorsque y”/y < A(x), il entraine donc I'’énoncé I dans le cas ou
n =2 mais avec la suppression de la constante 2.

Admettons maintenant, les hypothéses du théoréme I ou n==2 étant
conservées, que Yy’ = A(x)y. Nous dirons pour abréger qu'une fonction
est oscillante pour x =z, si elle a pour x > x, une infinité des maxima
et minima dont les abscisses tendent vers 4 co. On voit aisément que
u=1y'/y satisfait a I'’équation u’ + u®= A (x), A(x) étant non décroisante,
il en résulte de suite que u ne peut étre oscillante. Si u finit par décroitre
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lorsque x -+ + o> on a u>)/ A, ce n'est donc possible que si A reste bor-
née; donc puisque A n'est pas bornée u finit par croitre et l'on a donc
d partir d’'une valeur de x y'/y << y”/y. D’autre part on a (u’ 4+ u)*> A4,
u' + u=>} A. En vertu de la formule qui donne la solution de I'équation
linéaire de 1° ordre on déduit de la derniére I'inégalité une limitation in-
férieure de u:

u>e*[C+ J VAe*dx|
x0

ou C est une constante.

§ 3. Passons au cas ou n = 3. En conservant les hypotheses du § 1
relatives a la fonction A(x) continument dérivable et en supposant que
¥y (@)= A@)y, y(x,)=>0, ¥ (x;)=>0, ¥y’ (x,) =0 on obtient pour u=1y'ty
I’équation différentielle

u’' +3uu +ut—A=0

En multipliant le premier membre par u’ et en intégrant par parties
il vient

+ f(3 uu'?+ A'u)dx=0

X0 xo

(ul 2 uu \x
2 4

===p —Au)

donc u’'%/2 + u”/4— Au < C (C—ccnstante). Puisque lim A(x) = + ~
on obtient a fortiori pour x> x, x—poe

, 3 |
u=%<;/4 [A@)]* + e

ou ¢ est arbitrairement petit.

Ce résultat montre que les ccefficients n!,n...3,...,n de 1'énoncé I
ne sont sans doute pas les meilleurs possibles. Est-il possible de les rempla-
cer par une ccnstante absolue? En supposant que n =3 et que A (r) sa-
tisfait a une conditicn suppl¢mentaire j'ai pu les remplacer par 1, jai
obtenu, en effet, ’énoncé suivant:

Théoréme III. Si A (x) est une fonction rositive, croissante et quatre
fois dérivable rour x> x,, telle que lim A(x)= + o et si A’/A non dé-

X b

croit alors tout intégrale de Uéquation y"'= A (x) y rour laquelle y(x,) >0,
Y (x,) >0, y” (x,) = 0 satisfait rour x assez grand aux inégalités:

() Yo ja@lt, y;"< (@)
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De plus, si y'/y n'est pas borné (ce cas se présente toujours lorsque
A’/A ) on a pour x assez grand:

’ L 0 1V
(B) LYY Y Y
Yy ) Yy

Démonstration. Posons pour abréger y'/y=u,, y"'/y'=u,, ¥ /y"=u,,
y'"V/y"'=u,. FEn supposant toujours que y et ses dérivées sont positives
nous allons faire d’abord quelques remarques générales sur les fonctions u;
(ces remarques s’sppliquent évidemment aussi dans le cas de n quelconque).
Il est facile de vérifier que pour un indice i quelconque l'on a u; =u;(ui;1—u),
donc u; croit si u;y1>u; et décroit si ui;1-< u;, les extréma de u; sont
donc identiques avec les points d’intersection de la courbe y = u;(x) avec
la courbe y=wu;;1(x) u;,1 est décroissante en un maximum de u; et
croissente et un minimum, u,;.; a donc un nombre impair des extréma
entre deux extréma successifs de u,. Analytiquement ce fait s’énonce sous
la forme du lemme suivant:

Lemme. y(x) étant une fonction positive ainsi que ses dérivées de 2
premiers ordres, il y a entre deux racines consécutives de l’équation
YY" —y'?=0 un nombre imgair de racines de 'équation y'y"'—y'?=0").

Il résulte de ce qui précede que si u; est borné il en est de méme
avec u;—1 et que si u; est oscillante il en est de méme avec u;;1. Dans
le cas des fonctions remplissent les conditions du théoréme III on
a u;u; ug= A (x), donc u,/u, + uy/u, + uy/u,—A"(r)/A(x) c-a-d. (u,—u)+
+ (ug—u,) + (u,—uy))=u,—u, = A’ (x)/A(x). En vertu de I'hypothese faite
on a donc toujours u, > u, et la différence u,—u; est non décroissante.

Supposons d’abord que u, est borné. Alors lim wu; est bornée, en effet

x—+o00

si limu;=19""/y”" = on en déduit en intégrant successivement que

limu, = oo et limu, = oo. Dcne ou bien u, décroit ou bien est oscillante,

dans le premier cas u,<<u; et dans le deuxiéme cas u,=u; en une

infinité de minima de u,;, donc en tout cas lim u, serait borné. Or
X~p4oa

u, =u, + A’/A cela n’est donc possible que si A’/A est borné, alors u, est

borné donc aussi ug et u,. A(x) croissant indefiniment lorsque x - - &%
les inégalités (A) de 1’énoncé III sont donc évidentes.

Supposons en second lieu que u, n’est pas borné. Alors ou bien u,

est croissante A partir d’'une valeur de x ou bien elle est oscillante.

') Jignore si I'on a étudié systématiquement des expressions différentielles qui
admettent un «théoréme de Rolle» analogue.
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Supposons d’abord que u, croit indéfiniment, alors il en est de méme
avec u, =u,+ A’/A. En vertu des remarques que nous avons faites aupara-

vant, on a constamment u,=>u, donc lim u, = o> et par suite lim u;=ov.
X—>+oo X > +eoa

Mais u, étant croissante u, et us ne peuvent étre oscillantes. Ainsi toutes
les fonctions u,,u,, ug, u, sont croissantes et I'on a par suite u,<<u,<<u,<<u,
c.-a-d. les inégalités (B) de l'énoncé. Les inégalités (A) en résultent im-
médiatement en tenant compte de ce que u, u,u, = A (x).

Pour achever la démonstration du théoreme III il suffira de montrer
que si u, n’est pas bornie elle ne peut étre oscillante. Supposons que ce
cas puisse se présenter. Alors toutes les fonctions u,,u,, uy, u, sont oscil-
lantes. On sait qu’il existe une suite x, indéfiniment croissante des va-
leurs de x telles que pour ces valeurs u,(r) a les maxima et que pour
T, < < Tn, U, (x) <<u,(x,). Disignons pour simplifier par X une valeur x,
et pasons u, (X)=Y. D'aprés ce qui préczde la courbe u,(y =u, (x)) passe
par le point E(X,Y) en décroissant et 1'on a u;(X)<<Y. Désignons par D
celui des points d’intersection de la courbe u, avec la droite y =Y qui
est le plus prés a gauche du point E, soit d l'abscisse du point D, M le
point de coordonnées (X,u,(X)). La fonction u; qui croit pour r=2X
car uy(X)<<u,(X) est croissante dans tout l'intervalle (d, X!, autrement
elle y aurait un minimum au point & ou l'on aurait u,(£) <<Y contraire-
ment a la définition du nombre D. On a donc u;<<Y dans linter-
valle (d,X). Il en résulte que la fonction u, est décroissante dans cet
intervalle, autrement elle y aurait un maximum plus grand que Y et
l'on y aurait u; =Y. En particulier on a u,>Y dans l'intervalle (d, X).
u, est croissante dans (d,X) car autrem2nt elle y aurait um minimum
plus patit que Y et on y aurait u,<<Y. A fortiori u,=u, + A’/A est
croissante dans (d,X). L’arc DM de la fonction croissante u, et 'arc GE
de la fonction décroissante u, (G est le point de cet arc dont 1’abscisse
est d) se coupent en un seul point T de l'abscisse t. Il est clair enfin
que la courbe uy coupzra la courbe u; A& gauche du point E, car en ce
point uy <<u, mais uy; est oscillante et en ses extréma coupe u,, donc se
trouve au-dessus de la courbe u,. Désignons par F ceux de ces points
dont l’'abscisse f est la plus grande. Je dis que f<{t. En effet, au point
Fon au=u; et u;<u; c-a-d. ug(u,—uy) <u,(u,—u,) ou u, <u,
Nous allons maintenant distinguer deux cas:

I cas: f<d (fig. 1).

Désignons par Q et G les points des courbes u, et u; respectivement
dont l'abscisse est d. Ona u; =u, (u;—u,) et u, = u,(u;—u,) donc pour
d<<x <X |uj|<<|uy|, il en résulte en intégrant que GD = DQ. 1l est
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clair que la courbe u; a pour x<<d des maxima supérieurs 4 G, il en
résulte que la courkte u; posséde zussi des maxima de cet espéce pour
x<_d, or en ces points u;=1u, Ici on arrive a une contradiction car
pour r<<d on a u;<<Y donc, A’/A étant non décroissante, u, <Y +
+DQ <Y + DG.

2° cas: f>d (fig. 2).

Désigncns par H, K et L des points des courbes u,, u, et de
la 'droite y=Y respectivement dcnt l'abscisse est f, on a u.'z<0 et
31'2'=u2(2u§+u3u4—3u2u3). Or 2u} 4+ uyu, — 3uyuy = 2u, (uy—uy) +
+ ug (uy—uy) > ug (uy + u,—2u,) et u, > u,, u, > u,, donc u, >0. Tra-
cons un arc KM’ pzralléle & 'arc FE de u,.

Désignens par T’ le point d'intersecticn de cet arc avec I'arc HE de
u, et per M’ le point de cet arc dcnt I’zbscisse est X. A’/A étant non
décroissente l'arc KT'M' pesse au-desous de l'arc KTM. Si l'équation de
larc KT'M' est y=2z(x) on a 2" (x)=u| =u, (2u} + v, u;—3u,u,). Or



62 Mieczystaw Biernacki

2ul + uyus—3u, u, = 2u, (U, —uy) + u, (ug—u,), donc 2”(x)<<0. Sup-
posons que HK << KF = M’'E, il résulte de cette hypothese et des inéga-
lités u,<< 0, u; >0, 2 >0, 2°<<0 que si t' est I'abscisse de T’ on
at —f<<X—t. Il résulte encore de ces mémes relations que le seg-
ment de la droite x=7f+ 6(6 > 0) contenu dans le domaine HKT' (cf.
la fig. 2) est plus petit que le segment de la droite x=X — ¢ contenu

&

dans le domaine T'EM’. Puisque t'—f < X —t’ il en résulte que l'aire
du domaine HKT’ est plus petite que celle du domaine T'EM’. A fortiori

laire HKT est plus petite que l'aire TEM c.-a-d. on a [ (uy,—u,)dx =0
1

ou encore [ (ug— u,)+ (44— uy)dxr=0. En vertu de la formule
i

u',.=ul. (u;,,—u,) ceci signifie que (loguz)-,‘+(logu3)-,‘> 0, ou encore, P
étant le point de 'arc u; dont l’abscisse est X, que la différence des loga-
rithmes des ordonnées des points P et F serait supérieure a celle des
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logarithmes des points H et E; a fortiori on aurait logu, (X)—logu,(f) >

>logu,(f)—logu,(X). Or pour f<x<<X on a |uy—u,|<<|u;—u,|
[u u,

c.-a-d. |- '!m, | —| ce qui est en contradiction avec l'inégalité précédente.

L
Ainsi I'hypothése HK << M'E est inadmissible et I'on a HK > M'E = KF.
On achéve la démonstration comme dans le premier cas les points F, K, H
jouant le méme role que les points @, D, G auparavant.

Streszczenie

Udowadniam twierdzenie nastepujace:
JeS§li A(x) jest funkcjg dodatnig, niemalejgca, ciggle rézniczkowalng
i nieograniczong dla x> x, i jeili y(x) spelia dla x> x, nieréwnosci

(n}
y=>0, y >0,.., y»1=>0, 0 <—3"y— < A(x)

to dla x > x, mamy nieréwnosci:

1 o 2

%<n![A(x)]", 3;—<n(n—1)...3|A(a:)|5 e
Y k n—1) (n—1)
—y—<n(n—1) wk+1)[A@]",..., —y—<n [Ax)] »

Zagadnieniem otwartym jest czy mozna zastapi¢ w tych nieréwno$ciach
n!,..,n przez stale bezwziledne. Wykazalem, ze w przypadku n =2 dajg
sie one zastapi¢ przez 1. W przypadku n =3 otrzymuje ten sam wynik
przypuszczajac, ze iloraz A’: A jest niemalejacy a poczwoérnie rézniczko-
walna funkcja y spzlnia rownosé y"’ = A (x)y. Jesli ponadto (A’: A) >+
to zachodzg dla x doéé duzego nieréwnosci

Vel o ¥ et

Ul " fre -

y ¥ vy y

Pe3iome

[oxka3biBalo cnegyouylo Teopemy:

Ecnu A(x) sBnfetcs nonosurenbHOM, HeybbiBatouieHd, HempepuIBHO
aMddepeHUMPYEMOX K HEOrpaHWYEHHOW AN X >, PyHKUMEH, U ecnH
y(x) ynoBnerBsopser gns r = x, HepaBeHCTBaM

iin)
vy=>0, 9y >0,.., y >0, 0<~%—\<A(x)
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TO AN r>>X, WMEEM HepaBeHCTBa

’ 1 "

¥ n Y e
. <nl[A(x)]", 7 <n(n—1)..3[A&)]",..,

<n[A@)] "

e . Y
. <n(n—1)..(k+ 1) [A(@)]", ”

OTKpbITbIM 9BNSETCS BONPOC: MOMHO-NM 3aMEHWTb B 3THX HEPaBEHCTBax
n!,...,, n abCONOTHLIMKH NOCTOAEHbIMH. [lOKa3biBalO, 4TO ANS N — 2 MO¥HO
Mx 3aMeHHTb uucnoMm 1. [ns n=23 nonyyailo TOT-}Ke pe3ynbraT npu
npeanoroxeHnn, 4yto A’: A asnsercs ¢$yHKUHeH HeyObbiBawoliew, uMelo-
Wwer nNpoOM3BCAHbIE NO YETBEPTOW EKNIOYHTENbHO W Yy YyROBNETBOpPSET
paseHciBy ¥ = A(x)y. Ecnu kpome Toro (A’:A)-» + oo, TO ans x no-
CTaTO4YHO 60ONLLIOrO0 WMEKT MECTO HEepaBEeHCTBA:

U o

FIr v
y Y y<y'

—_— =
’ Ll e

Yy Yy Yy




