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M. KRZYZANSKI

Sur le second probléme aux limites pour les équations linéaires
aux derivées partielles du type elliptique et parabolique dans un
domaine non borné.

O drugim zagadnieniu brzegowym dla rownan o pochodnych czastkowych
typu eliptycznego i parabolicznego w obszarze nieograniczonym.

O BTOpPO¥ rpaHMMHOMN 3axave KJIA JMHEHHBIX YPDABHEHMH B MACTHBIX MPOM3-
BOXNBIX JTHMNTHYECKOr0 THMa B HeorpaHuuveHHou obiaacTm.
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M. L. Amerio a démontré un théoréme d’existence d'une so-

lution du probléme de Dirichlet pour 'équation linéaire aux déri-
vées partielles du type elliptique, dans un domaine non borné, en
supposant la résolubilité du probléme analogue dans une suite de
domaines bornés et en effectuant un passage a la limite?. D’une
maniére indépendante, j'ai effectué?) un passage a la limite ana-
logue, qui permet d'établir 1'existence d'une solution de ce probleme
ct son unicité dans les hypothéses différentes de ceux de M. Amerio.

Dans le présent travail je vais exposer l'extension de cette mé-
thode au second probléme aux limites relatif a une équation linéaire

du type elliptique et ensuite a4 une équation normale du type para-
bolique.

') L. Amerio. Teoremi di esistenza per le equazioni lineari del secondo
ordine di tipo ellittico, nei domini illimitati, Rendiconti della Reale Accad.
d’Italia. Ser. VII, vol. IV, fasc. 8 (1943) p.p. 1—12.

’) M.Krzyzanski. Sur le probléme de Dirichlet pour l'équation linéaire
du type elliptique dans un domaine non borné. Atti dell’ Acad. Nazionale dei
Lincei. Ser. VIII, vol. IV, fasc. 4, (1948), p.p. 408—416. Pour abréger, le travail
cité sera appelé dans la suite ,.P. D.*.
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2 M. Krzyzanski

Equation du type elliptique.

1. Soit
m d2u m d u
Ny — N} . . .
(1) E [u] Ha:la., 7= dx}-l—}:lb, dx,-+cu f (@i = ay)
une équation linéaire du type elliptique. Les coefficients a;; (i, j =
=1,2,...m), b; =12, ... m), c et la fonction f sont supposés

m
continus dans un domaine non borné D, la forme X ai 4i1; y est
i,j=1
supposée définie positive.

Dans la suite, la frontiéere d’'un domaine ouvert quelconque
A sera désignée par FA et sa fermeture 44+ FA par 4.

A chaque point P de la frontiére FD du domaine D on fait cor-
respondre une demi-droite l(P) pénétrant a l'intérieur de ce do-
maine (c’est a dire, telle que le point P est I’extrémité d’'un segment
de Y(P), appartenant a la fermeture D du domaine D) et d‘ailleurs
arbitraire. On suppose qu’'en chaque point de FD il existe une (au
moins) telle demi-droite.

Soient ensuite a(P), f(P) et g(P) trois fonctions déterminées sur

FD. u(P) étant une fonction biréguliére®) dans la fermeture D du
domaine D, on lui fait correspondre 1'expression

Llul=a(P)St+ p(P) u.

On pose le probléme suivant:

On cherche une fonction u(P), biréguliére dans D, satisfaisant
a I'équation (1) dans D et a la condition aux limites
(2) L [u] a(F)%‘: + B(P) u = g(P)
sur FD. Nous allons appeler un tel probléme le second probléme aux
limites.

Je démontre d’abord des théorémes généraux d'existence et
d’unicité d'une solution de ce probléme et je les applique ensuite
a un cas particulier, oi le domaine D est une couche illimitée.

2. Je commence par exposer l'idée du théoréme général d’exi-
stence- Considérons un domaine borne /, détaché du domaine D par

) Une fonction est dite réguliére dans un ensemble E, si elle est continue
dans E et de classe C® (admettant les dérivées de 2-me ordre continues) aux
points intérieurs de E. Elle y est dite biréguliére, lorsqu’elle est de classe C()
dans E et de classe C® aux points intérieurs de E.



_ Sur le second probléme aux limites pour les équations linéaires 3

une hyper-surface 2. Supposons que la frontiére F4 de ce domaine
contienne une partie o, située sur 3, la partie restante étant située
sur FD. La multiplicité u d'intersection de 2 et de FD est supposée
comprise dans o; on désignera par S la somme (F A —o) - p. Soit
ensuite ¥(P) une fonction continue sur o. On appelera le probléme
(M) un probléme qui consiste en la recherche d’une fonction u(P)
réguliére dans 4 et de classe C?) sur S, satisfaisant a 1'équation (1)
dans A4, a la condition (2) sur S et a la condition

u(P) = ¥ (P) Sur .
On suppose, s'il y a lieu, que la fonction ¥Y(P) satisfait aux condi-
tions de compatibilité aux points de u toutes les fois que a(P) s’annule
ou bien que la direction ! soit tangente a X. Dans le premier cas
cette condition exprime que

8 (P) -V (P)= g (P);
dans le second cas Y(P) est supposée de classe C'! aux points cor-
respondants de ¢ et la condition de compatibilité s’écrit

L [¥] =g (P)

Nous dirons que le domaine D est régulier par rapport au pro-
bleme (M), défini ci — dessus, lorsque ce probléme y est résoluble
toutes les fois que ¥(P) est continue sur o (et de classe C¥) en ceux
points de #, ou la direction | est tangente a 2), g(P) est continue sur
S et que ces fonctions satisfont aux conditions de compatibilité en
ceux points de u, ol a =0, ou bien l est tangente a 2.

Supposons qu’on ait construit une suite { D,} de domaines ré-
guliers par rapport au probléme (M), détachés du domaine D par
une suite de surfaces 2,, dont la distance a l'origine tend vers
I'infini avec n. On désignera encore par a,, S, et u, les multiplicités
analogues aux multiplicités o, S et u, relatifs au domaine 4.

Soit ®(P) une fonction de classe C/" dans D, telle que

(3) L [®] =g (P) sur FD
et d’ailleurs arbitraire. A chaque D, on fait correspondre une solu-
tion u, (P) du probléme (M) avec les conditions aux limites

4) = L [u,] = g (P) sur S
up, (P) = @ (P) Sur on.
On va démontrer que, certaines hypothéses étant admises, la suite

\ Un (P)} converge dans D vers une limite u(P) qui y constitue une
solution du second probléme aux limites pour l'équation (1) avec

1e
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la condition aux limites (2) sur FD. Cette limite est indépendante
du choix de la fonction @ satisfaisant a la condition (3) sur FD.

3. On établira d'abord une condition suffisante d’'unicité de la
solution du probléme (M) A cet effet on démontrera le lemme
suivant.

Lemme I. Soit 4 un domaine borné, détaché de D par une
surface 2 (voir n-ro 2). On suppose que c(P) < 0 dans 4 et «(P) = 0,
A(P) < 0 sur S. Soit u(P) une fonction réguliére dans A et de classe
C® sur S. Si Uon a E[u] = 0 dans A et L[u] = 0 sur S (resp. E[u] < 0
dans A et L[u] < 0 sur S), alors u(P) atteint sur ¢ sa borne supe-
rieure dans A4, si elle est positive (resp. sa borne inférieure dans A
si elle est négative) *).

Démonstration. Comme ¢(P) < 0 dans 4, u(P) atteint sur
F A sa borne supérieure M dans 4, si elle est positive %). Il suffit
donc de démontrer que cette borne M ne peut pas étre atteinte sur S.

Or soit I’y un point de S tel que uw(P,)= M > 0. Supposons
d'abord que «(P,) > 0. Comme f(Py) < 0, u(Py) > 0 et L{u] = 0
on a (:;:— = 0- I en résulte qu’il existe un point P, ¢ 4 tel que

Py
u(P1) > u(Po) = M, or cette inégalité est contraire a la définition
de la borne supérieure M. Soit ensuite a(P,) = 0. Alors

L [u]lir, = f# (Po) u (Py) < 0,
contrairement a I'’hypothese que L{u] > 0 sur S. Il en résulte que
la borne supérieure M de u(P) ne peut pas étre atteinte sur S.

4. Nous passons maintenant a la démonstration d'un théoreme
d’existence qui correspond au théoreme I du travail P. D.; 1a démon-
stration sera analogue.

Théoreme I. On suppuse que

1° il existe une fonction H(P, k) du point P et du paramétre k,

déterminée pour P ¢ D et 0 < k < ky, biréguliére dans D en tant
que fonction de P, jouissant, en outre, des propriétés suivantes

‘) Le sujet de ce lemme est analogue & une propriété des solutions du
second probléme aux limites, qui résulte d’un théoréme de M. Picone. La
démonstration est a peu prés identique. Voir M. Picone. Nuove formole di
maggiorazioni per gllintegrali delle equazioni a derivate parziali del second'or.
dine ellittico — paraboliche. Rendic R. Acc. Lincei XVII (1938).

%) Voir p.ex. C. Mirand a. Sulle proprietd di minimo e di massimo... Atti
Accad naz. Lincei VIII, ser. 10 (1951), 117—120.
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a) H(P,k)> 0 dans D et pour 0 < k < ko;
b) @ chaque valeur positive de k < ko correspond un nombre
positif (k) tel que
(b;) E[H] < —6 (k) HP, k) dans D, et
(bs) L [H] <—6 (k) HP, k) sur FD;
c) ki et ka2 étant deux nombres positifs, tels que k; < ko < ko,
on a

lim H(P, k) _ (
op>H(P k)

OP désignant la distance de P a l'origine des coordonnées 0;

20 ®(P) est une fonction de classe C" dans D, satisfaisant d la
condition (3) sur FD;

39 il existe deux nombres positifs M et k < ko tels que

a) If (P)) < M-H(P, k) dans D,

b) lg(P) < M-H(P k) sur FD,

¢) |®(P) < M- -H(P k) dansD.

Alors {D,} étant une suite de domaines détachés de D par les

surfaces X, (voir n-ro 2), réguliéres par rapport au probleme (M),
la suite {u,) de solutions du probléme (M) dans les domaines D,, avec
les conditions aux limites (4) sur FD,, converge dans D vers une
limite u(P).

Cette limite u(P) constitue une solution du second probléme aux
ltmites pour l'équation (1) dans D avec les conditions aux limites (2)
sur FD.

Démonstration On commence par démontrer la conver-
gence de la suite {u,). Soit

v,(P)=u,(P) : H(P, k).

Cette fonction satisfait dans D, a 1'équation

0%y m Jov

Bl SRS @ SACg et

ILj=1 i dx; dx, j
ou c*= L E[H] < — 8(k) (en vertu de 1%b,)

et f*(P)=f(P):H(P, k). On a |[f*(P)] < M (en vertu de 3° a).
La fonction v, satisfait sur S, a la condition aux limites

(6) L‘[vn]=au;"+/3‘v,.=g'(P),
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avec #*(P) = ;; L[H] < — 4(k) (en vertu de 1°b,) et g*(P) =

= g(P) : H(P, k); on a (en vertu de 3%) |[g*(P)] < M sur S, .
Posons

zsul)=vn_M|:l+'l- »
' o (k).

la fonction é(k) étant la méme qui figure dans 'hypothése 1%b. Les
fonctions z{? (r=1,2) satisfont dans D, aux équations suivantes

' 1
(2) — M " —
2 =v + [1+6(k)] =172}

wkﬂ=r+earMP+7—h'
et a la condition aux limites 2
L =g+ (—1rml+ L]
| 3 (k)]
sur S,. Comme c* < — (k) dans D, etf* < —4(k)surS,(n=1,2..),
on a
E*[2V] = Mo(k), E*[zZP] < — Mé(k) dans D,,
L*[z20] > Md(k), L*[Z"] < — Mé(k) sur S,.
Or |v,(P)] < M sur o, (envertu de 3°), en suite de quoi
20 < — Mot (k) < O0etz® > Mo (k) > 0
sur o,. Il résulte du lemme I que I'on a 20 < 0 et 22 > 0 dans
D, et que par suite
(7) vl < M[1+61(k)] dans D,
Soit p < q; on a [vg < M [1 + 67 (k)] dans D, et en particu-
lier sur o,. La différence v, — v, satisfait dans D, a 1'équation
homogeéene

(5" E*[v] =0
et sur S, a la condition aux limites homogeéne
(6") L*[v] = 0.
On a en outre
lvp — vg] < 2 M[1+ 67 (k)] sur op.
Posons
. ’ H (P k)
Wwpe = (up — ug): H(P, k + k') = (vp — vg) +
& A R T AR

k’ étant un nombre positif tel que k + k" <ko. D'aprés 1°% et (7)
on peut choisir p de sorte que l'on ait lwpg| < esur op. La fonction
wpq satisfait dans D, a une équation homogéne analogue a (5%);
elle satisfait sur S, a une condition aux limites homogene, ana-
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logue a (6”). 11 résulte du lemme I que wpq atteint sur o, sa borne
supérieure dans D, si elle est positive et sa borne inférieure dans
D,, si elle est négative. Comme |up,| << ¢ sur op,0n a

Wpy < € partout dens D,.

Soit Dy un domaine borné, contenu dans D. Pour p assez grand
la fermeture Dy de D, est contenue dans 13,,. Désignons par Q(k)
la borne supérieure de H(P, k) dans D,. On a

Yy —u < e (kK+K) pour P ¢ D,.

Il en résulte que la suite {u,} est uniformément convergente
dans Dy. Or D, étant un domaine borné, contenu dans D et d’ailleurs
arbitraire, cette suite converge partout dans D vers une fonction
continue u(P). Il est évident que cette limite u(P) satisfait a la con-
dition (2) sur FD. Il reste 4 démontrer qu’elle satisfait a 1'équation (1)
dans D.

Considérons un point Pye D et choisissons le nombre n, de sorte
que D, contienne P, a l'intérieur. Le domaine D, est, par hypo-
these, régulier par rapport au probléeme (M). Soit U(P) une solution
de (1) dans D, , biréguliére dans Dno, satisfaisant a4 la condition (2)
sur S, et identique a u(P) sur o,. Nous allons démontrer que U(P)
est identique & u (P) dans D, . En effet, pour n > n, assez élevé on a

(9) UP) — u,(P)| < % sur o,
et
(10) [u(P) — u,(P) <19 dans D, ,

3 > 0 étant petit a volonté. Posons V(P) = U(P) : H(P, E); désig-
nons par €, et w, les bornes, supérieure et inférieure, de H (P, k)
dans D, . En vertu de (9) on a

(11) [V(P) — v,(P)| < ;.% Sur o, .

La différence V — v, satisfait dans D, al'équation homogéne (5')
et a la condition aux limites (6') sur Sp,» en vertu du lemme I l'in-
égalité (9) subsiste partout dans D, , par suite

)
[UP) — u,(P)| < -i:;o pour Pe D,
(1}
d'otl, en tenant compte de (10), on obtient l'inégalité
0
;U(P)—u(P)!<77(l+z;°) pour PeD, .
0

Or, 7 étant choisi arbitrairement, on a finalement U(P) =~ u(P)
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dans D,,o et en particulier au voisinage du point Py. Il en résulte que
u(P) satisfait a I'équation (1) au point P,. Or P, est un point arbi-
traire de D. Par suite u(P) satisfait a 'équation (1) partous dans D.

Ainsi u(P) est une solution du second probléme aux limites pour
I’équation (1) dans D avec la condition aux limites (2) sur FD.

5. Nous dirons que la fonction u(P) continue dans le domaine D
appartient a la classe (K), s'il existe deux nombres positifs M et
k <ko tels que
(12) u(P)] < M- H(P, k),
ou H(P, k) satisfait a I'hypothése 1° du théoréme I.

Théoréme II. Dans la classe (K) le second probléeme aux limites
pour l'équation (1) dans le domaine D avec la condition aux limi-
tes (2) sur FD admet une solution au plus.

Démonstration. Soient u;(P) et u2(P) deux solutions de
ce probléme, appartenant 3 la classe (K). Il est évident que la fonc-
tion u(P) = u1(P) — uz(P) satisfait a 1’équation homogéne

(1) Eful =0
dans D et a la condition aux limites homogéne
(2) , L[ul =0

sur FD. Les fonctions u; et uz appartenant a la classe (K), la fonc-
tion u y appartient aussi. On peut donc determiner deux nombres
M et k tels que u satisfasse a l'inégalité (12) dans D. Posons

v(P) = u(P) : H(P, k),
ou k <k’ <ko. On a, d'aprés I'hypothése 1°¢ du théoreme I

wP) < e sur a,,
pour n assez grand, ¢ = 0 étant arbitraire. Or la fonction v(P) satisfait
dans D a une équation linéaire homogéne du type elliptique, ana-
loque a (5°) et aux conditions aux limites homogeénes, analogues
a (6") sur FD- Il résulte du lemme I, appliqué au domaine D, que
lv(P)| <e dans D,, Or, ¢ étant petit a volonté, il en résulte que
v(P) =0 et par suite u(P) = 0 dans D; donc u;(P) = u,(P).

Corollaire. La limite u(P)=lim u, (P) (voir le théoréme I) est
n - oo

indépendante du choix de la fonction P(P), pourvue que ®(P) satis-
fasse aux hypothéses 2° et 3% du théoréeme I.

6. Passons maintenant a un cas particulier, en admettant que
le domaine D est une couche illimitée I':—h<gzx <h,
—oo<zr <+020(i=12 ...m—1)
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On dit que la fonction F(P), continue dans un domaine non
borné D appartient a la classe E, (ko), lorsqu’il existe un nombre
positif M tel que

«

ko ( ,.I., x?)_’:.
F(P)<Me 7' .

En admettant que les coefficients de (1) et la fonction g satis-
font a certaines hypothéses supplémentaires, nous allons déterminer
effectivement une fonction H(P, k), de la classe E;(ko) dans I' (le
nombre ko dépend des coefficients de 1’équation (1)), satisfaisant aux
hypothéses 1° du théoréme 1 et ensuite une fonction ®(P), satisfaisant
aux hypotheéses 2° et 3%.

Nous supposons que les coefficients de I’équation (1) satisfont
aux mémes hypothéses qu’au n-ro 3 du travail P. D., dans le cas 2,
a savoir qu'’ils sont continus et bornés dans I' et que ¢ < 0, b,, = 0,
¢nm - A>0, A étant un nombre constant. On suppose, en outre,
que la direction | est normale a FI' et que a(P) =1 sur FJ.

On a alors
u
du_du_l Ik pour x,, = — h
dl dn Ju
7§ pour x,, = h

de sorte que, lorsqu’ on pose

ﬂ(P)=l—ﬂ1(x1,xz,---l‘m_1) pour;r,,,=—h
( | — B (x4, X2, ... x,—y) pour x, = h,
13
) (P): I g1 (xltxiv---xm_l) pour .’X,‘m=—h
. | —g: (2, x5, ... x,_,) pourx, = h,
la condition aux limites (2) prend la forme
ou
m—ﬂnu—gl pour x,, = — h
4 4 fru= = h
oz, pru = g, pour x, = :

Quant aux coefficients f; et B2, on suppose l'existence d’un
nombre positif o tel que l'on ait gy > gy, 2 > fls pour — 00 <
<< +oo(i=12...m—1).

On pose, comme au n-ro 3 du travail P, D.,

m—1

&,
I ' chk x,
i=1

H (P, k) = cos 51
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o L est un nombre positif, supérieur a h, qui sera assujetti dans
la suite a satisfaire a une condition supplémentaire. On a H(P, k) > 0
dans /" et par suite H satisfait a I’hypothése 1%. du th. I. Il est
évident qu'elle satisfait aussi a I'hypothése 1%. On choisit, de la
méme maniére que dans le travail P. D. (n-ro 3, le cas 2% le nombre
ko et une fonction positive de k, désignée actuellement par 4(k), de
facon que l'on ait

(14) SEMH] < =300 <0 pour 0 < k < k.

En outre, la fonction H doit satisfaire a I'hypothése 1°b., qui
s’écrit actuellement sous la forme

0
d—f—ﬁ,H<—6(k)-H pour x,, = — h
(15) OH _
3 + h HZ= o(k) - H pour x,, = h.
L
La fonction (k) est, en général, différente de d(k); nous posons,
notamment, d(k) = min |4 (k), -‘(;9 . Or,on a
0H a g 7B
iz, 2L®FL

donc, pour que H satisfasse aux inégalités (15), il suffit que l'on ait

a ah ,
oL 8 9L — fo < — 6(k),
c'est a dire
B ah
(16) oL 8o < Bo — (k).

D’aprés la définition de d(k), le second membre de (16) est po-
sitif, par suite 1'inégalité (16) peut étre réealisée par un choix conve-
nable de L. Or le nombre ko diminue lorsque L augmente (voir
P. D)), il en résulte que le choix de L conforme a l'inégalité (16)
entraine en général une diminution convenable du nombre k.

D’aprés (14) on a a fortiori
(14) }i, EH) < — 6(k) pour 0 < k < k°

et les inégalités (15) sont équivalentes a l'inégalité
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(15" fl], L [H] < — d(k) pour 0 < k < ki,

de sorte que H satisfait a 1'hypothése 1%.

Passons mantenant a ia détermination de la fonction ®(P), sa-
tisfaisant aux hypothéses 2° et 3°%c. Supposons que la fonction f(P)
et la fonction g(P), définie d’apreés la formule (13), satisfassent aux
hypotheéses 3% et 3°b du théoré¢me I et que S(P) soit bornée.

Posons
B (P) = 21h [ﬁl (xly x21 s Im—l) ('rm - h) '}-
+ ﬂ! (xl) T2y - .- xm—l) (xm + h)]

et
1
G(P) — 2 h [Gl (xl) x21 e xm—-l) (h - xm) -*_
+ G! (xlv x21 LR xm—l) (h + xm)]r
On a
_J=h (xy, x5, ... Tpp_y) pour x, = —nh
- (P) - I ﬂ;’ (xl' Ly «-e xm—l) pour X, = h’
G(P) = jgi (x4, Xay -+ Ty—y) pour x, = — h
|92 (x4, T3y ... Tpi—1) pour x, = h.

On peut choisir pour ®(P) une fonction de classe C" dans I,
satisfaisant a I'équation différentielle ordinaire
do

(17) Ji—'i'B(P)‘D:G(P)

en tant que la fonction de x,,, pour — h < x, < h (les variables
I, ...X,— €étant traitées comme paramétres). En effet, pour
T, = —h et x, = h, l'équation (17) se réduit aux égalités sui-
vantes:
do
dx
respectivement.
D’autre part, l'intégrale générale de (17) s'écrit sous la forme

do
— phb=g, et dx"‘"“"?"ﬂz P =g,

m

D( xy,...x)="0(x, ...Tm)+ [G(x1, ... T;e1,d)
0

5 ‘\I.f"
exp[_fﬂ(x,, e Tp—y,8)ds|d &} expl— | B(x,,...xm_.,,f)dE],
()] (0]

¢ étant une fonction arbitraire des x;, T1, ... Ty—1.
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On peut choisir # = 0; alors la fonction B étant bornée dans I
et la fonction G satisfaisant a I'hypothése 3% du théoréme I, la
fonction ®(P) satisfait a I’hypothése 3%

Equation du type parabolique.

7. On peut traiter de la méme facon le probléme analogue
relatif a I’équation normale du type parabolique, que nous écrirons
sous la forme

- 03%u ou , 7 ou

(18) F[u]_i'jZ‘ﬁl aum_d‘y“ri;l b;a—xl-l—cu:f,

les coefficients de cette équation et la fonction f étant des fonctions
continues du point P (x;, Xy, ... X, ¥y) d'un domaine D non borné
de I'espace — temps a m + 1 dimensions; x,, x,, ... X, sont des
variables d’espace, y — celle du temps. Nous désignerons par
Q (xy, x3,...xm) le point de 'espace a m dimensions, aux coordon-
nées r,, X3, ... T,,de sorte que l'on peut écrire P = (@, y). La

m
forme X a; 4, 4; est supposée définie positive.
l',j =1

Nous supposons cette fois que la frontiere FD du domaine D est
constituée par un domaine non borné By, 4 m dimensions de l'hy-
perplan y = 0, par un domaine analogue de 1’ hyperplan y = h et
par une hyper — surface S non tangente nulle part aux hyperplans
y==C. A chaque point P ¢ S on fait correspondre une demi-droite
I(P), pénétrant a l'intérieur de D et paralléle a I'hyperplan y =0
(on suppose qu'a chaque point de S correspond une, au moins, telle
demi — droite). Soient a(P), S(P) et g(P) les fonctions définies sur S
et ¢{Q) une fonction continue du point Q tel que le point (Q, 0) ¢ B,.
Posons

du
Llu] = a(P) "g; T B(P)u.

On pose le second probléme aux limites qui consiste en la re-
cherche d’une fonction u(P) = u(Q, y) réguliére dans la fermeture D
du domaine D, biréguliére dans l’ensemble D + S, satisfaisant
a I’équation (18) dans D, a la condition initiale
(19) u(Q,0) = ¢(Q) pour(Q, 0) ¢ B,
et a la condition aux limites

(20) L[u]-'_—sa(;-—l;*{‘ﬂu:g(m
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pour P e S, sauf, peut étre, aux points de la multiplicité y d'inter-
section de S et de ’hyperplan y = 0%. Si l'on veut que l'inégalité
(20) subsiste aussi sur p, il faut supposer que la fonction ¢(P)
satisfait a une condition de compatibilité. On suppose notamment
que ¢(P) est de classe C") le long de y et que

Ligl = g(P) sur y
8. On peut faire correspondre au second probléme aux limites
ainsi posé, relatif a 1’équation (18), un probléme analogue au pro-
bléme (M) du n-ro 2; nous l'appelerons dans la suite: le probléme
(M’). Considérons une hypersur-
face X qui détache du domaine D
un domaine borné ./, dont la
frontiéere F 4 se compose d'une
partie ¢ de 2, d’'une partie S’ de S
et des parties (bornées) B’y et B’ G
des domaines By et B. Soit Y/(P)
une fonction définie sur o, de S
classe C™ sur la multiplicité u
d’intersection de S et de X et y
satisfaisant aux conditions de com.-
patibilité convenables. On suppose,
en outre, que ¥(Q, 0) = ¢(Q) sur
la multiplicité uo d'intersection
de o et de By. Le probléme (M)
consiste en la recherche d'une fonction u(P)= u(Q,y), biréguliere
dans l'ensemble 4 - S, réguli¢re dans A, constituant une solution
de I'équation (18) dans A et satisfaisant a la condition initiale

u(Q, 0) = ¢(Q) pour (Q, 0) € B,
et aux conditions aux limites
u(P) = W (P) gour P € o
L[u] = g(P) pour P €S

Le domaine A est dit régulier par rapport au probl¢me (M)
ainsi posé, lorsque ce probléme est dans /A toujours résoluble pourvu
que la fonction g(P) soit continue sur S, ¢(P) sur B’y, ¥(P) sur o
et qu'elles satisfassent aux conditions de compatibilité convenables.

% A vrai dire, ce probléme doit s’appeler le second probléme mixte, a cause
de la présence de la condition initiale (19) et de celle aux limites (20).
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Rappelons?) que si ¢ <0 et f=> 0 ou f < 0 respectivement, alors
une solution u(P) de (18), réguliére dans A ne peut atteindre, ni
dans A, ni sur B’, sa borne supérieure dans 4, si elle est positive,
resp. sa borne inférieure s1 eile est négative. On peut démontrer
un lemme suivant.

L e mm e II. Supposons que ¢(P) <0 dans J eta(P) = 0, §(P) < 0
sur S’. Soit u(P) une fonction réguliére dans 4, de classe C™ sur S’.
Si I'on a F[u] > 0 dans A et L[u] = 0 sur S’ (resp. F[u] < 0 dans 4
et L[u] < 0 sur S), alors u(P) atteint su: o -~ B’y sa borne supérieure
dans 4, si elle est positive (resp. sa borne inférieure dans 4,
si elle est négative).

La démonstrations ne différe point de celle du lemme 1.

Lorsqu'on a ¢ < 0, on applique le changement de la fonction

inconnue u; =u e ¥, 1t étant un nombre positif arbitraire. On
obtient 1'équation
] m 0*u, 0u, m 3 0y,
F,lu= 2 ap—'——=— 4+ 2 bja—=f cuuy=
1 [ k=1 “0x 0z dy =1 oxy . Ji

ou ¢, = ¢ — t < O.D’autre part L[u,] = L{u]-e . Le lemme II,
appliqué a u; permet d’établir des limitations convenables pour u.

9. Considérons maintenant une suite {D,} de domaines bornés,
détachés de D par une suite {2} de surfaces cylindriques aux géné-
ratrices paralleles a 'axe de y et dont la distance a l'origine tend
vers l'infini avec n. Supposons que la frontiére de chaque domaine
D, se compose d’'une partie o, de X, , d'une partie S, de S’et des
parties (bornées) B{” et B” de B, et de B respectivement, Suppo-
sons, en outre, que les domaines D, sont réguliers par rapport au
probléme (M’) relatif & 1'équation (18).

Soit ®(P) une fonction biréguliere dans D, satisfaisant a la
condition L[®] =g(P) sur S et {u,} — une suite de fonctions régu-
lieres dans les fermetures 13,, des D, correspondants, satisfaisant
a I’équation (18) dans D, et aux conditions (19) et (20) sur S, et B{
respectivement et se réduisant a @®(P) sur o,.

Nous énoncons ici deux théorémes correspondants aux théore-
mes I et II et qu'on démontre aussi d'une maniére analogue.

?) Voir M. Picone. Sul probleme di propagazione del calore in un mezzo
privo di frontiera. Math. Ann. t. 10. (1929) p. 701—712.

On peut démontrer que si ¢ < O et f = o (resp < o) dans 4, alors u (P)
atteint sur FD — B’ sa borne supérieure dans 1 lorqu’elle est positive (resp. sa
borne inférieure dans A4 si elle est négative).
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Théoréeme III. On suppose que

1° il existe une fonction H,(P, k)= H;(Q, y; k) du point P ¢ D
et du paramétre k, pour 0 <k <ky, biréguliéere dans D en tant
que la fonction de P, jouissant, en outre, des propriétés suivantes:

a) H,(P,k) > 0 dans D, pour 0 <k <ky;

b) d@ chaque k < ko positif correspond un nombre positif d(k)
tel que

(by) F[H,] < — (k) H,(P, k) dans D

(by) L[Hy} < — 4(k) H, (P, k) sur S;

c) ki et ko étant deux nombres positifs, tels que ki < ka < ko,
on a

i Hy (@ yi k)
0Q o H, (Q y; ki)
OQ désignant la distance de Q a l'origine dans l'espace a m di-

mensions;

20 il existe une fonction ®(P) = ®(Q, y), continue dans D, de classe
C™ dans D + S, satisfaisant aux conditions suivantes

®(Q,0) = ¢(Q) sur By, L[®]= g(P) sur S;
3" il eriste deuxr mombres positifs M et k < ko tels que l'on a

a) |f(P) < M H,(P, k) dans D,

b) |g(P)) < M H,(P, k) surS

¢) '¢(P) < M H,(P, k) dans D.

Alors, {D,} étant une suite de domaines détachés de D par les
surfaces cylindriques ~,, réguliéres par rapport au probléme (M)
(pour U’équation (18)), la suite {u,} de solutions du probléme (M’)
pour l'équation (18) dans les domaines D, avec les conditions initiales

u,(P) = ¢ (P) pour y =0,
et les conditions aux limites
L{u,] = g(P) sur S,
et
u,(P) = @ (P) sur a,,

converge dans D vers une limite u(P). Cette limite constitue une
solution du second probléme aux limites pour l’équation (18) dans D
avec les conditions initiales (19) et avec les conditions aux limites (20).

On définit la classe (K’) analogue a la classe (K) en remplacant
I'inégalité (12) par

(21) lu(P) < M, H(P, k).
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Théoréme IV. Dans la classe (K') il existe une solution, au plus,
du second probléme aux limites pour l'équation (18) avec la con-
dition initiale (19) et la condition aux limites (20).

Corollaire. La limite u(P) de la suite {u,(P)} définie au theoréme
III est indépendante du choix de la fonction ®(P), a condition qu'elle
satisfasse aux hypothéses 2° et 3% du théoréme III.

9. La détermination de la fonction H,(P,k) appartenant a la
classe E; en tant que fonction du point @ peut étre effectuée sans
préciser la forme du domaine D a la seuie condition qu'il satisfassz
aux hypothcses, exposées au n-ro 7. Nous faisons cependant des
hypothéses plus restrictives, concernant les coefficients de 1'équa-
tion (18) que nous supposerons bornés et continus dans D et 1'opé-
rateur L[u] en admettant que 1'on a «(P) = 1 et qu'il existe un nombre
positif o tel que S(P) < — fs << 0 sur S'.

Nous alions choisir la fonction H;(P, k) de fagon que le nom-
bre 4, qui intervient dans I'hypothése 1°b du théoréme III, soit
constant, c’est a dire indépendan de k. Nous ne ferons qu’une seule
restriction: 6 < flo. Au contraire, le nombre constant k, dépendra
du choix du nombre constant o.

Posons

H (P, k) = H,(Q, y; k) = 17,

m A
2 a:f + l) ,» étant une constante qui sera déterminée dans
J=1

la suite, On a alors

avec r =(

(22)

Tous les composants du second membre de (22) sont bornés
dans D. Soit 6 un nombre constant, positif, inférieur a fy. On peut
déterminer le nombre » de sorte que l'on ait

F[H,] <. — 0H,.

Le nombre », étant ainsi choisi, la fonction H; satisfait a I'hypo-

thése 1°b; du théoréme III quel que soit k > 0. Il reste a choisir le

nombre k, de sorte que H; satisfasse a I'hypothése 1°b. pour
0 <k<ko.Ona

dH, m OH, ™ or i
— = F = ki 2 = .
dl i T cos (Lx) =k 1,2 0, cos (I, :r,)_ H,;
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or
9r _x_ 0 %
dx; T o’
1
m _2A
ou o= (.}.‘ 1:,2) , par suite
ji=1
dH, ko m o ko
—_—=—H, ¥ = = = .
dl ; e cos (L, x)) 2 H, cos (o,1)

Comme o <r,0n a

(23) Ml<km
Or
dH
LiHg =50+ pH,,

ou p(P) < — fiv < 0, en tenant compte de (23), on a L{H,] < (k —
— fo)H:.
Si I'on pose ko = filo — 6, 'inégalité

(24) L[H, ]< — 6H,

subsiste pour 0 < k <C ko. Donc H, satisfait a ’hypothese 1°b du
théoréme III pour 0 <k <ko=fo — 4.

Il est évident d'autre part que H, vérifie les hypothéses 1% et
1% de ce théoréme.

10. Supposons, par exemple, que le domaine D soit défini par
les inégalités:

SR, y>0
=1

et que la direction I, pénétrante a l'intérieur de D, soit normale a la
surface cylindrique S dont I’équation s’écrit

X x} = R.
i=1
La condition aux limites (20) devient
d
(25) L [u] _-d!:-i—ﬂu:g(P) pour p= R, y > 0.

Introduisons les coordonnées cylindriques o, 94, ....%m—1,y.-On
peut satisfaire a 'hypothése 2° du théoréme III (I'opérateur L[u]

2 Annales
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étant défini par (25)), en choisissant pour @ une intégrale de ’équa-
tion différentielle ordinaire

do
o T PP=19,
ou 9y, ¥2, ... ¥m—y et y sont traités comme des paramétres.

Streszczenie

Autor przenosi na drugie zagadnienie brzegowe metody, stoso-
wane przez niego uprzednio (w pracy cytowanej w nocie ?)) dla uzys-
kania pewnych twierdzen o istnieniu i jednoznacznoéci rozwigzania
zagadnienia Dirichlet’a dla réwnana liniowego o pochodnych czgstko-
wych drugiego rzedu, typu eliptycznego

2 m
1) Efu] = ¥ a,,J—+z b,g—uA—i»cu—f

hj=1 X, 0x; j-1

w obszarze nieograniczonym D,

Drugie zagadnienie brzegowe dla r6wnania (1) polega na poszu-
kiwaniu rozwigzania tego réwnania, klasy C(?) w obszarze D,
klasy C'V) w jego domknieciu D =D + FD, speliajagcego na FD
warunek brzegowy

@) Liul =a 3+ fu=g.

Niech A bedzie obszarem ograniczonym, wycietym z obszaru D
przez powierzchnie 2, Oznaczmy przez S cze$¢ brzegu F A obszaru A,
polozona na FD, przez ¢ cze$¢ F A, potozong na 2. Niech w(P) bedzie
funkcjg ciagla na o.

Zagadnienie, ktére w dalszym ciggu pracy nosi nazwe zagadnie-
nia (M), polega na poszukiwaniuv rozwigzania réwnania (1), speiniaja-
cego na S warunek (2), za§ na ¢ warunek u(P) = y(P). Gdy zagadnie-
nie (M) jest w obszarze A rozwiazalne przy dowolnych cigglych g(P)
i p(P) — obszar nazywamy regularnym ze wzgledu na zagadnie-
nie (M).

Przypus$émy, ze obszar D jest sumg obszaréw ograniczonych D,,
regularnych wzgledem zagadnienia (M), wycietych z tego obszaru
przez powierzchnie 2, ktoérych odleglo$é na poczatku ukladu zmierza
do nieskonczono$ci wraz z n. Przez S, i o, bedziemy oznaczali cze$ci
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brzegu FD, obszaru D,, polozone odpowiednio na FD i X . Niech
®(P) bedzie funkcja klasy C") w D, spelniajaca warunek
L[®] = g(P) na FD,

zresztag dowolng. Oznaczymy przez {u,} cigg rozwigzan zagadnie-
nia (M) w obszarach D,, z warunkami brzegowymi u,(P)= ®(P)
na o, i z warunkiem brzegowym (2) na S, .

W twierdzeniu 1 podany jest warunek wystarczajacy na to, by
ciag {u,) zmierzal w D do rozwigzania zagadnienia brzegowego dla

rownania (1) z warunkiem (2) na FD. Twierdzenie II dotyczy jedno-
znaczno$ci rozwigzania tego zagadnienia.

W obu tych twierdzeniach zaklada sie istnienie funkcji H(P,k),
(gdzie k jest parametrem), biregularnej w D, spelniajacej warunki
Eful < —4(kk) <0, Lu] <—1dk)<O0

(gdzie o(k) jest funkcja tego samego parametru k), oraz
. H (P7 kl)
l i i’
o H (P, ky)
Funkcje te autor buduje efektywnie w wypadku, gdy obsza-
rem D jest warstwa — oo < x; < 4+ o0 (i=12....,m—1),
— h << x,, = h, zaé wspotczynniki rownania (1) spelniajg warunki:

@, >A>0 (A —stala), b, >0, c < 0.
W drugiej czesci pracy dowodzi sie analogicznych twierdzen

0 rozwigzaniach réwnania normalnego typu parabolicznego

] 0%u Ju ™ du |
Ry 3 B, O Oy ¥ 2wy S

= 0,dla k; < k,.

Panstwowy Instytut Matematyczny.

Pe3wmMme

ABTOp NMepeHOCUT Ha BTOPYIO FPAHMYHYIO 3ajaqyy MeTOAbl, Npy-
MeHsieMble UM paHblIe (B paboTe LMTHMPOBAHHOM B HoTe ) ) ANA mosay-
Y€HUA HEKOTOPBIX TeOpeM O CYLLECTBOBAaHMM M OJHO3HAYHOCTHU pe-
l1eHna 3apaun JupuxJe AJs JMHENHOro ypaBHEHMA B YaCTHBIX IPO-
MU3BOJHBIX BTOPOro Nnopsajka 5JJUITUYECKOro TUMa

)
(1) B, SARPEtEL e (R Uy o
ihj=1 'O:z:,d.r, j=1 d.‘l‘j

B HeorpaHuueHHoi obaactu D.
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BTopasa rpaHMYHasA 3ajjaya AJIA ypaBHEHMA 1) COCTOMT B MCKAHMMU
pellleHMs I3TOro ypaBHeHusA, kiacca C() B obmactu D, kmacca C()

B ero 3ambikanuu D = D+FD, ynoBJsieTBopAwoliero Ha FD rpannu-
HOMY YCJIOBMIO

d

Ilycts A 6yneT orpaHMuyeHHOi 06s1acThio, BhIpe3aHHOI u3 obsa-
ctn D noeepxHocTio 2. O603HauMM 4yepe3 S uacTh rpaHuusl FA
obnactu A, pacrionoxennoi Ha FD, yepe3 o yacte FA, pacnonoxen-
Hoit Ha 2 . Ilycts W(P) GyneT cyHKIMe! HeNpOPLIBHONM Ha O .

3agauya, KoTopaa B 9Toi pabore HocuT HasBaHMe 3ajaum (M),
COCTOMT B MCKaHUM pelleHUA ypaBHeHus (1), yROBJIeTBOPAOLLErO Ha S
ycaosuio (2), a Ha 6 yeaosuio u(P)=%(P). Koraa 3anaua (M) aBaseTca
B obsactu A pazpemmmas npu Jobbix HenpepbiBHbIX g(P) u W(P) —
ob6yacTh Ha3bIBaeM peryJjspHOit B OTHOLIEHMM K 3ajgade (M).

IIpepnosioxkum, yto obsack D ecth cymma obJiacTeit OrpaHm-
YeHHbIX D,, peryJjApHbIX B OTHOLUIEHMM K 3ajaye (M), BbIpe3aHHBIX
u3 3Toit o6sacTM MOBepPXHOCTIO 2, KOTOPbIX paccToAHME OT
Hayasna KOOpPAMHAT CTPeMMTCA K O0e3KOHeYHOCTM BMecTe ¢ n. Ye-
pe3 S, ua, 6ynem obo3zHauate 4actTu rpanmubl FD, obractu D,,
pacrnoJioxkeHHble cooTBeTcTBeHHO Ha FD m 2. Ilycte ®(P) 6ygper
dyuxkumeir knacca C(') B D, ynosyieTBopAmOLLEe yCIOBUIO

L{®] = g(P) Ha FD,

BNpoYeM MNpOM3BOJbHbLIX. O603HauMM udepe3 {u,} mnocrexoBaTeN b~
HOCTh pelleHuit 3amauu (M) B obiactax D,, ¢ rpaHMYHBIMM YCJIO-
Buamu u, (P) = & (P) Ha ¢, ¥ ¢ rpaHUYHBIM ycaoBMeM (2) HA S,.

Teopema I comep:KMUT HAOCTATOYHOE YCJIOBME JJISI TOTO, YTOOBI
rocJiel0BaTeJIbHOCTh {u,} cTtpeMmiack B D x pewrenmio II rpaHnyHoOM
3alauM AnA ypaBHeHusa (1) ¢ ycsaoBuem (2) Ha FD. Teopema II kaca-
eTcA OJHO3HAYHOCTHM 9TOM 3ajauM.

B ob6eux TeopemMax IpeAIoJiaraeTc CyLUECTBOBaHMEe (YHKLMUM
H(P,k), (rne k mnapamerp), GuperyasapHoit B D, ynosnerBopsAmoLuei
yCJIOBHUAM

Eu] < —é(k) <0, Llul <—4dk <0
(rze o(k) dyHKuMa sroro camoro napamerpa k)
H(P, k) __

H lim =0 mgua ks <k,.
or e H (P, ky) i
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DyHKUMIO 9Ty aBTOpP KOHCTpyuMpyeT 3ddekTuBHO B ciyuae,
Koraa 06J1acThIO CIOYXKHUT cJoit —= co < x; <+ oo (n=1,2,..., m —1),
— h < x,, < h, a ko3¢ duIMeHTE! ypaBHeHua (1) YAOBIETBOPAIOT
yCJIOBUAM

a,, > A >0 (A — nocrosHHoe), b, = 0, C < 0.

Bo BTOpOI#1 yacTH paboThl NOKA3bLIBAIOTCA aHAJIOTMYHbIE TeopeMbl
O pelIeHUAX ypaBHEHUA HOPMAJIBHOro napa60.1mqecxoro THUNA
m 02u Ju e Jou -
Ful= 3 ayg——o5——5-+ 2 bj5g_+eu=4].
J xX; d Xy ] j=1 ox;

k=1






