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M. OLEKIEWICZ

Determining number of independent observations n’,
equivalent to n observations that are not independent-
ly obtained

Wyznaczenie liczby spostrzezen niezaleznych réwnowaznej n spostrzezeniom
otrzymanym w sposob zalezny

As long as all observations on a random variable are independ-
ently obtained, that is, are drawn by simple sampling from the same
population, the amount of information contained in samples is propor-
tional to their sizes. When, however, the observations are not inde-
pendently obtained, as for instance, when there are b individuals
chosen at random, each measured k times on trait x, so that alto-
gether there are n=kb observations in the sample, then in order to
be able to compare such a sample with other samples consisting of
individuals measured but once, it seems indicated to determine the
number of independent observations n’, that could be considered
equivalent to n dependently obtained observations on x.

To determine n" we shall write the expression for sampling va-
riance of mean of x:

O

L (1]

where ¢?, is population variance of individual means, m/s, given by
k

m,=3*c,--—"’l< %‘xu, i=12,..b - (2]

The sampling variance of ¥ based on independent observations would
be :

o§=

AR

(3]
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where o2 is population variance of x.

Now, if we equate [1] and [3], we shall be able to determine n'.
Thus from

R
B 14l
we obtain
s D
e [5]

To evaluate this expression we note that
ik el (6]

where ¢, is population variance ,,between individuals®, while o? is po-
pulation variance ,,within individuals®.

On the other hand we have

G'-l
=GN [7]
Solving for ¢, and substituting in [6] and then in [5], we obtain
b (k—1) o2 b(n—b)a?
n=b -Lk—oz—)—=b+ bl (8]

which expresses n’ in terms of readily estimable parameters:

S ns;
" n—b
., bs?, | ]
- b_l

where s2=

;‘ %‘(xu—a‘c,)z , and s, =7 ;(Ef—iz) .

3=

Now n’ can be estimated by n’*

(b—1) ns?
‘9
=b + o 1 [10]
With the aid of identity
ns?=ns% + rs?, M1l

1 ¢ )
where s?2=—2'(x,, — %)},
ni; Y
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the formula [10] can be put into a more convenient form for calcu-
lation:

o i [12]

n’* z
ns;,
In cases when different individuals have (not too excessively)

varying numbers of measurements, n;’s, the formula can be used as
an approximation, with s? defined as

| N
e ;‘n, (%, —%)? . [13]

Since dependently obtained observations may turn out to be
statistically independent, it is desirable to determine limit of signi-
ficance for n”* on hypothesis of independent observations.

By simple transformation [10] can be written in the following

form:
n—b

n*=5b +
ol o

[14]

where

2 2
P Py - SN
™ b—1 n—b [15]

It can be seen that Fm is the well known ,variance ratio”, F,
defined on null hypothesis and used in tests of significance in con-

nection with the analysis of variance. The critical point for n'* will
be obtained by putting in [14]

Fn,=F,,vy=b—1, v,=n—b [16]

where F, is 100P% point to be read off from F table with the
indicated d.f. (by the nature of our assumptions the critical region
will consist of one tail only). If, when calculated by formula [12],
n’® is less than its critical point, the observations can be considered
significantly dependent, and, for appraising amount of information con-
tained in the sample, n’* is to be used rather than n. If n™* exceeds
its critical point, n may be used, provided that error of the 2nd kind
with the admitted tolerance be smaller than error of the 1st kind.
The substitution of n* for n serves only as a correction for gross

error. As a random variable, n™ is a linear function of F, on the
assumption of independency:
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n*=b + (n—b) F. [17]

where F, = —l,—
is distributed as F with v, =n—b v,=b—1.

The confidence limits for n’ can be determined by defining F,,
without assumption of independency.

bs?, /
== i:? - % ; l_)(n_—_b)sf,, [18]
- ns‘;(n_b) o, nb—1)s?
o n(n —b)

Since by [8] B T =) S shall have the following confidence

interval for n’: )
b+ F, (n*—b)<n" <b+F,(n*—>b) [19]

where F, and F, are critical points taken from F table at a chosen
level of confidence. The upper limit, of course, cannot exceed n. The
interval will be the shorter, the closer to b is n’®.

The use of the above transformation is not limited to comparing
amounts of information. It is applicable, e. g., in testing significance
of correlation by means of Student’s ratio, when both variables are
equally reliable:

7]
V1i—r

where n is to be substituted by n™ in cases of dependent observations.

I

- Vn—2, v=n—2 [20]

When it i5 wished to estimate standard error of regression coef-
ficient, p,, , the formula

* syo x
a —— v - g 21
by o [21]
where
s, =8V 11—, =Vs:—bl st [22]

s, and s, being standard deviations of y and x, and r,, coefficient of
correlation, can be valid only when n observations of y.x are indepen-
dent.
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When n observations ar not independently obtained, what we need
is to estimate number of independent observations on y-:x, i.e on y
with fixed values of x, n’, to be substituted for n.

In this case, to determine n’ we shall equate two expressions for
sampling variance of mean of y-x:

a2 o?
i, = Imr_ S 23]
where
o, = (1—¢) |
s = O (1—Com [24]

the coefficient of correlation between m and x being given by

2., O,
I [25]

Om

Substituting [25] and [24] into [23], and solving for n’ we obtain
b (s —d} )

L e s . [26]
m Oy &%y
Now, if regression is linear, i. e., if deviations of means of y’s for
given values of x from regression line are not s'gnificant, the popu-
lation variance ,between columas"” (say, ¢2), can be considered equal
to the variance of regression values (d} ¢}, ).

On this assumption we can substitute o2 for o} ¢? in [26]:

by —a)

v Jp ]
Om Oa

[27]

Applying [6] and (7], we have
n (o2 ,—o? + o%)
n= —s [28]
k (02— 02) + o?
where o, and o? refer to variable y.
But o, — o is variance ,between individuals freed from the effect of
variation ,between columns”. Denoting this by o}, we obtain
Q= (o2 + o)
"= kot a2
which expresses n’ in terms of readily estimable parameters.
The parameter o} can be estimated by

[29]
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y b ns; —(b—a) 3’)
3 — :

%= p—a ( n ; [30]

where si=s? —s?, 2= % %‘ n, (¥,—¥)?*, a being number of columns

in regression table, and 2 given in [9], but referring now to variable y.
Substituting these estimates in [29], we obtain

b—a) ns?
n*=b+ g—)z—e [31]
ns}
Making use of identity
ns?=ns? + ns} + ns?, [32]
a more convenient formula can be written :
b—a) (ns?*—ns?
e, bR (8= ns3) o

ns? — ns?
To determine limit of significance for n”* on hypothesis of indepen-
dent observations of y:x we shall write [31] in the form:

n—b

n*=b + —Fo [34]
where ;
ns; nst
P ke A== 135]

is hypothetical F with d.f. vy=b—a, v,=n—b.
The limit of significance for n"* will be found thus by putting in [34]
Fi=F,, vy =b—a, v,=n—b (36]

where Fp is 100P% point to be read off from F table with the indi-
cated d. f.

To determine confidence interval for n” we shall define F, wi-
thout assumption of independency:

b s} ; ns? ol (n—Db) st

i g g " (n—b)o? koi+a: (b—a)s

o) o+
o n"k—n
n(k—1)  kei+ao ’
b+F,(n"*—b)<n'<b+F,(n"*—b), n'<n [38]

(37]

Since by [29] we find using [35] and [34]
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which is of the same form as [19], and differs only in d.f. of random
variable F which are now: v, =b—a, v,=n—, for confidence inter-
val for n° at a chosen level of confidence.

Streszczenie

Gdy spostrzezenia zmiennej losowej otrzymuje si¢ w sposob nie-
zalezny (to znaczy ze losuje sie je metoda prostej proby z tej samej
populacji), ilo3¢ informacji zawartej w préobach pozostajec proporcjo-
nalna do ich wielkosci. Gdy jednak spostrzezenia powstaja w sposob
zalezny, np. gdy mamy b indywiduéw wybranych na chybil trafil i dla
kazdego z nich mamy po k spostrzezen dotyczacych jakiej$ cechy x,
tak ze ogdlem posiadamy n=k b spostrzezen w probie, to chcac porow-
nywa¢é takg probe ze wzgledu na ilos¢ informacji z innymi prébami
opartymi na indywiduach mierzonych tylko 1 raz, nalezaloby wyzna-
czyé liczbe spostrzezen niezaleznych n’, réwnowazna liczbie n spo-
strzezen otrzymanych w sposob zalezny.

W celu wyznaczenia tej liczby n’, piszemy wyrazenia na zmienno3¢
probowsa S$redniej arytmetycznej w dwu postaciach, [1] i [3], ktérych
przyréwnanie pozwala nam wyznaczy¢ n” jako funkcje zmiennosci popu-
lacyjnej pojedynczych spostrzezen (¢%) oraz zmiennoici populacyjnej
érednich indywidualnych (62) (wzoér [5]). Ta ostatnia daje si¢ tatwo

: bsy, el j ;
oszacowaé (o2, = b—])' W celu oszacowania pierwszej wyrazamy ja

jako sumg o%_ i o? gdzie 0%, jest zmienno$cig ,migdzy indywiduuami®,
ze$ o2 jest zmiennosScia ,,wewnatrz indywiduéw” wzir [6]. Nast¢pnie
wyrazamy o2, jako funkcje o i o? (wzor [7]). Otrzymane stad wy-
razenie o2 podstawiamy do [5], otrzymujac wzér [8] wyznaczajacy n’
jako funkcie o? i 0. Wzory (9] daja oszacowanie tych parametréow.
Na podstawie tych wzor6w uzyskujemy wzdr na ocene n’, n’* ([10]),
lub, po wykorzystaniu tozsamosci [11], dogodniejszy do obliczen
wzor [12].

W wypadku gdy liczby spostrzezen odnoszace si¢ do poszczegol-
nych indywiduéw rozniq sic micdzy sobg, ale réznice te nie sg zbyt
duze, wzor [12] mozna uzywaé jako przyblizenie, z tym ze s?, zostanie
obliczone wedlug wzoru [13].

Poniewaz spostrzezenia otrzymane w sposob zalezny moga okazaé
si¢ W rzeczywistoci statystycznie niezalezne, pozadanym jest wyzna-
czy¢ punkt krytyczny dla n™ na zalozeniu niezaleznosci spostrzezen
(hipoteza zerowa). W tym celu droga prostego przeksztalcenia [10]
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otrzymujemy [14], w ktérym F?, (zdefiniowane w [15]) jest znanym
silorazem zmicnnasci obliczonym zgodnie z zalozeniem o niezaleznosci
spostrzezen, posiadajacym dwuparamztrowy rozklad F=e?*, gdzie z jest
funkcja Fisher’a!). Dla wyznaczenia punktu krytycznego dla n™ na-
lezy podstawié¢ w [14] na miejsce F% wielkos¢ F, odczytang z tablicy
rozkladu F przy liczbach stopni swobody vi=b—1iv,=n—»b, przy
czym P oznacza tu obszar prawego tylko ogona odpowiedniej krzy-
wej F. Jezeli n’* wyznaczone wedlug wzoru [12] okaze si¢ mniejsze
od punktu krytycznego, to spostrzezenia moga by¢ uznane (z ryzy-
kiem bledu 100P%) za zalezne. Jezeli natomiast n"* okaze sie wieksze
od tego punktu, to n” moze byé uznane za réwne n, jezeli tylko blad
2 rodzaju nie bedzie wiekszy od bledu 1 rodzaju.

Jako zmienna losowa n”* jest funkcja liniowg F wyrazona wzo-
rem [17] z liczbami stopni swobody v,=n—b, v,=b—1.

Przedzial ufnosci dla n” mozna wyznaczyé definiujac F,, bez zalo-
zenia o niezaleznosci spostrzezen ([18]), skad otrzymujemy wzér [19]
na przedzial ufnosci, gdzie F, i F, sa punktami krytycznymi odpowia-
cdajgcymi w rozkladzie F obszarom dwu ogonéw. Gorny kres prze-
dzialu ufnosci nie moze oczywiscie przekraczaé¢ n. Przedzial ufnosci
bedzie tym krétszy, czym blizej do b wypadnie n'*.

Uzytek z n’* nie ogranicza sie do poréwnywania ilosci informacji.
Wielko3¢ ta jest np. stosowalna przy sprawdzianie istnienia korelacji
metoda ilorazu Student’ a podanego w [20], gdzie n nalezy zastapic
przez n’* w wypadku gdy spostrzezenia sa zalezne. Oczywiscie spraw-
dzian Student’ a staje si¢ przez to niedokladny, jednakze (zwlaszcza
badajac kres dolny i gorny przedzialu ufnosci dla n’) unika sie przez
to grubego bledu, ktory by zostal popelniony przez pozostawienie n
niepoprawionego.

Dla oszacowania bledu standardowego spolczynnika regresji byx
wzér podany w [21] i [22] jest wazny tylko wtedy, gdy n spostrzezen
zmiennej y-*x sa niezalezne. Gdy spostrzezenia te otrzymano w sposéb
zalezny, chodzi¢ nam bedzie o to, aby wyznaczy¢ liczbe n’ spostrze-
zen niezaleznych zmiennej y-x roéwnowazng liczbie n spostrzezen
otrzymanych w sposéb zalezny (zmienna y-:x jest zmienng y przy
ustalonych wartoéciach x).

1) R. A. Fisher ,Statistical Methods for Research Workers”. Oliver and Boyd,
London, 1948.

R. A. Fisher and F. Yates ,Statistical Tables of Biological, Agricultural and Me.
dical Research. Oliver and Boyd, London, 1948.
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W tym celu przyréownujemy do siebie dwa wyrazenia na zmien-
nosé¢ $redniej arytmatycznej y-x (wzér [23], [24], i [25]. Podstawia-
jac, otrzymujemy wzor na n’ podany w [26].

Jezeli resresja jest liniowa t. j. jezeli odchylenia Srednich aryt-
metycznych y' 6w przy ustalonych wielkosciach x’ 6w od linii regresji
mozna uznac za losowe, to wtedy zmiennos¢ populacyjna tych Srednich,
t.j. zmienno3¢ ,miedzy kolumnami“ w tablicy regresji, 0, mozna uznac
za rowng zmiennosci wartosci regresyjnych (oi, eﬁy). Na tym zalozeniu
piszemy wzor [27], z ktorego nastepnie wyprowadzamy, korzystajac
ze wzorow [6] i [7], wzor [23]. Wielkos¢ o, —o?, jest to zmiennosé
,mi¢dzy indywiduuami* pozbawiona wplywu zmiennosci ,miedzy ko-
lumnami“. Oznaczajac ja przez o, piszemy wzér [29]. Ocene nieob-
cigzona o} podajemy w [30]. Po podstawieniu wlasciwych ocen para-
metrow wystepujacych w [29], otrzymujemy oceng¢ n’ wyrazona wzo-
rem [31], lub, po wykorzystaniu tozsamosci [32], ocene wyrazona
bardziej dogodnym do obliczen wzorem [33].

Dla wyznaczenia punktu krytycznego dla n’® przy zalozeniu nie-
zaleznosci spostrzezen y-x piszemy [31] w postaci podanej w [34]
gdzie F) jest zdefinjowane w [35]. Punkt krytyczny wyznaczamy
podstawiajac w [34] na miejsce Fj wielkos¢ graniczng F, odczytana
z tablicy F przy v,=b—a, v,=n—b.

Dla wyznaczenia przedzialu ufnosci dla n’ definjujemy F, w [37],
nie opierajgc sie juz na zalozeniu niezaleznosci, skad wyprowadzamy
wzor [38] dla 100 (1—P) %-owego przedzialu ufnosci dla n'.
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