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O calkach pewnego ukladu réwnan rozniczkowych

Introduction. Nous considérons dans cet article un systéeme d’équa-
tions différentielles:

M) |
W — g(t,x9),

ou f(t,x,y) et g(t, x,y) sont des fonctions continues des variables
t,xet y pour t2$,>0, —o<x,y<+ox,

Nous appelons une intégrale x (#), y (f) du systéeme (1) oscillante
pour t>£,>0, si les deux fonctions x(f) et y(f) changent leurs
signes + et — une infinité de fois dans l'intervalle (f;,+ o). Dans le
cas contraire l'intégrale x(f), y (#) est dite non-oscillante.

Dans le § 1 nous obtenons quelques propriétés de l'intégrale
x(t), y(#). Nous trouvons en particulier des conditions suffisantes
pour que le systéme (1) n’ait pas des intégrales oscillantes (théo-
reme II) et les conditions suffisantes pour que lintégrale x(f), y (¢)
soit oscillante (théoréeme III et IV).

La méthode, que nous appliquons pour démontrer le théoréme II

est analogue a celle employée par Kneser?!) avec quelques simplifi-
cations dues a4 L. Cesari?).

) A. Kneser. Untersuchungen iiber die reellen Nullstellen der Integrale
linearer Differentialgleichungen. Mathematische Annalen. T. 42, 1863, pp. 409 —135.

’) Z. Butlewski. Sur les intégrales oscillaites et bornéss d'une éjuation
différentielle du second ordre. Annali dzlla R. Scuola Normale Superiore di Pisa.
Serie II-Vol. 1X (1940 -XVIil) pp. 192—193.
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En supposant que l'intégrale x(#), y (¢#) soit oscillante nous obte-
nons (§ 2) des conditions suffisantes pour que les extréma de la
fonction x(f) resp. y(#) forment une suite croissante (décroissante)
pour les grandes valeurs de la variable ¢.

Dans le § 2 j'ai appnliqué la méthode, employée par M. Bier-
nacki dans son travail fondamental sur I'équation différentielle du
second ordre3).

J'exprime mes remerciements 4 M. M. Biernacki pour ses pré-
cieux conseils et sa collaboration pendant la rédaction de ce travail.

§ 1. Considérons un systéme d’équations différentielles
d
-d': =f(t,x,y)
M i
-at_—'g (thYY)v
ou f(t,x,y) et g(t x,y) sont des fonctions continues des variables
t, x ety pour t2t,>0, —o<x<+oo, —oly<+x,
Nous supposons dans la suite que par chaque point (f, x,,y,) il
passe une intégrale unique du systéme (1).

Théoréme I

Supposons que les fonctions f(t,x,y) et g(t,x,y) possédent pour
t>1t,>0 les propriétés suivantes:

1) f(t,x,y)==0 pour |x|<o, y=+=0
flt, x,0=0 ., x| <oo
2) glt,xy)=0 x=+0, |yl<eo
g(t,0,y)=0 ly| <oo.
Alors nous avons les propriétés suivantes: -
1°). Sil'une de fonctions x () et y (t) est identiquement égale a zéro
dans un sous-intervalle de lintervalle { t,+ o), alors la solution
x(t),y () du systéme (1) est identiquement nulle dans cet sous-inter-
valle, c. &4 d. on obtient a la fois x(#)=0, y (f)=0.
2°). Si l'une de fonctions x(t) et y (f) est non-oscillarte, alors la
solution x(t), y (f) du systéme (1) est non-oscillante, c. & d. chacune
des fonctions x(t) et y (1) est non-oscillante.

3 M. Biernacki. Sur I'équation différentielle x” + A(t)x=0. Prace Mate-
matyczno-Fizyczne. T. XL, Warszawa, 1933, p. 165.
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3°). Si l'une de fonctions x(t) et y(t) est oscillante, alors la so-
lution x(t), y(t) du systéme (1) est oscillante, c. 4 d. chacune des
fonctions x (t) et y (t) est oscillante; de plus les zéros des fonctions
x(t) et y(t) se séparent mutuellement.

4°). Si la solution x(t), y(t) est oscillante, alors les zéros des
fonctions x (t) et y (t) sont simples, c.ad. si x(T)=0 alors x’(T)==0,
si y(T,)=0 alors y’'(T,) ==0.

5°). Si la fonction x(t) (ou y(t)) est oscillante pour t=t,>0,
alors x(t) (ou y(t)) posséede un nombre fini de zéros dans l'intervalle
{a,f), ou t,<a<B< + o,

Démonstration.

Ad 1°). Supposons que x(f) ==0 et y(f)==0 dans [lintervalle
a<t<f, ou t,<a<p<+o. Alors d’apreés la premicre équation du
systéme (1) on a x"=0 dans l'intervalle {a, 8> et par conséquent x==c
(c étant une constante) dans l'intervalle {a, 8>. D’aprés la seconde
équation du systéme (1) nous avons donc:

0=g(t,c,0) dans l'intervalle <a, /.

Or cette équation n’a pas lieu, si c==0 et a<t<p, on a donc c=0
pour a< f<pf. Par suite la solution x{f), y(f) du systeme (1) est
identiquement nulle.

Supposons maintenant que x(#)=0, y (f) #= 0 dans lintervalle
o <t<P, ot #;<d <P <+, ;

D’apres la seconde équation du systéme (1) on obtient donc y’(f)==0
et par suite y (#)==c’ dans lintervalle {d’, "), (c” est une constante).
Supposons que ¢’ ==0. D'aprés la premiére équation du systéme (1)
on a donc:

0=f(#0,c) dans l'intervalle <a’, 57,
ce qui est impossible, parce que f(¢,0,c") =0 pour ¢’ ==0. Donc nous
avons y (f)==0 dans l'intervalle {a’, ).

Ad 2°). Supposons que la fonction x(f) est non-oscillante pour
les grandes valeurs de la variable #, c. 2 d. on a x(t)==0 pour les
grandes valeurs de la variable ft.

Alors on a:
y()=glt,x(®,y(®]=+0

et par suite la fonction y (f) est monotone (croissante ou décroissante),
c. a d. non-oscillante pour les grandes valeurs de la variable 7.
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Supposons maintenant que y(f) est une fonction non-oscillante
pour les grandes variables de la variable £. On a donc y (#) =0 pour
les grandes valeurs de la variable £.

Nous obtenons dans ce cas:

X W)=F[t,x(®),y(t)]=+0,
donc x (f) est une fonction monotone (croissante ou décroissante) et
par suite x(f) est une fonction non-oscillante pour les grandes valeurs
de la variable t.

Ad 3°). Supposons par exemple que x(f) est une fonction oscil-
lante et que ¢,,t,(t,<f,<t,) sont deux zéros consécutifs de cette
fonction. Alors on a x(¢,)= x (t,)=0.

D’aprés le théorémz de Rolle lintervalle (f,f,) contient au
moins un point f=1 (f, <t<t,) tel, que x"(r)=0. D’autre part on a:
@ =flux@,y@®]=0

et par suite
y(@)=0.
Donc la fenction y (f) est oscillante.

Nous démontrerons que dans lintervalle (f,t,) il existe au plus
un zéro de la fonction y (¢). En effet, si I'intervalle (#,f,) contenait
deux zéros 7,1, (t, <1, <7,<t,) de la fonction y (f), on aurait

y(@E)=0et y()=0.
D’apres le théoréeme de R olle on aurait en un point T
y'(T)=0 (t,<T<t).
D’aprés (1) nous aurions donc la re'ation
glT, x(T),y(T)] =0,
qui n’est satisfaite que si x(T)=0, or ceci est impossible, car les
zéros f, et t, sont consécutifs.
La démonstration pour y (f) est analogue.
En résumé nous obtenons: Entre deux zéros consécutifs de x (¢),
il y a un zéro et un seul de y(f), et réciproquement, c. a2 d. les zéros
des fonctions x(#) et y(f) se séparent mutuellement.
Ad 4°). Désignons par t,t,..., 1,... les zéros plus grands que f,
de la fonction x(f) et par z, 7,..., 7,... les zéros plus grands que {,
de la fonction y ().

Alors on a: x(t,) =0 et d'aprés (1)
y t)=2glt,x(t) y)]=0.
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Si t=1¢, était un zéro double de la fonction x (f), on aurait x’(f,)=0
et par suite d’aprés (1)

x'(t) =flt, x(t), yt)]=0
et donc, d’'aprés I'hypothése du théoréme I, y(¢,) = 0.
Alors en un point {={, nous aurions
x(t,)=0,x(t)=0,y(t)=0,y(t)=0,
ce qui est impossible, 'si la condition de Yunicité des intéirales est
remplie. Si I'on avait y(z,) =0 et y' (z,) =0 on aurait d'apres (1)
y'(@)=1gl, x@), y()=0,
donc x (z,) = 0. Alors nous aurions
x(z,)=0,y()=0,
ce qui est impossible, silla condition de I'unicité des intégrales est

remplie.

Ad 5°). Supposons que, par exemple, la fonction x(t) soit oscil-
lante pour t >¢,>0. Nous démontrerons que cette fonction ne peut
avoir une infinité de zéros dans l'intervalle <q, >, ol {;<a<B <+ oo,

Si x(t) avait une infinité de zéros s,,s,,...,s,,... dans l'intervalle

{a, B), ces zéros auraient dans <{a, /> au moins un point limite s. Alors
nous pouvons admettre

lim s,=s.
v—=> 400

D’aprés la continuité de la fonction x(f) on a
x(s)=0
et simultanément
x(s,) —x(s)
oy L pour v=1,2,...
s,— S

et d’aprés la dérivabilité de la fonction x(f) on aurait
x' (s)=0.
Donc d’aprés (1) on obtient
x'(8)=f[s, x(s),y(s)]=0
et par suite
' y(s)=0.
Alors pour f=s nous obtenons
x(s)=0, y(s)=0, x'(s)=0, y'(s)=0
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ceci est impossible, si la condition de l'unicité est remplie. D’aprés le
théoreme I,3°) on obtient que la fonction y(f) a aussi un nombre
fini de zéros dans lintervalle <a, 8>. Le théoréme I est donc dé-
montré.

Théoréme II.

Supposons que les conditions suivantes sont remplies:
f(t,x,y)>0 pour,t>¢>0, |x|<+ o, 0<y<+ o

fFi,x,¥)<0 ,, t>¢,>0, [x|<+o, —ooly<0
glt,x,y)>0 , t>£>0, 0<x<+ oo, |yl[<+o
glt,x,y)<0 , t24,>0, —=<x<0, |y|<+ .

Alors le systéme des équations (1) n'a pas des intégrales oscil-
lantes pour les grandes valeurs de la variable {t.

Démonstration.
1°). Supposons que pour f=1z(z>tf;) on a

x(1)>0, y(x) >0,
donc nous avons
x@)=flr,x(2), y(¥)] >0,
alors x () >0 pour f>7 et suffisamment voisin de z.
D’aprés des hypothéses du théoréeme II on obtient
y®)=glt,x(®),y®]>0
pour f >z et suffisamment voisines de z. Donc nous obtenons que
y () >0 pour f>7 et suffisamment voisin de =
Nous démontrerons que y(#) >0 pour 1<f< +o. Si au con-
traire il y avait un premier point =T (< T <+) ou y (T)=0, on
aurait y(#) >0 dans lintervalle :<¢<T. D’aprés les hypotheses
du théoreme II on aurait x’(f) > 0 dans l'intervalle =<t <T. D’autre
part on a:
x'(T)={[T,x(T),y(T)]=0.
On a x(f) >0 dans l'intervalle =< {<T et par suite
y®)=glt,x(),y(®)]>0
dans l'intervalle t<¢<T et finalement y (T) >0, ce qui est en contra-
diction avec la définition du nombre T. Ainsi la fonction y(f) est
non-oscillante pour les grandes valeurs de Ia variable f. Il résulte du

théoréeme I,2°) que l'intégrale x(f), y (f) est non-oscillante pour les
grandes valeurs de la variable t.
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Pour les valeurs initiales x () >0, y (x) >0 la démonstration est
analogue.

2°) Supposons maitenant que
x(®)<0,y(®)<0 ou x(x)<0, y(x)<0 (=)
En remplagant dans le systéme (1) x par —x, y par —y et x’ par — x/,
y’ par —y’, on peut ramener les cas considérés au cas 1°.
3°) Supposons que
x(1)>0, y (1) <0 (1),
Supposons que les fonctions x (f) ou y (f) peuvent s'annuler pour ¢>r.

Soit 7,(z,>1) le premier point ou s'annule I'une des fonctions x ()
et y(#).

Considérons deux cas: a) x(z) =0, f) y(r)=0.

a) Soit x (z,) =0, denc x (f) > 0 dans l'intervalle r <t <7, et y(£)<0
dans l'intervalle r< <7, Nous obtenons donc les valeurs initiales:
x (1) =0, y(z,) <0.

Or ce cas a été considéré sous 2°.

) Supposons maintenant que y (z,) =0. Donc y (f) <0 dans l'inter-
valle T<# <7, et x(f) >0 dans l'intervalle r<#<1, Alors pour t=r1,
cn a

x(z) >0, y(z)=0,
c’est encore le cas nous avons considéré svus 1°.

4°) Le cas x(1)<0, y(x) >0, (r>>1,) se raméne au cas 3° en chan-
geant des signes comme dans le cas 2°.

Le théoréme II est démontré.
Théoréme IlI.

Supposons que les fonctions f(t,x,y) et g(t,x,y) possédent les
propriétés suivantes:

a) f(t,x,y)>0 pour t=¢>0, |x|<+os, 0<y<+o
| ft,x,y)<0 wo o X<+, —oo<y<0
ﬂ) ‘g(t,x,.V)>0 " " ) _°°<x<01 |YI<+°°
| g(t,x,y)<0 7 , 0<x<+oo, |yl<+oo

7) x(t), y (f) étant une intégrale du systéme des équations (1) satisfaisante
aux conditions:

x(@=LLy@=n @21, [{l+In<e) .
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Il existe une fonction ®(%,7) des deux variables &,7, qui posséde les
propriétés suivantes:

1) si £>0,2>0

+
=9+ [ (t,x,y)dt<0;
J

max g
0<ELx
0<y<np
2) sié>0,9<0
+ oo
o, n)=¢t+ (‘Omafo(t,x,y)dt<0;
i

XS

J y<n<0
3) sié<0,9>0
e OO
@oEnp)=£&+ [ min f(t x,y)dt>0;

1 E<x<
J y>71>0

4) si §<0,7<0
dE,n)=y+ (mm g(t,x,y)dt>0.
ﬂ<y<0

Alors l'intégrale x (t), y(t) du systéme des équations (1) est oscil-
lante pour les grandes valeurs de la variable {.

Remarque.

a) On peut remplacer les conditions (¥) en particulier par les
suivantes:

1) si §>0, >0 on a 98 <0, g 20 pour {21, 0<é<x, 0<y<y et
ox ey”

[t 6 )dt=—o0;
f S

2)si £€>0, <0 cna-é ,,}f>0 pour t >1,0<x<§ y<y<O0et
,Hmamm=—w;
3)si £<0, >0 o0n a -,'?f>0 3f>0 pour 1 21, §<x<0,y>9>0 et

ff(!,&‘,q)dt=+o°;
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4) si £<0, <0 on a ;"ﬂ\ ,gé' 0 pour t>71, x<6<0, p<y<0 et

fg(t,e,n)dt=+oo.

b) On peut en particulier remplacer les conditions () aussi par
los suivantes:

1) ”‘ ,{VBO pour £ >¢,>0, x>0,y<0et x<0,y>0;

l -
__ |+ sic> 0} e .
2) _ff(t,O,C) dt = | = osia 6 < (c=Const.);
rg og .
3) 0'8 -0 pour t>£,>0, x>0,y>0et x<0,y<0;
4) fg(t,cl,O) dt== > 8 € ;g} (c,==Const.)4).
Démonstration.

Les fonctions f{t,x,y) et g(f,x,y) remplissent les hypothéses du
théoréme I. Donc les fonctions x(f) et y(f) sont simultanément oscil-
lantes ou non-oscillantes. Supposons que les hypothéses du théo-
reme Il soient remplies et que l'intégrale x(f), y(¢#) du systeme des
équations différentielles

§f=f(f. X,y)
(1 dy
at‘ =g(t, x,y)

soit non-oscillante c. a d. chacune des fonctions x (f) et y(f) soit non-
oscillante pour les grandes valeurs de la variable ¢.

Alors les quatre cas sont po'ssibles:

. x(>0, y()>0
I x(6)>0, y()<0
I x() <0, y(#)>0
IV. x(#) <0, y(t)<O0.

‘) Comp.: J.G-Mik usinski. On Fite’s oscillation theorems. Colloquium Mathe-
maticum, Vol. II, pp. 33—39. Wroclaw 1949,
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Nous démontrérons que toutes ces cas sont impossibles si les
hypothéses du théoréme III sont remplies.

I. Supposons que il existe un point t =7, (r,>¢) tel que pour
t>r on a: x(r)=¢>0, y(r,)=n, >0 et supposons que y () >0
pour > 1,

D’aprés (a) on obtient f>0 pour f >7. Alors de la premiére
des équations (1) on déduit que x’(¢#) >0 pour f>r1. Donc nous
obtenons:

x(t) >£,>0 pour t>1,.

D’aprés () nous obtenons:
y () =glt,x(),y ()] <0 pour t>7,.

Alors:
0<y()<wu pour t>1 .

En intégrant la seconde équation du systeme (1) entre r, et ¢ on
obtient

vy —n=[ gltx(®y O df <0

pour t>1, 0<§{ <x, 0<y<qy

et par suite:
t

y@)<n+ [ max gt xy)dt
JOLE <

"<y <n

En tenant compte de I'’hypothése (7, 1) on obtient:
t

7, + max g, x,y)dt<0
0< ;»‘ix

"<y <mn
pour f suffisement grand. On aurait donc y(t) <0 pour les grandes
valeurs de la variable £. Nous aboutissons a une contradiction.
II. Supposons maintenant que pour ¢t =7, (z,>>¢,) on a

x(t)=¢£>0,y()=29<0
et
x(#)>0, y() <0 pour t>r,.
D'aprés la seconde équation du systéeme (1) et I'’hypothése () nous
avons:

y®=glt,x#), y(®)] <0 pour t>71,.



Sur les intégrales d'un systéme d'équations différentielles 83

Donc
y(#)<9,<0 pour t>r,.
D'aprés la premigre équation (1) et '’hypothése (a) on a
x' () <0 pour t>1,
et donc:
0<x(t)<é, pour t>1,.

En intégrant la premiére équation du systéme (1) entre 7z, et £ nous
obtenons

x()—&= [ f[t,x(D, y(D] dt <0

pour t > 17, 0 <x(f) <¢, y(t) <9, <0
et par suite

x (1) <é, +J max_ f(tx y) dt
" yem<t

D’aprés I'hypothése (7, 2) on a:
f

£, +J max f(t x,y)dt <0

A1 ]

.V\7lz<0

pour les grandes valeurs de la variable £. On aurait donc x(t) <0
pour les grandes valeurs de la variable . Nous obtenons une contra-
diction.

III. Supposons que pour t=7, (7, >t on a

x(1) =§,<0, y(r)=n>0
et
x () <0, y(t)>0 pour > 1,.

D’aprés I'hypothése (a) on a donc
x (t)=Ff[t,x(®),y ()] >0 pour t >7,
et par suite:
£, <x(t) <0 pour t >1,.
D’'aprés 1'hypothése (5) nous avons
y(#)=glt, x(t) y()] >0 pour t>71,
et par suite
y(t) > n,>0 pour t>z,
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En intégrant la premiére équation du systéme (1) entre z, et f nous
obtenons

@ —&,= [Flt. x(D), y O] dt >0

pour t>1,5<x()<0,y()=7>0.
D’aprés I'hypothese (7, 3) on a:

t
x(t) =&+ J ) _Ini;1<f0(t, x,y)dt>0

Yy =m0

pour les grandes valeurs de la variable ¢, ce qui est en contradiction
avec l'inégalité x(#) <O.

IV. Supposons maintenant que pour ¢t =1z,(z, >, on a

x(z) =¢§,<0,y(x)=19,<0
et
x(t) <0, y(t) <0 pour t >z,

D’aprés I'hypothése (8) nous obtenons donc:
- y@®)=zglt,x ),y ()] >0 pour t>1,,
et par suite
7, <y () <0 pour t>1,.
Alors:
xO)=f[t,x({®),y(#)] <0 pour t >+,.

En intégrant la seconde équation du systéme (1) nous obtenons:
¢
y(@®—n,=[glt,x (@), y(®]dt>0 pour £ >7,.

D’apres I'hypothése (7,4) on a

f
y()>n, + f , min_glt,x(0),y (01dt>0
= 774L<}’<°

pour les valeurs suffisamment grandes de la variable £. Ainsi nous
aboutissons 4 une contradiction.

Le théoréme III est démontré.



Sur les intégrales d’'un systéme d'équations différentielles 85

Considérons maintenant le systéme des équations différentielles

%);-=f(t, x,y)

(1)
‘—f"'; =g(t, x,y)

ou f(t, x,y) et g(t, x,y) sont des fonctions continues ainsi que leurs
dérivées partielles du 1° ordre dans le domaine (D):
(D) £>1,>0, —o<x<+oo, —0<y<+om,

On sait®) que les fonctions f et g remplissent la condition de
Lipschitz par rapport a x et y dans (D).

Théoréme IV.

Supposons que pour t=>1t,>0 les conditions suivantes sont
remplies®):

>0 pour |x| <4+, y>0
>0 x<0, lyl<+o
2) 8(f,x1}’) l <0 r x>0, |yl<+°°

A% <0, >0
QNSRS WL Eor ek

(>0 ,, x<0, y<o0
\<0 ,, x>0, y>0°
5) les conditions initiales suivantes:

x(t)=x,%0, y(t)=y,=0

4 g+g.f+gs

ou bien
x(t)=x,=0, y(t)=y,=+0.

Alors lintégrale x(t), y(t) du systéme (1) est oscillante pour
t>1,7). ,

Démonstration.

1) Supposons que x, >0, y, =0, donc x () > 0 pour t > {; et suffi-
samment voisin de #, et par suite

®) Cf. par exemple E. K amke, Differentialgleichungen reeller Funktionen, p. 124,
Leipzig (1930).

) Nous désignons g% par @y.

) Cf. E. Milne. A thecrem of Oscillation. Bull. Am. Math. Soc. 28 (1922),
pp. 102—104.
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y®=gltx@),y®]<0
pour ces valeurs de .

Alors y(f) <0 pour les valeurs de t(f> ) tant que x (f) reste
positive.

Nous obtenons:
X O=Ffltx®),y®)] <0
pour t > {, et suffisamment voisin de ¢,

Donc la fonction x(¢) est positive et décroissante pour f > {, et
suffisamment voisin de ¢

En dérivant la premiére équation du systéme (1) nous obtenons:

”(f)-——- 5ff+(‘f <0

pour £ > 1{, et suffisamment voisin de f;, parce que pour ces valeurs
de f on a: x(#) >0, y(f) <0.

Pour les valeurs de f plus grandes que f, et suffisamment voisines
de f, nous obtenons les inégalités:

x>0 x({)<0, x"()<0
1l existe donc dans lintervalle (¢, +°) un premier point z, (z,>¢,)
ou x(z,) =0.
2) Dans l'intervalle ¢, <t <7, on a donc: y(f) <0, y’(f) <0. Pour
t = 7, on obtient:
y(i)=2glz,0 y@E)]=0.
Posons: y () =y, <0. Pour f>7 et suffisamment voisin de r,
on a y(f) <0 et donc:
x(O)=f[t.x®),y@®]<o0.

Alors pour ¢ > 1, et suffisamment voisin de 7, on a x(f) <0. Pour
x(t) <0 nous avons:

yt)=glt,x@), y(H)] >0.
En dérivant la seconde équation du systéme (1) nous obtenons:

pour f > {, et suffisamment voisin de f,, parce que pour ces valeurs
de f ona: x(1) <0, y(t)<O.
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Finalement nous obtenons les inégalités:

y(®) <0,y (>0, y" () >0
pour t > 1, et suffisamment voisin de 7,.

Il existe donc un premier point t=1¢ < + o dans l'intervalle
1, <t<+ o ou y(t)=0.

3) Pour t=t, on a:
x' () = flt, x (), 0] =0
et
x(t)=x,<0.
Nous avons x(t) <0 pour t>{ et suffisamment voisin de #, et
par suite
y®=zglt x(®), y(®)]>0

pour les mémes valeurs de f. Alors y (f) >0 pour t>{, et suffisam-
ment voisin de #,. Par suite on a

xA)=Flt,x(®),y (O] >0
pour t > ¢, et suffisamment voisin de {,.

Nous avons:

X ()= g{+ 9‘-£f+ of Le>0

pour f >t et suffisamment voisin de f,, parce que pour ces valeurs
de f on a: x(£) <0, y(t) > 0.

Pour les valeurs de f plus grandes que #, et suffisamment voisines
de f, nous obtenons les inégalités:

x() <0, x>0, x"()>0.
Il existe donc un premier point =1, <+ o dans l'intervalle
(t,, + =) ou x(z,) =0.
4) Dans l'intervalle f, <f< 1, on a x(f) <0, et par suite
y(#)=glt, x(®), y(H)] >0
dans cet intervalle.
Pour =1, nous avons:

Y ()=¢glr,0,y@)]=0
et

y(@,)=y,>0.
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Pour t>7, et suffisamment voisin de 7, on a y(f) >0, et par
suite

X (O=flt,x@),y®]>0

pour les mémes valeurs de . Donc x(t) >0 pour f>17, et suffisam-
ment voisin de 7, et par suite

y()=glt,x(),y®]<0
pour ces valeurs de t.

D’autre part nous obtenons

Y

pour > 1, et suffisamment voisin de 7, parce que pour ces valeurs
de f on a: x(#) >0, y(f) > 0.

Alors pour les valeurs de > 7, et suffisamment voisines de 7, nous
obtenons les inégalités:

vy >0y {)<0 y'({)<0.

Il existe donc un premier point ¢={, <+ dans l'intervalle
(zp + ) ot y(t,)=0.

5) Dans l'intervalle 7z, <t <{, on a y(f) > 0 et par suite
x(O=ft,x(), y(®)]>0
dans l'intervalle 7, < ¢t <{,. Pour {=1%, on a
x"(t) =F[t, x(t,),0]=0

vy — 08 L 08 08 .
v’ (1) + 8xf+8yg<0

et
x(t)=x,>0.

Nous avons obtenu les conditions initiales:
x(tz) > 07 Y(tz) = 09

qui sont du méme type que les conditions initiales pour ¢ =f,. Nous
pouvons donc continuer en appliquant la raisonnement analogue a celui
qui précede.

Les fonctions x(f) et y(#) changent le signe une infinité de fois
pour ¢ >#, L'intégrale x(f), y(¢t) du systeme (1) est donc oscillante
pour t >1,.

Lorsque x,<0, y,=0, il suffit de commencer la raisonnement
comme dans ,3)" pour f={,
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Dans le cas des conditions initiales:
x,=0, y,>0 ou x,=0, y, <0

il suffit de commencer la démonstration comme dans ,4)” et ,2)”

pour les valeurs t=1, et { =1, respectivement. Le théoreme IV est
donc démontré.

§ 2. Considérons un systéme d’équations différentielles
dx

55 = t x.y)
Tt t,x,y)

ou f(t,x,y) et g(t x, y) sont des fonctions continues des variables
t,x,y pour t >t >0, x| <+ |y|<+oe et possedent pour {>1,> 0
les propriétés suivantes:

; >0 lxl<+o, 0<y<+oo
(7). a) f(t'x”’){<0p°‘" x| <400, —0 < y <0
ft,0,—y)=—1(0,y)

<0 0<x<+oo |[y|<+o0
b) gltxy) { > 0P —o<x<0, lyl<+
g(t,—x,0=—g(t x,0)
Nous supposons aussi que les dérivés partielles f,,f,f,, g 8. 8,

sont continues pour =, >0, |[x| <+ oo, |[y| <+ oo, Alors la condition
de l'unicité des intégrales du systéme (1) est remplie.

Considérons les intégrales

x=x(), y=y()
du systeme (1) qui existent pour f>f,>0 et sont oscillanies pour
t>1,>0 (Comp. les théorémes III et IV).

Désignons par ¢, t,, ..., t, ... les zéros consécutifs de la fonction
x(1) pour t>¢>0 (¢, <t,<t,<...), et par 7, 1 ..., T, ... les zéros
consécutifs de la fonction y(f) pour t>¢,>0.

D’aprés le théoreme I les zéros des fonctions x(f) et y(f) sont
simples et

L<m <t (n=1,23,...),
et de plus on a:
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(dz)mn =flz, x(z,),01=0

(&), = #ltw 0y @2 =0

Ainsi donc les extréma de la fonction x (f) sont aux points 7,, 7,, ...,
z,, ... et de méme les extréma de la fonction y(f) sont aux points
IR SN 1

Le systéeme (1) fournit I'équation:
dy _ dx
(2) f(f,X,Y) df _g(lvxo.V) df .

En intégrant 1'équation (2) entre les limites a et b (f,<a <b) on
obtient:

3) ffu x (1), y(t)]"ydr—fgu * (0, y(0]% ar
Posons:

F(t, x, y)=ff(t. x, 7)dy

G(t, x, y)=fg(1, & y)dé

D’aprés les propriétés (W,) nous obtenons les propriétés suivantes
des fonctions I et G pour t=>¢>0:

(W, a) F(, 0, y)>0 pour |y|<+ o
b) [>0 0<y<+oo
) F,(t 0, y)=f(t, 0, Y)l<0pour iy s
d) F(t,0, y)=F(t, 0, —y) pour |y|<+ oo
e) sily,I<ly,l, alors F(t, 0, y,)<F(t, 0, y,)

w’,) a) G(t, x, 0)<0 pour |x|<+ o
b’) (<0 0<x< + o
cr) Gx (t) X, O) i g(’! X, O)l>0 pour _°°<x<0
d) G x,00=G(t, —x, 9) pour |x|<+es
e) silx[<!x,| clors G(t, x, 0)>G (¢, x,, 0).
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En remplagant dans les fonctions F et G x par x(f) et y par y (),
ou x(f), y(¢#) est une intégrale du systtme (1), et en dérivant des
fonctions obtenues par rapport a f, nous avons:

Q)
A= [ 1% .01 + £ 18, (0, y OV, 18, % @, 11) d + £l x @,y D)

@

dG _
dt

x(t)

(g te vl +glt.x @),y Ol g, [t.& y®Ol df + glt, x (@), y(1)] ‘:;:
D’aprés (3) et (4) on a:
F[b, x(b), y(b)]—Fla, x(a), y(a)]—fcb[t. x(0), y ()] dt=

(5)
=Glb x(5), y®) —Gla, x(a), y@]— [Z[t, x(t), y(O)]dt

ou
y(a)
Fla, x(a), y(a)]=ff la, x(a), 5]dy
y(b)
Flb, x(b), y(b)] = f FIb, % (b), nldy
x(a)
G [a, x(a), y(8)=fg [a, & y(a)]d¢
{(b)
Glb. %), y®))= [glb. & y ()] de
ot x. v) = [If, (6 x D+Ft x V£t x Dldy
©) :

Yt x, y)= f [g,(t & )+a, x, v) g, (& & v)]dé
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Supposons que
f.(t, 0, ¥)=0 pour £>¢,>0, |y| <o
(7)
g,(t, x, 0)=0 pour {>4,>0, |x|<ece,

on obtient dans les conditions
y
(t, 0, y)=[£,(t 0. 1) dy=F,(t, 0, y)

(8)

¥t x, 0)=J' gt £0) dE=G,(t, x, 0)

et par suite

@, (t 0, y)=f,(t 0, y)
9
Y (t x, 0)=g,(t, x, 0)
D’apres (W, a) et (W, b) nous avons respectivement
ff(tv 0! _Y)=-ff(t! Ov .V)
(10)
8; (t: -—X, 0)=_gf (11 X, 0)
(10) et (9) fournissent les propriétés suivantes des fonctions (8):

Les propriétés de la fonction @ (¢, 0, y) pour {>£,>0 sont les"
suivantes:

W, a) Sif,(t, 0, y) =0 pour t>4>0 0<y<+ o
alors:
®(t, 0, y) >0 pour |y| <+ o

(=0 O0<y<+o
®, (t, 0, 'V)l<0 pour __ <9

si |y |<ly,l, @ 0, y)<o(, 0, y,)
b) Sif,(t, 0, y)<O0 pour t>#, 0<y<o°

alors:
@(f, 0, y)<0 pour |y|<e
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o, (t, 0, ){ <0 0<y<o
Y120 P —w<y<o
si [y |<|y,l, &t 0, y)=(t, 0, y,).

Les propriétés de la fonction ¥ (f, x, 0) pour ¢t>£,>0 sont les
suivantes:

(W;) a) Sig (tx,0)>0 pour 0 <x< +
alors:
Y(t x,0)>0 pour | x| < + o
¥ _(t x0) {ig pou 0<°:<<x°°<0
si |x,|<|x,|, P(tx,0)<¥(tx,0).
b) Si g, (¢, x,0) <0 pour 0 < x < +o°
alors:
% (¢, x,0)<0 pour |x|<
7 (t x,0) { ig pour 0_<°°x<<x°°< 0
si |x[<lx,|, ¥ x,01=>¥tx,0) .
Il résulte de (8) que si f,(#,0, y)=0 pourt>£,>0, | y|< oo alors

®(t,0,y) =0pourt=t,>0et|y|<+oo; sig,(tx 0=0 pour t >#>0,
|x|<+oc alors ¥ (¢, x, 0)=0 pour t>¢>0, |x|<+c,

I. Posons dans I'équation (5) a=t, b=t , on a donc x(t,) =
=x(t,,,)=0 et par suite:
Glt, 0, y ()] =0, Glt,,1;0,y (£,,)] =0.
On peut donc écrire I'équation (3) sous la forme:
Flit,.,,0,y(t, J—FIt,0,y(t)=
tht1
an = [(oltx O,y (O] — 1t x(®), y O dt.
rI‘l

Ajoutons au premier et au second membres de I'équation (11) la
quantité F[f,0,y (t,.,)]. On pourra écrire l'équation (11) sous la
forme:

F [tm Ov y (tn.*-;)] —F [tm 0! y (tn)] =
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fni1

(12) = [(o1t.x (0. y (O — 21t x (v (D) dt —

_{ F[tn.{.p Ovy(tn+1)]_F[tm O.Y(t,..H)] !
D'autre part d'aprés la définition de la fonction F on a

g-; = ]‘f. (t, x,n)dy

0
et d’aprés (8) on obtient pour X =0:

(13) F,(t.o,y)=<z>(t.0.y)=ff,(t,(i.n)dn.

Alors nons obtenons
thta

(149 Flt, 0,y ()l —Flt, 0,y (101 = [0[40,y ()] dt

n

En substituant (14) dans (12) nous obtenons:
F[t,0,y(t,,)]—FIlt,0,y(t)=

fng1
(15) = [(o1t,%(®).y O1— 4,0,y ¢, )]} dt —
: 'nt1
—[#1tx®, y @O dt.

L'équation (15) est impoésible, si 'on a:

a) ly(t) <|y¢t, )|, Pt x(),y@®H]>0,
Neltx@),y®]—o[t0,y(t, )]<0

dans P'intervalle f,<#<t,,, .
En effet, d'aprés la propriété (W,, e) et d’aprés @) on a:
F[t,0,y(t, D)I—FI[t,0y (t)]1>0

tandis que selon f) et y) le second membre de I'équation (15) serait
non-positif. ]
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Nous avons l'égalité:
o[t x(t),y®)]—ol[t,0,y(t, )=
=(o[t,x@®),y®]—[t,0,yO]+{o[t,0,yO]—@[t0.y (¢, )]

Nous pouvons donc remplacer la condition y par des conditions
suivantcs:

a) olt, x(),y(®]—@[t.0,y ()] <0
(16) pour f,<t<t
b) @ [t,0,y(®)]—[t,0,y(t,,)]<0.

n-1

Nous supposons que la condition (16,a) est remplie. D’aprés
(W, a) la condition (16,b) est remplie si f,(f,0,y) >0 pour t>1,>0,
0<y< +o,

En résumé nous pouvons énoncer la proposition suivante:

Théoréeme V (a).

Si pour t >1t,>0 sont remplies les conditions suivantes:
1) Les fonctions f et g possédent les proprietés (W)
2) f,(t,0,y)>0 pour 0<y<+o
3) /,(#,0,y)=0 pour —o<y<+o

9 [l xn)+Ftx D b x Dl dn< [£,0, Dy

5) [aten+etxy)g, ey dE>0

pour —o < x,y <+0o08)
6) l'intégrale x (t), y (t) du systéeme (1) est oscillante,
alors on a:
ly =1y ()] =123 %)

la fonction y (t) est donc bornée lorsque t =+ .

) Un exemple, donné par M. Biernacki, d’uns fonction f(t,x,y) qui remplit
les conditions 1) —4) du théoréeme V (a), est le suivant:

f(t.x.y)=tye =" pour x>0, y>0
f(t,x,y)=ty pour x:y<0 et x<0, y<O.
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II. On peut maintenant remplacer 1'équation (11) par la suivante:
F [t,-,+p 0, y (tn+1)] —F [tn-}-p 0, y (tn)] =
thiy
(17) = [ (ot x(O.y OI— 2 [t % (O),y O)) dt —
'n
“0t {F [tn+1’ 0' y (fn)] M F [tn' 0! y (tn)]} .
D’apres (13) on a:
tht1
Fltyn 0,y ()] —F 11,0,y (t)1= [ &[£,0,y¢t)]dt .

n

On peut alors écrire I'équation (17) sous la forme:
F [tn+1, 0’ .V (tn+1)] - F[tn_}.p 01 y (tn)] —

In tnt1
(18) =j {olt, x (), y (O] —[t,0,y ()]} —fY’[t,x(t).y(f)] dt

Si
, y(tn'f-l) | < |.V (tn)l
on a d’aprés (W, e):

F [{n+p Ov y (tn+1)] < F [tn—H’ 0! y (tn)]

et le premier membre de I'équation (18) est négatif.
Si
olt,x(®),y ()] —[t,0,y ()] >0
Plx@®),y@®l<0
dans l'intervalle #, <f<{f ,, le second membre de I'équation (18) est
non-négatif. L’équation (18) est donc impossible.

Nous avons 1'égalité:
o[t x(),y ] —lt,0,y(t)] =
={o[t,x(®,yO]—o[t0,y ]+
+{o[t,0,y O] —@[t,0,y (¢,]}
Supposons maintenant que:
a) o[t x({),y®—[t,0,y(#)]>0
b) @[t,0,y (D1 —[t,0,y ()] =0
pour {, <t<ft,, .

(19)
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D'apres (W, b) I'égalité [19, b) est remplie si f,(¢,0,y) <0 pour
t>4,>0, 0<y< +c.

En résumé nous obtenons le -

Théoréme V (b).

Si pour t>t,>0 sont remplies les conditions suivante:
1) Les fonctions f et g possédent les propriétés (W,)
2) f,(t,0,y) <0 pour 0 <y <+
3) f.(t,0,y)=0 pour —oo<y< +oo

¥ A
4) J [f, (¢, x. ) +f(t, x, ¥) . (t, x, )] dn > ’ fo (t,0,7)dy

x

5 [letey)+eltxy)g, (tEyIdE<0
U

pour —oo < x,y< + o
6) lintégrale x (), y(tf) du systéme (1) est oscillante, alors

on a:
ly@)<ly(t,.)] (n=1,2,3,...)

et par suite la fonction y(t) ne tend pas vers zéro lorsque t—+ .

III. Nous posons maintenant dans (5) a=r, b=r,,,, on a donc:
y(@)=y(,)=0.
F [(z,, x (z,), 0] =0, F[r,,_H, x(
L’équation (5) prendra la forme:
G [ty % (ep): 01 — G [y, % 5,), 0] =
(20) 1
= | {Zit.x ).y Ol— o[t x @,y O]} dt .

Tn

Alors:
),0]=0.

n+1

On peut écrire 1'équation (20) sous la forme:
Gl x(z,.,); 00— Gz, x(z,),0]=
“n-p-1

= [l x ),y Ol —olt, x (D), y (O} dt

—1|G [tpyyr x (t,,_H), 0)—Glr,x (t,12), 01}
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D’aprés (8) on a:
“n41

G [t:-H’ X (Tn.“)v 0] -G [Tm X (tn+1)' 0]= f . 4 [t- X (fn+1)v 0] dt
et par suite:
G [z, % (r,44), 0] — G [1,,, x (z,),0] =
bt 2 ¢

1) - f (2t x @),y O] — 2t x(z,,,). 0]} dt —

*n

41

—[oltx®.y®)dt

Supposons que
| x (7 1> x (@)1
alors d'aprés (W), €'):
Glz,, X(t,,_H), 0]— Gz, x(z,), 0]<0
donc le premier membre de I'équation (21) est négatif.
Si
Pt @), yOl—=PIt, x(z,,,), 0150
o(t, x(t), y(H)] <0
dans l'intervalle 7, <f<r,,, le second membre de I'équation (21) est
non-négatif et 'équation (21) est impossible.
Nous avons I'égalité:
it x(@®), y®l—¥[t, x(z,_), 0]=
={¥[t, x(®), y@OIl—¥[t, x(@), O} +
+ (P [t, x(#), O] —¥[t, x(z,,,), O]}
Supposons maintenant que
vit, x(t), yO)] —¥[t, x(t), 01>0
D’apreés (W', b), si g (t, x, 0) <0 pour t >1,>0, 0< x <+, on a:
Y[t x(f), 0)—¥[t, x(z,,), 0] >0
pour 7, <t<7,,,.
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En résumé nous obtenons le

Théoréme V (c).
Si pour t >t,>0 sont remplies les conditiones suivantes:

1) Les fonctions f et g possédent les propriétés (W)
2) g,(t, x, 0)<0 pour 0 < x < + o
3) gy(f, x, 0)=0 pour —oo<x< +

4) lr[gf (tv E, .V) + g(tv xv .V) gy (t, 61 .V)] d$> J.gf (t9 6v 0) dE

5) [t % ) +F(t % ¥) £,(t, x D]dn<0

pour —»<x, y< +
6) lintégrale x(t), y (t) du systéme (1) est oscillante, alors

on a:
x (@) =] x ()] (n=1, 2,3,...)

et par suite la fonction x(t) est bornée lorsque t—> + o=,

IV. On peut maintenant écrire I'équation (20) sous la forme
suivante:

Glrpy x (r,,+l), 0]—G [t,,_H. x(z,), 0] =
Tni-1
22) — [ 121t x®, v — o[t (), yOI) dt —
—Glrpyp x(z,), 0] — Gz, x(z,), 0]} .
Or, nous avons d’apreés la définition de la fonction G:

G 3
S = aeya

et il résulte de I'hypotheése g, (¢, x,0) == 0 pour t=>14,>0, x| <=, que
I'on a:

G, (t.2,0) = ¥ (t,%,0) = [ g,(£.£,0) de.
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Nous obtenons donc:

*n+1
(23) G [1n+1, x(z),0] — G [z, x(z,), 0] =J ¥ [t x(z,), 0] dt.

En substituant (23) dans (22) nous avons I'équation:
G [tn+lv X (Tn+1), 0] —G [7n+1o X (Tn)o 0] =5

n+1
(24) =] 12t x @, yOl — ¥t x(x,),00) dt —
’ Tn41
—[oltx@®),y® dt.

Si [x(z,,)I<|x(z,)| alors d’apres (W,, €’) on obtient:
G [tpyy x (2,0, 0] — G 1,4, x(z,), 0] >0,
le premier membre de I'équation (24) est donc positif.
Supposons que l'on ait:
Ylit,x(@),y()] —¥P[t,x(z), 0] <0
o[t x(@),y ()] >0 pour 7, <{<7, .
Dans ce cas I'équation (24) conduit a une contradiction. Nous
avons |'égalité:
Ylt,x@), y(t)] — ¥t x(z,), 0] =
={¥[t,x(0), y(O)] — ¥[t,x (D), 0]} +
+{¥[t,x(®),0] — ¥t x(z,), 0]}.
Supposons que
Y(t,x,y)—P(x0)<0.
D’apres (W5, a), si g, (t,x,0) >0 pour ¢t >£,>0, 0 < x < + o=,
on a:
¥ [t,x(1),0] — ¥ [t,x(z,),0] <0
pour 7, <f<7,.,. ’
En résumé nous pouvons énoncer le
Théoréme V (d).
Si pour t>1,>0 sont remplies les conditiones suivantes:
1) Les fonctions f et g possédent les propriétés (W,)
2) gt x,00>0 pour 0 < x <+
3) 8,(£,x,00=0 pour —o<x<+o
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D) [le®EN+altxy) g, 6 dE> [g 0600 de

ﬂfMQ&WH&&wﬂQLMM>0

pour —o < x,y <+ o
6) lintégrale x(t), y (f) du systéeme (1) est oscillante, alors
on a:
lx(z,) | < Ix (g, (n=123,...)
et par suite la fonction x(t) ne tend pas vers zéro lorsque t—+ + .

Considérons en particulier un systéeme des équations différen-
tielles

dx

= -=f(ty
25) g
dt—=g(t.x)

ou f(t,y) et g(t x) sont les fonctions continues ainsi que leurs dérivées
partielles du 1¢ ordre dans le domaine:

t>1,>0, |x|<+om, ly|<+oo
et possédent pour f>1t,> 0 les propriétés suivantes (comp. (W,)):
(W, a) f(t,y) >0 pour 0<y<+o
fit,—y)=—F(ty)
b) g(f,x) < 0 pour 0<x<+ oo
glt, —x)=—g(t x).
En appliquant les théorémes V a, b, ¢, d au systéeme (25) nous

obtenons les propriétés de l'intégrale oscillante x(f), y(#) du sy-
steme (25):

a) Si les propriétés (W,) sont remplies et si pour t=>#,>0 on a:
1) f,({,y) >0 pour 0<y< + o
2) g(t,x)>0 , 0<x<+c,

alors la fonction x(f) ne tend pas vers zéro lorsque f=> + o= et la
fonction y (f) est, bornée lorsque = + o

b) si les propriétés (W,) sont remplies et si pour ¢t >¢,>0 on a:



102 Zygmunt Butlewski

1) f,({,y)<0 pour 0<y< +

2) g(t,x)<0 , 0<x<+o
alors la fonction x(f) est bornée lorsque f->+cc et la fonction y(f) ne
tend pas vers zéro lorsque =+ oo,

Streszczenie
Rozwazamy uklad réwnan rézniczkowych zwyczajnych

1) L —ftxy) L=g(t,xy)
gdzie f(t,x,y) i g(t, x,y) sa funkcjami ciaglymi zmiennych ¢ x, y dla
1>21,>0, —o<x, y<+ o=,

W pierwszej czeSci tej pracy (§ 1) zajmujemy sie¢ rozwigzaniami
oscylujacymi wzglednie nieoscylujgcymi ukladu réwnan roézniczko-
wych (1) dla duzych dodatnich wartosci zmiennej niezaleznej ¢.

Calka x(#), y(f) uktadu rownan (1) jest oscylujaca dla t>¢,> 0,
jezeli kazda z funkcji x(¢#) i y(¢#) zmienia znaki + i — nieskonczenie
wiele razy dla t >t,> 0; jezeli przynajmniej jedna z funkcji x (), y (f)
nie spelnia powyzszego warunku, to caltka x(f), y(f) jest nieoscy-
lujaca.

Jezeli zalozymy, ze funkcje f i g sa ciagle dla ¢ > ¢, > 0,
— o <x, y<+ o i posiadaja nastepujace wlasnosci: 1°) f# 0 dla
x| <+ o, y£0; f=0 dla |x|<+o, y=0; 2°) g0 dla x~0,
lyl<+x; g=0 dla x=0, |y|<+ oo, przy tym t>{,>0, wtedy
catka x(#), y(f) ukladu réownan (1) posiada wlasnosci:

a) Jezeli jedna z funkcji x(#) i y(¢f) jest tozsanosciowo rowna
zeru w podprzedziale przedzialu {f, + =), wtedy calka x (¢), y (¢) jest
tozsamosciowo rowna zeru w tym podprzedziale;

B) jezeli jedna z funkcji x(f) i y(f) jest nieoscylujaca, wtedy
calka x (), y (f) jest nieoscylujaca dla t >1¢,> 0;

7) jezeli jedna z funkcji x(#) i y(f) jest oscylujaca, wtedy catka
x (1), y (t) jest oscylujaca dla = + o=, ponadto miejsca zerowe funkcji
x(#) i y(#) nastepuja naprzemian, s3 pojedyncze i nie tworza punktow
skupienia.

Wykazujemy dalej, ze warunki wystarczajace na to, aby uklad
rownan (1) nie posiadal calek oscylujacych, sa nastepujace:

1) >0 y>0 2) >0 x>0
f {<0 da <o g]I<0 dla . <0
t>4,>0, x| <+oo t>14,>0, ly| <+o,
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Jest to rozszerzenie na uklad réwnan (1) wynikéw, ktére uzyska-
lem juz dawniej (por. prace cytowana pod 2)). Dowéd przeprowa-
dziliSmy metoda Knesera przy uwzglednieniu uproszczen wprowa-
dzonych przez Cesari.

Nastepnie podajemy dwa twierdzenia (III i IV), w ktérych sa
podane warunki wystarczajace oscylacyjnosici calek ukladu réwnan (1).

Pierwszy zespol tych warunkéw (tw. III), podany w mniej ogdlnej
postaci, brzmi:

]>0 y>0 >0 x<0
D f | <0 dlay<0 2) g <0 dlax>0
t>4,>0, x| <+oo t>14,>0, |yl <+

3 £,<0,f,>0dla t>4>0, x-y<0

4 ¢.<08<0 , m x'y>0

5) ff(t,o,c)dt={i: dla zzg}
8 £ <0‘ (c, c, = Const.)
[ glt,c,00dt= {_m dla §:>O}

Warunki 5) s3 typu Fite'a.

Drugi zesp6l warunkéw oscylacyjnosci (tw. IV) jest nastgpujacy:
Poprzednie warunki 1) i 2) sa spelnione, a dalsze trzy sa postaci dla
t>t,>0:

—

SRR RRA S 7 oL
| =0 x<0,y<0
]-S()d]a x>0, y>0

5) x(t)#0, y,(t)=0 lub x(¢)=0, y(t) #0.

4) g+g.f+g,4

Rezultat analogiczny dla réwnania rézniczkowego drugiego rzedu
x"()+e(t)f(x) =0 otrzymal Milne.

W dalszym ciggu (§ 2) zajmujemy si¢ ekstremami calek oscylujg-
cych ukladu réwnan (1). Mianowicie ustalamy warunki wystarczajace
na to, aby ekstrema funkcji x(f) byly rosnace (malejace). To samo

dotyczy funkcji y(f). Te warunki s3 podane w twierdzeniach Va,
Vb, Vci Vd.
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W szczegélnosci dla calki oscylujacej x (#), y () ukladu rownan

g’;— =f(t,y)
(25) d
d¥ =g(t, x)

otrzvmujemy rezultat nastepujacy: Funkcje f, g oraz pochodne czast-
kowe 1-go rzedu f,, g, sa ciagle w obszarze t >¢,>0, —o<x, y <+oo,
posiadajg wlasnosci (W,) dla t>1t,>0:

a) f>0dlay>0, f(t,—y)=—Ff(ty)
b) g<0dla x>0, g(t, —x)=—2g(t, x).

Jezeli wlasnosé (W,) jest spelniona i ponadto:
a) jezeli f,>0 dla y>0, g,>0 dla x>0; t>1,>0,
wtedy funkcja x(#) nie dazy do zera, a funkcja y(f) jest ograniczona
gdy t >+ ;
B) jezeli f,<0 dla y>0, g <0 dla x>0; t>1,>0,
wtedy funkcja x(f) jest ograniczona, a funkcja y(f) nie dazy do zera
gdy t >+ oo,

Rezultaty otrzymane w § 2 sa rozszerzeniem na uk'ad réwnan (1)
wynikéw, dotyczacych ekstreméw calki x(f) oraz jej pierwszej po-
chodnej x'(f) réwnania rézniczkowego x” + A(f)x=0, ktére otrzy-
mal M. Biernacki w swej podstawowej pracy na ten temat. W do-
wodach twierdzen Va, Vb, V¢, Vd zastosowaliémy rowniez metode,
ktora poslugiwal sie M. Biernacki w cytowanej pracy.

(W



