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Introduction. Ce travail est la continuation de l’article L'anneau 
algébrique et ses applications dans l'analyse fonctionnelle (Première 
partie) qui a paru dans ces Annales, Vol. II, 1947.

Nous introduisons ici axiomatiquement (Chapitre IV) les notions 
suivantes: 1° l’ensemble /1* d’éléments non-négatifs, 2° l’inégalité et 
3° le module. On obtient ainsi une structure dans laquelle on peut 
définir les notions de limite, de fonction continue, de dérivée et d’in
tégrale. Toutes ces notions coïncident, dans le cas des nombres 
réels, avec les notions habituelles.

Nous introduisons ensuite (Chapitre V) les notions de limite 
faible, de fonction faiblement continue, de. dérivée faible et d’inté
grale faible qui sont des généralisations des notions précédentes. Ces 
notions trouvent une application intéressante (Chapitre VI), en con
sidérant l'espace C7 des fonctions /(/) continues pour (X t < T. On 
retrouve, parmi les éléments généralisés qui sont des limites des suites 
faiblement convergentes, les fonctions sommables (N°s 89 et 90), les 
nombres complexes (№s 92 et 93) et certains êtres mathématiques, 
étrangers à l’analyse classique, qui réalisent les symboles du calcul 
de Heaviside (NOi 94 et 99). Cette interprétation attribue donc 
aux symboles de Heaviside un sens mathématique direct, par contre 
à la théorie de la transformation de Laplace (№ 104).
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Au cours de la rédaction de la deuxième partie de L'anneau al
gébrique nous avons trouvé inutile de discuter largement les diverses 
interprétations de l’anneau, introduites dans la première partie, nous 
nous sommes cependant bornés, dans la plupart des applications, à 
l’espace C7. Signalons de plus que dans les interprétations IT, Z7(i), 
ZT(iv), Iao (x), F et VAR (№s 12—16) la définition de l’égalité des 
éléments était incompatible avec l’axiome II du groupe abélien (№ 1). 
Nous tenons de rectifier ci-dessous en détail cette erreur. Remar
quons d’ailleurs que cette erreur ne concerne que quelques interpré
tations particulières et ne touche pas la théorie générale.

Pour les raisons techniques, nous avons renoncé de discuter, dans 
la deuxième partie, les propriétés topologiques des espaces y consi
dérés et leurs rapports avec d’autres espaces abstraits et nous nous 
sommes décidés d’insérer ces problèmes dans un article séparé qui 
se trouve en préparation.

En terminant, qu’il me soit permis d’exprimer mon affectueuse 
gratitude à MM. A. Bielecki et C. Ryll-Nardzewski qui, par 
leurs propres recherches et de nombreuses discussions, ont contribué 
à éciaircir beaucoup de points de la théorie exposée.

Rectification relative à la première partie. Certaines interpréta
tions de l’anneau algébrique données aux Nos 12—15 sont incorrectes. 
A savoir, les définitions du № 12 de l’égalité et de la somme, ne 
sont pas compatibles, dans le cas de l’ensemble ZT, avec l’axiome II 
du № 1. En effet, si la fonction a = )a(Z)[ n’est pas définie dans 
certains points où la fonction 6={b(Z)J l’est, il n’existe pas de fonc
tion x = {x(Z)| pour laquelle a + x — b. Donc F, n’est pas un anneau 
algébrique. Or, il le deviendra, dès que l’on suppose que

(<*) les fonctions de IT sont définies partout dans l’intervalle 
0<t<T; t

(3) la composition J a(t — t) b(r)dr de deux fonctions quelcon-
o

ques de lT est encore définie partout dans cet intervalle.

Remarquons que les conditions («) et (3) sont satisfaits dans le 
cas des ensembles /7 (ii),..., Z7 (ix), sauf I, • (iv), du № 13; ceux-là 
sont donc des interprétations correctes de l’anneau algébrique. Par consé
quent il en est de même des intersections de ces ensembles avec l’un 
quelconque des ensembles IT (i), Ir (iv) ou /œ (x) (dans le dernier cas 
pour T — oo).
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Les suppositions («) et (P) doivent être adoptées partout dans 
la suite du texte de la première partie où l’on parle des anneaux 
/T> MO, Ît(ïv) ou /œ(x).

Pour les raisons analogues à celles de tout à l’heure, une rectifi
cation convenable est nécessaire pour les ensembles F et V AB des 
№s 14 et 15. Notamment l’ensemble F deviendra un anneau algé
brique, en supposant que les fonctions feF sont définies partout dans 
le carré K, l’exception faite de la diagonale x = y, et mesurables par 
rapport à chacune des variables x et y. Pareillement l’ensemble V AB 
deviendra un anneau algébrique, en supposant que les fonctions feVAB 
sont définies partout dans le triangle T AB et mesurables par rapport 
à chacune des variables x et y. C’est avec cette correction qu’il faut 
entendre dans la suite les interprétations F et VAB.

Les remarques ci-dessus ne concernent pas les ensembles IT, F 
et VAB du № 17, ces derniers étant des interprétations correctes de 
l’anneau algébrique.

Voici encore quelques autres erreurs remarquées dans le texte 
de la première partie de ce travail:

page ligne remplacer par
1 2 (d'en bas) des dès
2 16 (d’en bas) linéaire algébrique

10 15 a (t) 6(t)
14 6 l’intervalle l’intervalle 0<f<T
18 12 linéiire algébrique
35 3 l—3/2—213 1—3/2—2/s

Chapitre IV 
Inégalité et module

47. Définition de l’inégalité dans le groupe abélien. Nous avons 
considéré dans notre étude précédente de l’anneau algébrique les quatre 
notions suivantes: somme a+b, différence a—b, produit ab et, sous 
certaines hypothèses, quotient . Nous introduirons maintenant une
nouvelle notion, à savoir celle d’inégalité a<b. Pour rendre notre 
exposé plus systématique, nous étudierons cette relation tout d’abord 
dans le cas du groupe abélien et seulement après dans celui de 
Vanneau algébrique.

Remarquons que, dans le cas des nombres réels, la relation a<b 
est équivalente à l’énoncé suivant: la différence b—a est un nombre
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non négatif. Si la classe A* des nombres réels non négatifs est dé
terminée, on peut donc définir l’inégalité a <b par la relation b—aeA*. 
C’est de cette manière que nous définirons l’inégalité dans le cas 
général.

Étant donné un groupe abélien additif A, nous considérons un 
sous-ensemble quelconque A'ClA qui satisfait aux axiomes suivants1):

1T OU*;
2* Si aeA* et beA*, alors a+beA*;
3* Si a e A* et b—qa e A*, quel que soit q naturel, alors a=(l 
Nous posons par définition

a<b,
lorsque b—a« A* ; l’ensemble A* peut ainsi être envisagé comme celui 
d’éléments non négatifs et l’axiome 3* joue alors le rôle de Vaxiome 
d'Archimède.

Remarque 47. Le produit des éléments de A par un nombre 
quelconque n’est pas défini, en général. Cependant le produit par un 
nombre naturel q a toujours un sens, si l’on pose par définition

la —a et (q+l)a = qa+a (q — 1, 2, ...).
C’est dans ce sens qu’il faut entendre le produit qa dans la con
dition 3*.

48. Propriétés fondamentales de l’inégalité. On déduit de la dé
finition du № 47 les propriétés suivantes de l’inégalité:

(i) Tout élément aeA* satisfait à l'inégalité 0<a.
En effet, si aeA*, on a a-OeA*.
(ii) Si a—b, alors a<b.
En effet, on a alors b—a = 0eA*.
(iii) Si a<b<c, on a a<c (transitivité).
En effet si b—aeA* et c— beA* il vient, d’après 2*, 

c—a = (c—b) + (b—a) e A*.
(iv) Si a<b et c<d, on a a + c b + d.
En effet, on a alors b—aeA* et d—et A*, donc d’après 2*,

(b + d)— (a + c) — (b—a) + (d—c) e A*.
D’après (iv) les inégalités peuvent être ajoutées l’une à l’autre.
(v) Si a<b, on a qa<qb pour tout q naturel.

’) Voir J. G.-Mikusinski [14].
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En effet, d’après (iv) on a 2a '2b et par induction qa qb pour 
tout p naturel.

(vi) Si a b, on a a—c b—c pour tout ce A.
En effet, on a alors (b—c)—(a—c) = b—aed*.
(vii) Si a b a, on a a=b.
En effet, on a alors b—a e A1" et 0 — (b—à). La dernière inéga

lité donne 0 —q(b—a) pour tout q naturel, ce qui peut s’écrire 
0 — q(b—a)eA*. En vertu de 3* on a donc b—a = 0.

49. Relations avec la notion classique d’inégalité. On reconnaît 
dans les propositions du № 48 les lois usuelles de l’analyse classique. 
Or, ceci s’explique facilement par le fait que les axiomes 1*—3* sont 
remplis par l’ensemble des nombres non négatifs. Donc, toutes les 
règles déduites de 1*—3* sont légitimes dans le calcul ordinaire. 
Remarquons que la réciproque n’est pas vraie. En effet, étant donnés 
deux nombres non négatifs a et b, on peut affirmer toujours que 
l’une au moins des deux inégalités a b ou b a a. lieu. L’exemple 
suivant montre que cette proposition n’est pas vraie, en général, pour 
les ensembles A* quelconques.

Soit A l’ensemble des fonctions réelles, définies dans 1 intervalle 
(0,1). On admet la définition habituelle de l’addition. Convenons que 
toute fonction non négative dans (0,1) appartient à A*. Alors on 
vérifie sans peine que les axiomes 1*—3* sont remplis. Or, les deux 
fonctions a=)/| et b=( 1—t] appartiennent à la classe A*, tandis 
qu’aucune des inégalités a<b ou b a n’a lieu.

L’exemple ci-dessus montre qu’en opérant avec le symbole < il 
faut agir avec précaution et que l’on n’a* de droit de profiter, dans le 
cas général, que des règles qui ont été déduites des axiomes 1*—3*.

50. La notion de module. Considérons maintenant un groupe 
abélien quelconque A et son sous-ensemble A* satisfaisant aux gxio- 
mes 1*—3*. Nous introduirons une opération qui fait correspondre 
à chaque élément ae A un élément | a | e A*. Nous appellerons cette 
opération module lorqu’elle satisfait aux axiomes suivants2):

1° a| = a pour tout aeA*;
2? | a | = 0 entraîne a = 0;
3° |-a| = |a|;
4° \a+b\ '!a| + |b|.

’) J. G.-M ikusiriski [14].



6 Jan G.-Mikusinski

De ces axiomes, on déduit les règles suivantes:
(50.1) |a|| = |a| pour tout aeA;

(50.2) a —b | < | a | + | b | ;
(50.3) |a| — |b|] <3|a—b| (l’inégalité de A. Bielecki)’);
(50.4) aj+...+an| < I at |+...+I an |.

En effet, (50.1) résulte de 1° ; (50.2) de 4° et 3°. Pour démon
trer (50.3) remarquons d’abord que l’on a, d’après 4° et 3°,
(50.5) 0 « | b | — | a ! + | a—b i,
(50.6) 0 < | a I — | b I + | a—b
et aussi

il a | — | b |j < j| a | — |b| + |a — b |j + j — ,a — b|j.

Donc en vertu de (50.6), 1° et 3°
(50.7) || a | — | b || | a | — | b | + 21 a—b |.

En ajoutant enfin les inégalités (50.5) et (50.7) on obtient (50.3).
Enfin l’inégalité (50.4) se déduit par induction de 4°.
Exemple 50.1. Supposons que A soit l’ensemble des nombres

entiers avec la définition habituelle de l’addition. Supposons ensuite 
que A* soit composé des nombres 0, 2, 3, 4,... et que le module soit 
entendu au sens ordinaire, l’exception faite de |±1| —5. Le lecteur 
vérifiera que les postulats 1* — 3* et 1° — 4° sont remplis et que

141-Ш 

|4|- |1| 
||4|-|ll

< 314— 1

< 214—1 

<|4-1|.
Cet exemple est fort instructif, car il montre que le coefficient 3 

dans l’inégalité (50.3) ne peut pas être diminué.

Exemple 50.2. Le lecteur démontrera que l’on a généralement 
2 |) a | — | b || < 41 a — b| et |2|a| — 2|b|j<2|a—b| (A. Bieleck i).

51. Limite forte4). On dira qu’une suite infinie an (n = l, 2,...) 
dont les éléments appartiennent à A converge fortement vers aeA,

*) A. Bielecki [1].
*) L'adjectif forte est employé pour distinguer la limite considérée ici de la limite 

faible que nous étudierons au Chapitre V.
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en symbole lim an — a, lorsqu’il existe un élément ce A'* tel que, quel 
que soit q naturel, on a

q\an — a | < c pour n suffisamment grand.
Le lecteur vérifiera que dans le cas des suites numériques cette 

définition est équivalente avec la définition usuelle.

52. Propriétés fondamentales de la limite forte. Signalons les 
propriétés suivantes de la limite forte:

La limite forte, si elle existe, est unique.
En effet, en supposant qu’une suites = converge fortement vers 

deux limites a et b, on aura pour toutq naturel
q \a„ — a | < Ci et q | an — b ! < c2 

pour n suffisamment grand. Par suite
q \b — a | = q(an — a) — (an — b)\ < q('an — a\+\an — b) < Cj + c2 

et \b — a[ = 0 (axiome 3*), b — a = 0 (axiome 2°), b —a.
Si une suite a„ converge fortement vers a, il en est de même 

de toute suite partielle ak) (kt< k2<...f.
Un rearrangement quelconque des éléments d'une suite n influence 

ni la convergence ni la valeur de la limite.
Les deux dernières propositions bien évidentes.
Si les deux limites fortes lim an et lim bn existent, on a

lim (an± bn) — lim a„ + lim bn.
En effet, si

q\an — a|<Ci et q\b„ — b\ c2,
on a

q (a„±bn) —(a±b)| < q(|an —a| + jbn — b | ) < c, + c2.
Si lim an = a, alors lim | a„ | — | a !.

En effet, d’après (50.3) on a ||an| — |a|j <3| an — ai, d’où la propo
sition.

Si an < bn (n= 1, 2,...), on a lim an < lim bn, pourvu que les deux 
limites existent.

En effet,
0 < | b — a | = lim | bn — an | = lim (bn — an) — lim b„ — lim an.

53. Convergence forte dans un sous-groupe. Considérons un 
groupe abélien A, où le sous-ensemble A* d’éléments non négatifs et
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l’opération de module sont établis. Soit B un sous-groupe de A tel 
que |a|«B pour tout élément aeB et posons B* = B?1*, où B A* dé
signe la partie commune des ensembles B et A*.

L’ensemble B* satisfait évidemment aux axiomes 1* — 3* du 
№ 47. De plus, si l’on rétrécit le domaine du module à l’ensemble B, 
les axiomes 1" — 4° du № 50 sont encore remplis (il faut alors rem
placer dans 1" A* par B*). On peut donc introduire la convergence 
forte dans B sans faire intervenir l’ensemble A. La que;tion se pose 
d établir les conditions dans lesquelles les deux convergences relatives 
aux ensembles A et B sont équivalentes.

Désignons par
lim an

A
et lim a„H

les limites fortes relatives aux ensembles A et B. Il est évident que si
lim an (a„eB) existe, il en est de même de lim a„ et que les deux limites

. A
sont égales. Or, l’exemple suivant montre que l’existence de la limite
lim a„ —a n’entraîne pas en général celle de lima„, même dans le cas où A B
tous les termes, de la suite a„ ainsi que l’élément a appartiennent à B.

Soit A l’ensemble des fonctions réelles, définies dans l’intervalle 
ouvert (0,1). Adoptons la définition habituelle des fonctions non 
négatives a(A'r et la définition habituelle du module. On vérifie
facilement que les axiomes 1*—3* et 1° — 4° sont remplis. On a 

limjr! = !0i,
A

car, quel que soit q naturel, on a q tn\ < pour te(0,1) et n assez
grand. Soit maintenant Bd A l’ensemble des fonctions bornées dans (0,1).
Chacune des fonctions {("' et la fonction {0} appartiennent à B, mais la
limite lim!/"' n’existe pas.

B

Or, la proposition suivante est vraie:
Si pour tout ae A* il existe un élément b s B* tel que b—a* A*

et si lima„«B (a/B), alors lima„ existe et est égal à lima„.
A li A

La démonstration est immédiate.
54. Convergence forte dans les espaces fonctionnelles. Nous 

étudierons maintenant la convergence forte dans les espaces fonction
nelles avec la définition habituelle de l’addition.

Supposons que A soit un ensemble de fonctions réelles ou com
plexes, définies sur un ensemble G (G peut être un ensemble quel
conque non vide) et que
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(i) A soit un groupe abélien par rapport à l’addition;
(ii) le module (au sens ordinaire) de toute fonction de A appar

tienne à A.
Nous convenons que A* est le sous-ensemble de A formé des 

fonctions non négatives (au sens ordinaire) et que l’opération de mo
dule est entendue au sens ordinaire. Cela étant, on vérifie facilement 
que les axiomes 1*— 3* et 1°— 4° des Nos 47 et 50 sont satisfaits.

Nous démontrerons les théorèmes suivants5):
Théorème 54.1. «Si A est l'ensemble de toutes les fonctions {.ré

elles ou complexes) bornés sur G, la convergence forte {au sens du 
№ 51) équivaut à la convergence uniforme sur G.

Corollaire 54.1. Lorsque A est l'ensemble des fonctions (réelles 
ou complexes) continues sur G et que G est un compact, la con
vergence forte équivaut à la convergence uniforme sur G.

oo
Théorème 54.2. Si G = 2G„ et A esf l'ensemble de toutes les

»=i
fonctions (réelles ou complexes) bornées sur les ensembles G,, (v= 
1, 2,...), alors la convergence forte équivaut à la convergence uniforme 
sur tous les ensembles G„.

Corollaire 54.2. Lorsque A est l'ensemble des fonctions (réelles 
ou complexes) continues sur G et que G est un ensemble ouvert, la 
convergence forte équivaut à la convergence uniforme dans l'intérieur 
de G, c'est-à-dire à la convergence uniforme sur tous les compacts 
contenus dans G.

Démonstration du théorème 54.1. Si une suite a„ = 
(an(x)( (x e G) converge fortement vers a = {a(x)}, il existe dans A* 
une fonction c=(c(x)[ telle que, pour tout q naturel et tout xeG, 
on a
(54.1) q\an(x) — a(x)'<c(x) à partir d’un indice n.
Si y est la borne supérieure de c(x) sur G, on a donc 

i an(x) —a (x) b< *,

d’où la convergence uniforme sur G. Réciproquement, si l’on sup
pose la convergence uniforme sur G, on a pour tout q naturel et 
tout x e G,

q an(x) — a(x)\ 1 à partir d’un indice n,
et il suffit de poser c={l}.

’) Voir J. G.-Mik usi nski [14].
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La démonstration du corollaire 54.1 est immédiate, en vertu du 
№ 53.

La démonstration du théorème 54.2 sera appuyée sur un Iemme 
qui nous sera encore utile dans la suite.

Lemme 54. Soit Hx, H2,... une suite d'ensembles disjoints et soit 
G leur somme. On suppose qu'une suite de fonctions an — {a„(x)) 
(xfG) converge uniformément vers a={a(x)| sur chacun des ensem
bles Hx, H2,... et que

|an(x)|<h(x) pour xeG (n=l,2,...), 
où b(x) est une fonction non négative sur G. Si PX,P2,... est une suite 
de nombres positifs, croissante indéfiniment et c(x) — (iy b(x) pour 
xeHr (v=l, 2,...), alors, quel que soit q naturel et xeG, on a pour 
n assez grand
(54.2) q fan(x)—a(x)| < c (x).

Démonstration du lemme. On a
|a„(x)a(x) | < |am(x) —e(x)| + |am(x)| + !a„(x)| < |am(x) —a(x)i +26(x) 

pour xeG et m, n = l, 2, ... . Si l’on fait tendre m vers l’infini, il 
vient donc

îa„(x) — a(x)| < 2b(x) pour xeG et n = l,2,... .
Soit maintenant q un nombre naturel fixé arbitrairement et v„ le

moindre indice tel que /?ro > 2q. Alors l’inégalité (54.2) a certainement 
lieu pour x e H„, où v > v0, et n quelconque, car q \am— a„| < q(aj + 
+ |ant) < 2q b(x). Or, l’inégalité a encore lieu pour x appartenant 
à l’un quelconque des ensembles Hx,..., Hro_x, pourvu que n soit assez 
grand, car la suite !an(x)} converge uniformément sur chacun de ces 
ensembles. Donc pour n assez grand l’inégalité (54.2) a lieu sur 
l’ensemble G tout entier.

Démonstration du théorème 54.2. Il est évident que la 
convergence forte entraîne la convergence uniforme sur G, (v= 1,2,...).

V—1
Pour démontrer l’inclusion inverse, posons Hx = Gx et Hy — Gr —

<=i
pour v = 2, 3,...; les ensembles Hx, H2,... sont évidemment disjoints

oo
et l’on a G = ^Hv. Si maintenant une suite a„ = {an(x)) converge

r=l
uniformément sur chacun des ensembles G„, il en est de même des 
ensembles Hy et il existe une fonction b = {6(x)), bornée sur chacun 
des Hr, telle que

|an(x)| < 6(x) pour xeG et n= 1,2, ... .
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D’après le lemme 54 on a donc, quel que soit q naturel, 
q | an(x) — a(x) | < c(x) pour n assez grand,

où c(x) est une fonction bornée sur chacun des ensembles H, et par 

suite sur chacun des ensembles G„ (car G H,).
i=i

Démonstration du corollaire 54.2. Tout ensemble ouvert
oo

G peut être représenté sous la forme G — 2 Gv, où les G„ sont des
V=1

compacts. Or, toute fonction continue dans G est bornée sur chacun 
des compacts G,, et, inversement, toute fonction qui est bornée sur 
les G„ peut être majorée par une fonction continue dans G, d’où le 
corollaire, en vertu du № 53.

55. Convergence forte dans les espaces des fonctions définies 
presque partout. Il est parfois commode d’appeler égales les fonc
tions qui sont égales presque partout. Or, cet abus de language, 
fréquent dans la théorie des fonctions réelles, peut conduire à certaines 
confusions, lorsqu’on parle par exemple de l’unicité de la limite ou 
de l’unicité du zéro dans un groupe abélien. Cette difficulté logique 
peut être levée, en considérant les classes de fonctions dont les 
éléments sont égaux presque partout. On est ainsi amené à considérer 
des suites de classes au lieu de celles de fonctions; la limite d’une 
telle suite sera encore une classe. Pareillement le zéro dans un groupe 
abélien sera la classe des fonctions qui sont nulles presque partout.

Il est quand même possible, en gardant certaines précautions, de 
parler des fonctions au lieu de leurs classes et c’est ce que nous ferons 
dans la suite. Il faut naturellement convenir que toute fonction peut 
être remplacée par n’importe quelle fonction qui n’en diffère que sur 
un ensemble de mesure nulle. Les théorèmes d’unicité signifierons 
que la fonction dont il s’agit est déterminée à un ensemble de 
mesure nulle près.

Cela convenu, considérons un ensemble A de fonctions mesura
bles et finies presque partout sur un ensemble mesurable G. Sup
posons que

(i) A soit un groupe abélien par rapport à l’addition;
(ii) le module (au sens ordinaire) de toute fonction de A appartienne 

encore à A.
Soit A* le sous-ensemble de A formé des fonctions non négatives 

presque partout sur G et convenons que l’opération de module soit
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entendue au sens ordinaire. Alors les axiomes 1* — 3* et 1° —4° des 
Nos 47 et 50 sont satisfaits.

Nous démontrerons les théorèmes suivants6):
Théorème 55.1. Si A est l'ensemble de toutes les fonctions me

surables et finies presque partout sur G, alors la convergence forte 
équivaut à la convergence presque partout (au sens ordinaire) sur G.

Théorème 55.2. Si A est l'ensemble de toutes les fonctions p-som 
mables (p > 0) sur G, alors une condition suffisante et nécessaire 
pour qu'une suite an=!an(x)' converge fortement vers a='a(x)| est 
quelle converge presque partout (au sens ordinaire) vers a et quelle 
soit bornée presque partout- par une fonction p-sommable c = {c(x)[ 
c'est-à-dire que l'on ait an(x) i < c(x) pour x e G et n — 1,2.......

Démonstration du théorème 55.1. Il est évident que la 
convergence forte entraîne la convergence presque partout. Supposons 
maintenant, inversement, qu’une suite a„=ian(x)j converge presque 
partout sur G. Alors il existe une foncion 'b(x)} mesurable et finie 
presque partout sur G, telle que
(55) | a„(x) | < b(x) (n = 1, 2,. ..)
presque partout sur G. D’autre part il existe, d’après un théorème
d’Egoroff7), une suite d’ensembles mesurables Ho, Ht, H2,... telle

ce
que | Ho i = 0 8), EH:.=G et que la suite a„ converge uniformément

v=l

sur chacun des ensembles H2,... . On peut supposer que les ensem
bles Ho, H2,... sont disjoints et que l’inégalité (55) a lieu partout 
sur les ensembles H,, H2.......En effet, dans le cas contraire on pose

rait H' = Ho 4- K, H\ = II. — K et II' = H„ — 2 H( — K (r = 2,3,...),
i —1

K étant l’ensemble (de mesure nulle) où l’inégalité (55) n’a pas lieu, et 
l’on prendrait ensuite les ensembles H'o. H\, ... au lieu de Wo, Ht,....

Cela étant la convergence forte résulte immédiatement du lemme 54.
La démonstration du théorème 55.2 est analogue. La seule dif

férence consiste en ce que la suite /?,, j?2,... du lemme 54 doit être 
choisie de la manière que la fonction c soit p-sommable. Or, ceci 
est toujours possible, car b a été supposée sommable.

“) J. G.-Mikusinski [14].
’) On emploie ici une forme de ce théorème qui est due à N. L u s i n [10], p. 20. 

Voir aussi S. Saks [18], p. 19.
8) IH„| signifie la mesure-de H„.
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56. La condition de Cauchy. Nous laissons maintenant de côté 
les espaces fonctionnelles et nous revenons à nos considérations 
générales.

On dira qu’une suite an satisfait à la condition de Cauchy, lors
qu’il existe un élément ct /l*. tel que pour tout q naturel on a

q am— a„| <c pour m et n suffisamment grands.

Théorème 56.1. Si une suite a„ satisfait à la condition de Cauchy, 
■elle est bornée, c'est-à-dire il existe un élément beA* tel que

\a„\<b pour n — 1,2... .
Démonstration. On a

|an! = |(an —aj + am[ ( an — am| +|am,.
Si la condition de Cauchy est remplie, on peut fixer m de manière que 

|a„ — aj< c pour n > m,
où ch A*. En posant b = ia,| + ... + 1 am! + c, on a donc an| b pour 
tout n naturel.

Théorème 56.2. Toute suite an qui converge fortement vers un 
élément a de A, satisfait à la condition de Cauchy.

Démonstration. On a, pour m et n assez grands, 
q\am~ a' < c et q ! an — a | < c,

d’où
q\am — an\ = q\(am — a) — (an — a) ( am —a + \an — a\)<2c.

Corollaire 56 (des théorèmes 56.1 et 56.2). Toute suite fortement 
convergente est bornée.

57. Espaces fortement complets. Nous avons vu au № 56 que, 
si la limite forte lim an existe, la suite an satisfait à la condition de 
Cauchy. Or, la réciproque n’est pas vraie: si la condition de C.iuchy 
est remplie pour une suite an, on ne peut pas en déduire en général 
qu’il existe la limite forte de an. On le voit aisément sur l’exemple 
suivant:

Soit A l’ensemble de tous les nombres rationnels, où l’addition 
est entendue au sens ordinaire, et soit A* l’ensemble des nombres 
rationnels non négatifs. Alors, si la limite forte d’une suite aneA 
existe, elle se confond avec la limite au sens ordinaire. Si mainte
nant une suite a„e A converge au sens oroinaire vers 1^2 elle satisfait 
évidemment à la condition de Cauchy, mais elle ne possède pas de 
limite forte, car /2 n’appartient pas à A.



14 Jan G.-Mikusinski

Par contre, si l’ensemble considéré A est celui de tous les nom
bres (réels ou complexes), la condition de Cauchy entraîne toujours 
la convergence forte vers une limite qui appartient à A. Cet en
semble est dit fortement complet.

On dit généralement qu’un espace E est fortement complet, 
lorsque toute suite ane E qui satisfait à la condition de Cauchy con
verge fortement vers un élément ae E.

Si un ensemble A est fortement complet, il en est de même de 
Yensemble A*. En effet, si la condition de Cauchy est satisfaite pour 
une suite an e A*, on a lim an — ae A, car A est complet. Or, on 
a lim an = lim | an 1 = 1 a | e A* (v. № 52), d’où la proposition.

Exemples 57. Le lecteur vérifiera que les ensembles A considérés 
dans les théorèmes 54.1, 54.2, 55.1, 55.2 et dans les corollaires 54.1 
et 54.2 sont fortement complets.

58. Séries. On dit qu’une série

£ an — al + a2 + ••• 
n=l

est fortement convergente vers s lorsque la suite sn=a, + ...-t-an est 
fortement convergente vers s. On appelle s somme de cette série et 
l’on écrit

a, + a2 + ... — s .
Théorème 58. Si l'ensemble A est fortement complet et si la série 

des modules | aj | + | a2| + ... est fortement convergente, il en est de 
même de la série a, + a2 + ....

Démonstration. On a alors, quel que soit q naturel, 
g|am+i+ ... + a„| < g(|am+,| + ... + |a„|)<c

pour m et n assez grands, d’où le théorème.
Si la série des modules | al | + | a2| + ... converge fortement, alors 

la série ax + a2 + ... est dite fortement et absolument convergente.

59. L’inégalité et le module dans l’anneau algébrique. On adopte 
pour Vanneau algébrique les mêmes axiomes 1* — 3* et 1° —4° que 
pour le groupe abélien (Nos 47 et 50) et l’on introduit encore les 
deux suivantes :

2** 5/ aeA* et beA*, alors abeA*;
5* | ab I < | a | • | b |.
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L’axiome 2** paraît être tout à fait naturel, car il exprime le fait 
que le produit de deux éléments non négatifs est encore non négatif. 
L’axiome 5° est justifié par le fait qu’il est rempli dans certains 
espaces abstraits très importants, tandis que la relation classique 
| ab | = I a | • | b | y est fausse en général. Ce phénomène a lieu, entre 
autres, dans les espaces où le produit est défini au moyen de l’une 
des compositions de Volterra ou des opérations pareilles (v. № 9). 
Considérons, à titre d’exemple, l’espace A des fonctions réelles et 
continues dans l’intervalle fermé [0,1]. Adoptons, comme au № 54, 
les définitions habituelles de l’addition, des fonctions non négatives 
et celle du module et posons pour le produit

I r Iab = ) a(f)) ( b(f)ï = | J—T) b (T)^T | •

L’ensemble considéré est alors un anneau algébrique (v. Nos 12 et 13). 
Si l’on prend maintenant pour a et b les fonctions [ 1 ! et {t—à) respecti
vement, on aura

la-b|=j |/(r —|) dr|} = —, >

b\.

2-lf2 —fl 

T + f If2-f|
donc | a • b | #= | a | •

pour 0 < t < 2 
pour f < f< l

Le lecteur vérifiera que
(«) Si l’on adopte la définition habituelle des fonctions non 

négatives et du module, alors les axiomes 1*, 2*, 2**, 3* et 1° — 5O 
sont satisfaits pour les anneaux /7(ii), /7-(iii), /7(v), /T(vi), Z7-(vii) et 
ne le sont pas pour les anneaux /7(vii) et /7(ix) des Nos 12 et 13. 
De plus, les cinq premiers anneaux sont complets.

(?) Si l’on adopte la définition habituelle du module et si 
l’ensemble X* est celui des fonctions presque partout non négatives,
alors tous les anneaux /7,/7(i), Z7(ii),..., ^(x), l’exception faite de 
/7(IX), satisfont aux axiomes 1*, 2*, 2**, 3* et 1° — 5° et ils sont 
complets. (Les signes w au-dessus de I signifient ici qu’il faut compter 
comme égales des fonctions qui sont égales presque partout (v. Nos 
55 et 17)). Il en est de même des anneaux F et V (v. №s 14 et 15).
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60. Quelques propositions élémentaires. Il est évident que toutes 
les propositions établies aux Nus 43 et 50 sont vraies dans le cas de 
l’anneau algébrique, car celui-ci est en même temps un groupe 
abélien. Nous ajouterons encore quelques propositions concernant 
la multiplication.

(i) Si 0 < a < b et 0 < c < d, on a ac < bd.
En effet, on a d’après 2** et 2*

bd — ac = b(d — c)+(b — a) ce A*.
D’après (i) les inégalités dont les premiers membres appartiennent 

à A* peuvent se multiplier l’une par l’autre.
(ii) Si 0 < a < b, on a a1 < bq povr tout q naturel.
En effet, d’après (i) on a 0<a2<b2 et par induction 0 i aq < b" 

pour tout q naturel.
(iii) |a1...an|<|a1|...|an|.

Cette inégalité se déduit de 5° par l’induction.
(iv) lim (an bn) — lim an • lim bn, pourvu que les deux limites 

lim an et lim bn existent.
En effet si

q an — a| < c, et qbn — b\<c2.
on a

d I anbn~ ab I = q I (a„— a) (6n —b) + a (6„ — 6) + (an — a) b |
< Q an-a\-q b„ — b | + la i ’ d bn — b | + q | a„ — a | • | b | 
<c1c2+|a!c2+c1!b!.

(v) Si une suite numérique an tend vers a, on a limana = aa 
pour tout aeA.

En effet,
q ana aal = q an — a\‘\a\<\a\ pour n assez grand.

61. Multiplication des séries absolument convergentes. On a le
théorème suivant (dû à Cauchy):

co co
Théorème 61. Si deux séries £an et \bn sont fortement et ab~

n=l n=l co
solument convergentes, il en est de même de la série £c„, où 

cn=albn+a2bn_l + ...+anbi, et l'on a %cn = £an- £bn.
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Démonstration. Il suffit de démontrer que la différence
mm m

dm — 2.a„ • Zb„ — %cn
n=l n=l n=l

tend vers zéro pour m+oo. Si < p < y (p entier), on peut 
écrire

= a2b m + ^m-l + bm) ...+ap(b ^+2+ ...+bm) +
+ (ap+1 + ... + am) (bm_p+1 + ... + bm) +

+ amfc>2 + (am- xam)b3+... + (ap+2+... + am) bm_p.
Donc

(61) dm|<a(|bm_p+1| + ...ifem+l) + ( ap+1|4-... H-]am')fc>,
OO OO

où a = ^!an et b=^bn\. Si maintenant m^-oo, le second membre 
n=l n=l

de (61) tend vers zéro, d’où le théorème.

62. L’anneau complexe du type [A]. Soit At l’anneau algébrique 
feft-mé de tous les nombres (réels ou complexes) avec les définitions 
habituelles de l’addition, de la ’multiplication, de l’ensemble A* des 
nombres non négatifs et du module. Soit ensuite /12 un anneau algé
brique quelconque, où l’ensemble des éléments non négatifs A* et 
l’opération du module sont établies conformément aux axiomes
(61.2) 1*. 2*,3**, et 1°—5°
des Nos 48, 50 et 59. Les éléments de l’anneau Al seront dits nombres 
et ceux de /12 vecteurs (v. № 29). Nous allons considérer l’anneau 
complexe A du type [A] (v. N',s 27—29) formé de manière que le 
produit d’un vecteur par un nombre est toujours un vecteur et que 
les axiomes suivants sont remplis:

I 2*** Si ae A* et a e A*, alors aae A? ;
(62.2) ooo, , I , II 3 i aa i = [ a ■ ! a J .

Nous convenons qu’un élément a+a (aeAx, aeA2) de A appar
tiendra à l’ensemble A* des éléments non négatifs lorsque acA* et 
wA*. On vérifie facilement que les axiomes 1*, 2*, 2** et 3* sont 
alors satisfaits pour A*. Le module dans A sera défini par la rela
tion

|a + a | = | a | + |a|.

Cela posé, on vérifie facilement que ce module satisfait aux axio
mes 1°—5°.
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Remarquons que dans le cas de l’anneau complexe du type [AJ 
l’inégalité (50.3) peut être remplacée par l’inégalité habituelle 
(62) || a | — | b ,| < | a — b \ .

En effet, on a alors
J| aj—| b || < || a|—| 61 +y (| h | —■ I a | + | a—61) | + J — -2(| 6| — |a|+| a—fe!)[ 

< 11| a | — | b | + | a — b ||+y J| b | — | a | + | a — b ,

d’où (62), en vertu de (50.5) et (50.6).
Étant donnée une suite un=a„ + a„ (aneAx, ane-A2, n=l,2,...), il 

est évident que la convergence forte de un vers u = a+a équivaut à la 
convergence forte simultanée des deux suites an et a„ vers a et a 
respectivement.

Remarque 62.1. Si l’on adopte l’axiome 3°°, l’axiome 3° devient 
manifestement superflu, car il devient un cas particulier de 3°°.

Remarque 62.2. Nous avons adopté ci-dessus les axiomes (62.1) 
pour l’anneau ?12 et les axiomes (62.2) pour l’anneau A. Ceci en
traîne le fait que les axiomes (62.1) sont encore remplis par l’anneau A. 
Or, il est facile de vérifier que, réciproquement, si l’on suppose 
que les axiomes (62.1) sont î emplis par les deux anneaux A2 et A, 
alors les axiomes (62.2) en sont une conséquence. En effet, ceci est 
immédiat pour l’axiome 2***; quant à l’axiome 3°°, il suffit de re
marquer que l’on a alors

I a | • | a | = | a | • | -^ aa | < | a | | • I aa | = I aa I < I a I • | a !,

d’où 3°°, en vertu (vii) (№ 48).

Remarque 62.3. Dans le cas de l’anneau A du type [A] la défi
nition de la convergence forte donnée au № 51 peut être remplacée 
par la définition équivalente que voici: Une suite an (n = l,2,...) 
converge fortement vers a, lorsqu’il æxiste un élément ce A* tel que, 
quel que soit le nombre e positif, on a |a„—a < ec pour n suffisam
ment grand.

63. Séries dans l’anneau du type [A]. Pour les anneaux du type 
[A] le théorème suivant a lieu:

Théorème 63. Si l'anneau A (du type [A]) est complet (№57), 
la convergence forte d'une série u0+ul+u2+(u„e A pour n = l,2...)
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entraîne la convergence forte et absolue (vers un élément de A) de 
toute série de la forme

aouo + «i u, + a2u2+...,
où a0, a„ a2,... est une série numérique telle que |an| < Ju"< 1 pour n 
assez grand.

Démonstration. En posant sn = !aol |u0, + ... + |an| |u„l, on a

«ni < lan+ll |Un+ll + -” + lamll“ml < /+1|u„+ll +•••+/*m| Uml POUr m> n. 

La convergence forte de la série u0+u1 + iz2 + ... étant supposée, on a 
un| < beA*(n = 0, 1, 2,...) (v. Corollaire 56), donc

— «„!<(/' ' + ... + //") b <?—— b’

d’où le théorème.
Du théorème 63 on déduit facilement qu’il existe, pour toute 

série
(63.1) u0+ÀUi+À2u2+... (Àe^,, un e/1, n = 0,1,2,...),
un nombre non négatif Q, tel que cette série est fortement et abso
lument convergente (vers un élément de A) pour tout À dont la 
valeur absolue est inférieure à e et divergente pour tout À dont la 
valeur absolue est supérieure à q. On appellera Q rayon de conver
gence de la série (63.1). Ce rayon est nul lorsque la série diverge 
pour tout À 7^ 0, il est infini lorsqu’elle converge pour tout À.

Si la série proposée est de la forme
Àu+À2u2+... (ÀeJj, uiÀ),

son rayon de convergence sera dit rayon de l'élément u et il sera 
désigné. par q(u).

64. Quelques interprétations particulières. Nous supposerons à 
ce № que les éléments de l’anneau /12 sont des fonctions. Nous 
adopterons les définitions habituelles de l’addition et de la multipli- 
plication de la fonction (vecteur) par un nombre. Le sous-ensemble 
A* sera celui des fonctions non négatives et le module sera entendu 
au sens ordinaire. Cela convenu, les interprétations (a), (f:) et (ï) 
seront des anneaux algébriques satisfaisant aux axiomes (62.1); les 
anneaux du type [A] leur correspondant satisferont aux axiomes (62.2). 
'fous ces anneaux seront complets.

(a) Soit ^42 l’ensemble des fonctions complexes d’une variable 
réelle t, mesurables dans un intervalle donné 0 < t <T et bornées dans
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tout intervalle partiel fermé. Adoptons la définitions suivante de la 
multilipcation

ab = {a(f)l (6(01 = !j a(/— t) 6(t)</t ! .

Nous démontrerons que si la condition suivante 3° est remplie 
pour une fonction ueA2, le rayon de cette fonction est infini:

3° Il existe pour u={u(f)l deux nombres positifs e et <5 tels que 

I a(f) | < pour 0 < / < ô.

En effet, supposons d’abord que l’on ait ju(/) < “fLy pour 

0 < t < T < + 00. Alors

I I < I « I" < {^7}" = [*r(e)]" • /"• < 1 Pour n > j

(v. № 30). Il s’ensuit que la série

(64.1) Àu + À2u2 + ...

converge uniformément dans l’intervalle 0 < t < T, quel que soit À 
complexe. Si maintenant on suppose que la condition 3° est remplie, 
il existe pour tout t0 e (0, T) un nombre positif x = x(f0) pour lequel 

1 u(ÛI < dans l’intervalle 0 < / < /„. Par suite la série (64.1) con

verge uniformément dans tout intervalle fermé contenu dans (0, T). 
D’après le corollaire 54.2 la série (64.1) converge donc fortement, quel 
que soit À complexe. C’est ce qui signifie que le rayon de u est 
infini.

Le lecteur vérifiera que le sous-ensemble de ^42 des fonctions qui 
satisfont à la condition 3° constitue encore un anneau algébrique.

(P) Soit Aj l’ensemble des fonctions complexes a = {a(x,y)} de 
deux variables réelles, ces fonctions étant assujetties aux conditions 
suivantes:

1° a est definie dans le triangle TAB :
A < y < x < B,

où A et B sont des nombres donnés, finis ou infinis;
2° a est mesurable par rapport à chacune des variables x et y;
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3° à toute fonction a et à tout couple de nombres a, p (où 
A <a <p < B) on peut faire correspondre deux nombres positifs 
y et x tels que a(x,y)j < y(x— y)*-1 dans le triangle TOi^:

a<y < x</?.
On suppose que la multiplication est définie par la formule

ab — !a(x,y)( {fe(x,y)} = ! / a(x,s) b(s,y) ds !,
' y ’

Cela posé, nous démontrerons que le rayon de tout élément de ?12 
est infini. En effet, on a dans le triangle T^,,

ja2!<|j a(x,s) a(s,y) ds j < /a2 f (x— s)"-’(s — ÿ)"”' ds = 
y y

et par induction
r (2 x) (* \?x—1■y)

\nx—1

Donc, en posant, il vient o = \ï.\r'r(x)nf/.n
m+1

m+1 m+1 , i >n n ° z- \(w»+l)x—1 , - On z \n|À a +... + i a +...+ _(x_y)

d’où la convergence uniforme dans T ». Soit maintenant T „
“n.Pn

(n—1, 2,...) une suite de triangles fermés dont la somme est TAB. 
Alors la série
(64.2) Àu+A2u2 + ...
converge uniformément dans chacun des ensembles Hv où
Wi = T«l^’ Hn = r«n+iÂ„+i —(»=2,3,...). En appliquant le 
lemme 54, on voit donc que la série (64.2) converge fortement. *

(ï) Soit + l’ensemble des fonctions complexes a = {a(x, y)) de 
deux variables réelles, ces fonctions étant assujetties aux conditions 
suivantes:

1° a est définie dans l’ensemble K des valeurs x, y satisfaisant 
aux inégalités 0 < x,y <1 et x^y;

2? a est mesurable par rapport à chacune des variables x et y;
3° il existe pour tout a un couple de nombres positifs u et z 

tel que a(x, y)|<,u|x — yl*-1 dans K.
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La multiplication soit definie par la formule:

ab = {a (x, y)} {b (x, y)} = { J a (x, s) b (s, y) ds j.

Nous démontrerons que le rayon de tout élément de /12 est posi
tif. On a en effet

| u"| < 1 u|" </x{| X—yl*-1}".
En posant bx = {|x — yl*-'}, on a d’après le calcul du № 14 

b2 < B b
2

où — x + B (x-x), B étant la fonction beta d’Euler. Donc

Si |à| < —~~, on a 
PP»
lÀ'n+iu'n+i + ... + Ànun|<-1-(om+1-(-... + on) b, (o-pW.),

H*
d’où la convergence forte de la série Àu + À2u2 + ....

65. Fonctions de variable numérique dont les valeurs appar 
tiennent à un anneau algébrique. La série (63.1) fait correspondre 
à chaque À du cercle de convergence un élément s(À)eyl qui est la 
somme de cette série. La somme s(à) peut donc être considérée 
comme une fonction d’une variable complexe dont les valeurs appar
tiennent à l’anneau A. Plus généralement, si à chaque valeur À d’un 
ensemble E de nombres complexes ou réels est attribué un élément 
a (à) d’un anneau algébrique A, on dira que dans l’ensemble E est 
définie une fonction a (à).

66. Continuité forte et uniformément forte. La fonction a (à) 
définie sur E sera dite fortement continue au poit À e E, lorsqu’il 
existe un élément ce A* pour lequel il est possible de faire correspondre 
à tout q naturel un nombre positif ô de manière que l’inégalité 
|À — À'| < <5, où À' e E, entraîne q a (à) — a(À')|<c. On dira que a (à) 
est fortement continue sur l'ensemble E, lorsqu’elle est continue en 
tout point de cet ensemble.

Théorème 66.1. Si a(A) est fortement continue sur un compact E, 
elle est bornée sur ce compact, cest-à-dire il existe un élément 
be A* tel que |a (à), < b pour tout À e E.
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En effet, on peut alors faire correspondre à tout À e E un entou
rage V (à) de À et un élément c(À)e?l*, tels que |a (à) — a(À')|<c(A) 
pour À e EV (à), en désignant par EV (à) l’intersection des ensembles 
E et V (à). D’après le théorème de Borel-Lebesgue il existe un nom
bre fini d’entourages V (À,),..., U (Àn) qui couvrent le compact E. On 
a |a(Àr)l-^la(À„) +c(À„) pour À'e£E(A,)(» = l,...,n) et par suite 
|a(À')|<b = 2’( a (À„ )i+ c (ÀF )), d’où la proposition.

Une fonction a (à) définie sur un ensemble E sera dite unifor
mément fortement continue sur E, lorsqu’il existe un élément ce A* 
tel qu’il est possible de faire correspondre à tout q naturel un nom
bre positif ô — ô(q) pour lequel l’inégalité |A — À'|< <5, où À,À' e E, en
traîne qa(À) — a(À')[<c.

La continuité uniformément forte entraîne donc la continuité 
forte. Or, la réciproque n’a pas lieu, même si l’ensemble considéré 
est un compact, comme on le voit sur l’exemple suivant:

Exemple 66. Soit A l’enserr.b’.e des fonctions réelles, presque 
partout continues sur l’intervalle [0,1]. On considère comme égales 
les fonctions qui sont égales presque partout. On adopte les défini
tions habituelles de l’additfon, de la multiplication, celle des fonc
tions non négatives et du module. Faisons correspondre à tout 
/e[0,1] un élément a(f)eA, en supposant que a(A) = 0 pour 0 < t <À 
et a (à) = 1 pour À < t < 1. En regardant a(A) comme une fonction de À, 
cette fonction est fortement continue en tout point de l’inter
valle 0 < À < 1. En effet, si À est fixé arbitraiment dans cet inter
valle, on a

q a(A) — a (à')| <

La fonction a (à) est donc fortement continue dans [0,1]. Cependant 
elle ne l’est pas uniformément. En effet, soit c— [c(/)[ une fonction 
non négative de l’ensemble A et soit t = Ào un point de continuité 
de cette fonction. Il est alors évident que l’inégalité qa(À0) — a(À'X<c 
n’a plus lieu pour q assez grànd et À' 7^ Ào.

Théorème 66.2. Si une fonction a (à) est uniformément fortement 
continue sur un ensemble borné E, cette fonction est bornée sur E.

En effet, il est alors possible de diviser E en un nombre fini de 
sous-ensembles Eït...,En dont les diamètres sont tellement petits que

pour À' assez proche de À.H-AIJ
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(a (à) — a(A')|<c pour À et À'appartenant au même ensemble Er
n

(r=l,...,n). Alors on a j a (A')i < Z |a(A,,)| + c pour X'eE. où les À,V=1
peuvent être fixés arbitrairement dans (v — 1,..., ni).

Théorème 66.3. Si a (à) est fortement continue ou uniformément 
fortement continue sur un ensemble E, il en est de même de son 
module |a(A)|.

Ce théorème résulte aussitôt de l’inégalité
</|a (À) i — |a(A')l|< q a(Ü — a (A') .

Théorème 64.4. Si deux fonctions a (A) et b (A) sont uniformément 
fortement continues sur un ensemble E, il en est de même de leur 
somme a(A) + b(A). Si de plus l'ensemble E est borné ou bien si l'une 
au moins des fonctions a(A), b(A) est constante, le produit a(X).bW est 
aussi uniformément fortement continu dans E.

En effet, si
q !a(A) — a(A')l < c, et q |b(A) — b(A')|'< c2,

alors
q|[a(A) + b(A)]—[a(A') + b(A')]| < Ci + c2.

Si a est constant, on a q|ab(A)— ah(A')j < a q b (A)—b(A')|<|a| c2 
et si b est constant, on a q a(A) b—a(A') b | < c, a 1.

Si l’ensemble E est borné, on a 
q la(A) b(A) — a(A') b(A')| = q la(A) -a(A)] b(A) + a(A') [6(A) — b(A')]|

< q a(A) —a(A') • b(A)|+a(A), • q b(A)— b(A')|
< Cib0 + a0c2,

où |a(A)| < a0 et |b(A)| < b„ pour tout AeE (v. théorème 66.2).

Théorème 66.5. Si a(A) = a(A)-c, où a(A) est une fonction numé
rique uniformément continue sur E, alors a(A) est uniformément for
tement continue sur E.

La démonstration est immédiate.

67. Dérivée dans l’anneau du type [A]fl). Supposons qu’une fon
ction a(A) dont les valeurs appartiennent à un anneau complexe A

•) Les notions de dérivé et d’intégrale, introduites aux №s 67 et 71—74, conservent 
leur sens dans certains espaces plus généraux dont nous parlerons dans la troisième partie 
de ce mémoire.
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du type [A] soit définie sur un ensemble E et que Ào soit un point 
d’accumulation de cet ensemble. On écrira

lim a(À) = a (aeA),

lorsqu’il existe un élément ce A* pour lequel on a, quel que soit g 
naturel,

q | a(À) — a | < c pour À e E assez proche de Ào.
On dira que la fonction a(À) est dérivable au point E, lorsqu’il

existe un élément a'(À0) e A pour lequel 
a(À) —a(À0)

£? = a0«)-

L’élément a'(À0) sera dit dérivée de a(À) au point Ào.
La dérivabilité d'une fonction entraîne la continuité de cette fon

ction au point considéré. En effet, si a(À) est dérivable au point 
X9eE, on a, quel que soit g naturel.

a(A) —a(À0) 
À-Ào < cq pour À e E assez proche Ào.

Cette inégalité entraîne
g | a(À) — aÀ0) | < g|À—À„i (c + |a'(À0)|) ,

d’où la continuité au point Ào.
Si la dérivée de a(A) existe en tout point d’un ensemble E, on 

dira a(À) est dérivable sur E (on suppose alors que E n’a pas de 
points isolés). La dérivée- est dans ce cas une fonction définie sur E.

Voici quelques règles de différentiation:

(67)

[a(À) + h(À)r = a'(À) + b'(À);
[c • a (à)]'= c • a'(à) 1
[„«•cr = fl’W)-c|(ccons,<,nt):

[a (à) • b (à)]' — a (à) b (à) + a (à) 6'(à);
si une fonction numérique <p(à) est dérivable et b(À) = a[<p(À)l, 

alors b’(à) — (p (à). a![ç>(à)].

Les démonstrations sont analogues à celles de l’analyse classique.

68. Dérivabilité régulière. Considérons la fonction a(À) définie 
dans l’exemple 66. La dérivée de cette fonction existe partout dans 
l’intervalle [0,1] et elle est identiquement nulle. En effet, on a, quel 
que soit g naturel,
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Q
a (à) — a(A0)

À —Ào
< (—L-l

l(A —Ào)2/

pour À assez proche de Ao, donc a' (Ao) = lim J (A) — a (An) _ 0 pourA —Ao
tout Aoe[0,l]. Cet exemple montre que la dérivée peut être identi
quement nulle, sans que la fonction soit nécessairement constante.

Nous introduirons maintenant une condition accessoire qui entraîne, 
dans le cas où la dérivée est nulle, la réduction de la fonction à une 
constante. Nous dirons qu’une fonction a (A) définie sur un ensemble 
E est régulièrement fortement dérivable sur E lorsqu’il existe une 
fonction a'(A) définie sur E et un élément ce A*, tels qu’il est possible 
de faire correspondre à tout point Af£ et à tout q naturel un nombre 
positif ô, pour lequel l’inégalité |A — Ao I < <5, où A,Aoe£, entraîne

(68.1) q
a (A) — a(A0)

A —A« < c.

D’après cette définition la dérivabilité régulière entraîne celle au 
sens du № 67. La fonction a'(A) qui figure dans (68.1) est la dérivée 
de a (A). La seule différence entre les deux genres de dérivabilité 
consiste en ce que l’élément c est, dans le cas de la dérivabilité régu
lière, le même pour tout Aoe E, ce qui n’a pas lieu en général (v. l’exem
ple au commencement de ce №).

Une fonction constante est évidemment régulièrement fortement 
dérivable et sa dérivée est identiquement nulle. Le théorème inverse 
a lieu:

Théorème 68.1. Lorsqu'une fonction a(A) est régulièrement forte
ment dérivable dans un intervalle [Ai, A2] et que sa dérivée est iden
tiquement nulle, cette fonction est constante dans [Ai, A2[.

Démonstration. Faisons correspondre à tout q naturel et à 
tout Aoe[Ai, A2] un nombre pcsitif <5 = 3(q, Ao) de manière que l’inégalité

(68.2) a (A) — a(Ap)
A — Ao < c

soit remplie pour |A — A0i<3(q, Ao). D’après le théorème de Borel- 
Lebesgue on peut choisir un nombre fini d’entourages tA— A„ <3, 
(i=l,...,n) qui couvrent l’intervalle [A,, A2J. Il s’ensuit qu’il est pos
sible de diviser l’intervalle [Ab A21 en n parties au moyen de n — 1
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points xi < x2 < • • • < xn-i de manière que l’inégalité x, < À < nl+t 
(i = 0,l,...,n; *0 = A„ xn+, = A2) entraîne

q |a( A) — a(xj)| « 2 (A — x,) c.
En particulier:

q!a(x/+1) — a(x,)| < 2(x/+1 — x,)c 0 = 0,1, ...,n).

Cela étant, on a
q|a(A) — a(Àj)| < qa(ï) — a(x,)| + </a(x,) — afx,^)! + ... + q'a(x1) —a(A,)| 

< 2 [(A — x() + (x, — Xi_j) +... + (x, — Àj)] c = 2 (À — À,) c 
<2(A2 — A,)c.

D’après l’axiome 3* (№47), on a donc a(A)=a(A1), d’où le 
théorème.

Théorème 68.2. Si a(A) est une fonction régulièrement forte
ment dérivable, il en est de même du produit ba(k), où b est un 
élément quelconque de A.

aussi
Démonstration. En effet, si l’inégalité (68.1) a lieu, on a

ha(A) — ha(A0)
A —An — ha’(A0) < I b i • c.

d’où le théorème.
Théorème 68.3. La somme et la différence de deux fonctions 

régulièrement fortement dérivables sont encore régulièrement forte
ment dérivables.

(68.3) 

on a

Démonstration. Si
I a(A) —a(A0) 

q ---- --------------- a (Ao) < c, et q
b^-b{Q

À-Ao b'(Àü) <c2.

[a(A)±b(A)]-[a(A0)±h(A0)l
- la'(A0) ± h'(A0)] < Cj+ c2,

d’où le théorème.
Théorème 68.4. Lorsque les fonctions a(A) et b(A) sont régu

lièrement fortement dérivables sur un compact E et que leurs déri
vées sont bornées sur E, le produit a(A)b(A) est encore régulière
ment fortement dérivable sur E.

Démonstration. Les fonctions a(A) et h(A) étant dérivables, 
elles sont continues sur E et par suite bornées:

| a(A) | < a„, | b(A) I < b0 pour A e E.
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Si maintenant
|a'(A)|<aô, ih'(A)!<b'o

on a, en admettant (68.3),
I a(A) b(A) —a(A0)b(A0)

pour À e E,

A~A0 a'(A0) b(A0) - a(A0) fe'(A0) ! <

a(À) — a(A0)
A-Ào

+ (a(A0)+(A—À0)a'(A0)

— a'(A0) ) b(A) J +

6(A)-b(A0)
A —An — b'(A0)| + |(A — A0)a'(A0) b'(À0)i

c, è>o (ao d- i A A# | a0)c2 + !A Ao a0 bn,
d’où le théorème.

69. Un théorème sur les séries de puissances. Si l’on suppose 
que l’ensemble considéré A du type [A] est complet, le théorème 
suivant a lieu:

Théorème 69. Si la série

(69.1) s (A) — Afci+A2fc2-b •••

est fortement convergente dans le cercle | A i < e, la fonction s (A) est 
uniformément fortement continue et régulièrement dérivable dans 
tout cercle | A | < f?t < 6- De plus, on a
(69.2) s'(A) = k1+2Afc2+3A2fc3+... pour tout , A | < e.

Démonstration. Remarquons d’abord , que la série (69.2) 
converge pour À | < g. En effet, en possant | A1 < < 6, on a

s'(A) = k!+^ ç1fc2+^ei2^3+....

Cette série converge fortement d’après le théorème 63, lorsque la 
série (69.1) est supposée fortement convergente, car on a alors

< p < 1 pour n assez grand.

Considérons maintenant les deux expressions A (À, x) et D (à, x): 
J(A, x) = s (à + x) — s (A),

D(À,x)= - J(À,x) — (fc,+2Afc2+...).
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On a
J(À,x)=*[fc1+(2À+x)k2+...+ [^)Àn-* + ^)Àn-2x+... + xn-1] fc„ + ...L 

D(À,x) = x{fc2+(3À + x)fc3+...+ [(") À"-1 + (5) Àn-îx4£... + xn-2] £„+...}.

Soit | À | < ç2 < Gi < Gl la série s(e1) — k0 + eik1+Ql2k2 + ... étant 
fortement convergente, il existe un element ce A*, tel que

| Qin kn | < c pour n — 0, 1, 2.......
Donc

I J (A.«) ! < i«ll 1 + + ..
LGl Si Gl

C,

iD(À,x)|<|x| 1 + 31À j + j x (2)1 À |n~ +... + |x|n~1

Gi
+

(69.3)

où

.gp Gi 

En utilisant les inégalités générales

UlH’M (i+"2) < ("2)("72).

IJ (a, x) 1 < W [ 1 + îlLLtiïi + 1AL+J»I j”1 +.,. ] c-,

ID(a, x) | < W [ 1 + 3 Ly±iï 1 + ... + (n) ( !2d± w ) -1 + ... ], 

Pour | x | assez petit on a | À I + | x | < g2 et par suite 
J(A,x)| < |x|^-c et |D(À,x)| < |x| X c,

c.

Gi Gi

"(g)a=l + 2—+ ... +
Gi

,8=l+3^ + ... + (5)(e2 
Gt \ 2 ' ' Gi

n—1
+.... 

\ n—2 ) +’

les deux dernières séries étant convergentes.
Des inégalités (69.3), on obtient aussitôt le théorème.

70. Fonctions analytiques. Soit
<P U) = «o +«i A + «2 À2 + ...

une série de puissances de variable complexe À dont le rayon de 
convergence est o > 0. Posons

0 (Àfc) — a0 + ai Àfc + a2 À2 k2 + ... (k e A),
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où le rayon de k est g = p (k). Le symbole 0 (Afc) représente une 
fonction de À qui est définie et dérivable dans le cercle de rayon 

P < oe(fc). En effet, supposant que | À | < ei<J < qo, on a — < a et, en
À"vertu de la convergence de 0(A) dans le cercle de rayon o, | a" | <

é?l
pour n assez grand. Donc | an À" | < f?in, ce qui prouve la convergence 
forte de la sérié 0(Àk) (v. théorème 63).

Si la fonction (numérique) 0(A) est entière, la fonction 0(Àfc) est 
définie pour chaque À complexe, pourvu que p(fc) > 0. De même, si 
p(k) = 00, 0(Àfc) est définie pour tout À, pourvu que À = 0 ne soit 
pas un point singulier de 0(A).

Exemples 70.
==1+^+A^ + ...,

1! 2!
-Xfc

,, Àfc A3k3 , sm Afc = j-j---- y- + ...,

1
1 —Afc — 1 + Xk + A2 k2 + ... ;

les deux premières fonctions sont définies pour tout À, la dernière 
l’est pour | À | <.&(fc).

On peut effectuer les calculs arithmétiques (addition, soustraction 
te multiplication) et la dérivation comme sur les fonctions analytiques 
ordinaires, pourvu que l’on fasse attention aux cercles de convergence. 
On a par exemple

(1 — Xk) (l + Xk + X2 k2 + ...) = 1 pour tout | A | < G (k)
eki.e*2 = efci+fc» [2(fci) > 0 et Q(ki) > 0],
(eXfe)f _ ^gUc etc.

71. Intégrale d’une fonction uniformément fortement continue.
Soit E un ensemble borné et mesurable (au sens de Lebesgue). Nous 
appellerons décomposition de E tout système de k (k un nombre 
naturel) ensembles disjoints et mesurables Ei,..., Ek dont la somme 
est E. Nous dirons qu’une suite de décompositions

(71.1) (n = l,2,...)

est régulière, lorsque le plus grand des diamètres des ensembles (71.1) 
tend vers zéro pour n -> 00.

/
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Étant donnée une suite de décompositions de E et une fonction 
a (à) définie sur E, considérons la suite des sommes

fcn
(71.2) sn = J,|£:|-a(A;) (n = l,2,...),

r+l
où | E" | est la mesure (de Lebesgue) de £" et A" un élément fixé 
arbitrairement dans E". La suite (71.2) sera dite régulière lorsque la 
suite correspondante de décompositions est régulière.

Nous démontrerons que si une fonction a(A) est uniformément 
fortement continue sur E et si Vanneau considéré A est complet, alors 
toutes les suites régulières convergent fortement vers le même élément 
aeA. Cet élément sera dit intégrale forte de a (A) sur E et l’on
écrira r , „

a — Ja(A)dA.

En effet, on peut écrire

et s„ = 2'|E,"EH-aW>'

où £7 E" est l’intersection des ensembles £” et E". Donc

sm-snK^|C E" | ’ I a(A”) —a(A")|.

Pour les intersections E™E" qui ne sont pas vides on a q|a(A™)—a(A")|<c, 
pourvu que m et n soient assez grands. Par suite

<7lsm—S„l < 2’|£Xn|'c = l£l’c-
A*»”

d’où l’existence de la limite. Pour en démontrer l’unicité, considérons 
deux suites régulières s'„ et s" quelconques et la troisième s„ telle 
que s2n_i—s'n et s2„=s"n pour n—1,2,.... La suite sn est évidemment 
régulière, il existe donc la limite lim sn. Or, les deux suites s'n et s" 
sont des suites partielles de sn, donc lim .s\ = lim s'= lim sn, d’où 
l’unicité.

De la définition on déduit facilement les propositions suivantes:

(i) Si une fonction numérique a (A) est uniformément continue sur E, 
alors on a

J a (A) -c dA = Ja(A)dA-c,
E E

où fa(A)dX est l’intégrale au sens habituel.
E

quel que soit ce A,
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(ii) Si a (à) est une fonction uniformément fortement continue 
sur E, alors

| ( a(X)dX | < J|a(X)|dX 
E E

et
| a(X)bdX = f a (A)dA-b , / ba(k) dX = b | a(X)dX pour tout b e A.

E E E E

De plus, si l’on décompose E en deux ensembles mesurables disjoints 
E{ et E2, on a toujours

[a(X)dX = J a(A)dA + |a(X)dX. 
e e, e2

(iii) Si a(X) et b(X) sont uniformément fortement continues, on a
/[a (X) + b(X)]dX = Ja(X)dX + jb(X)dX:
E e e

si de plus a (à) < b (X) sur E, on a
Ja(À)dX = Jb(X)dX .

- E E

Nous démontrerons encore le

Théorème. 71. 5/ a(X) est uniformément fortement continue dans
un intervalle fini [Xj, X2] alors l’intégrale

x
b(X) = Ja(X)dX, où X,<X<X2,

x»
est régulièrement fortement dérivable dans cet intervalle et l’on a 
b'(X) = a(X).

Démonstration. Si X',X" e (X,, X2) et X'M=X", on a

D(X',X") = ~ 4« = p”pf [a(X)-a(X')]dX.

v
La fonction a(X) étant uniformément fortement continue, il existe 
un élément c e A* pour lequel q i a(X') — a(X") | < c e A*, pourvu que 
les points X' et X1' soient assez proches, et par suite

X"

q|D(X',X")| < ipzpj | / cc/À | = c, 

d’où le théorème.

72. Fonctions fortement sommables. La fonction a(X) définie sur 
un ensemble mesurable E sera dite fortement sommable sur E, lorsque:
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(i) Il existe un élément ce A* et une fonction numérique y(A) 
non négative et sommable sur E, telle que |a(A)| < ?(A) • c presque 
partout sur E;

(ii) Il existe une suite £,, E2,... d’ensembles mesurables, bornés 
et contenus dans E, telle que lim | E—En | = 0 et que a(A) est unifor
mément fortement continue sur En (n=l, 2,...).

Toute fonction uniformément fortement continue sur E est donc 
fortement sommable. On voit aussi, d’après un théorème connu de 
Lusin que si une fonction numérique a (A) est sommable (au sens 
habituel) sur E, alors la fonction a(T)a, où ae A, est fortement som
mable sur E. On peut démontrer aussi sans peine que si a (A) est 
fortement sommable, il en est de même des fonctions la (A)1, ba(A) 
et a(A) b, b étant un élément quelconque de A. Si a(A) et b(A) sont 
fortement sommables, il en est de même de leur somme a(A)+b(A) 
et de , leur différence a(A) — b(A). Si a (A) est fortement sommable 
sur E, elle l'est sur tout ensemble mesurable partiel. Si a (A) est 
fortement sommable sur E} et sur E2, elle l'est sur la somme Ex + E2

Le lecteur vérifiera que si A est l’ensemble des nombres réels- 
avec les définitions usuelles de l’addition èt du module, la notion 
de fonction fortement sommable se confond avec celle de fonction 
sommable au sens classique.

73. L’intégrale d’une fonction fortement sommable. Nous dé
montrerons que si a (A) est fortement sommable sur un ensemble 
mesurable E et si une suite d’ensembles E,, E2, ... satisfait à la con
dition (ii) du № 72, alors la suite
(73) an = Ja(A)dA (n=l, 2, ...)

En

est fortement convergente et la limite lim an est la même pour toute 
suite En satisfaisant à (ii). On appellera cette limite intégrale forte 
de a(A) sur E et l’on la désignera par le symbole

lim an = Ja(A)dA.
E

En effet, la proposition est évidente, en vertu du théorème de 
Lusin, dans le cas, où a(A) = a(A) a et a (A) est une fonction nu
mérique, sommable au sens habituel sur E. On a alors / a (A) a t/A =
/ a(A)c/A-a. Lorsque a (A) et /?(A) sont deux fonctions (numériques) 
E
sommables sur E, telles que a (A) < P (A) presque partout sur E, et 
si aeA* alors ( a(A) a c?A<//?(A) a c/A. Cela établi, on a
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où Dmn = (Em—£„) + (£„—Em). Or, pour m et n assez grands la 
mesure |Dmnl de Dmn est arbitrairement petite et l’on aura f y(X)dX<q 
d’où la convergence de an. °mn

Pour démontrer l’inicité de la limite, considérons deux suites 
d’ensembles E\,E'2,... et E",E2,... qui satisfont à la condition (ii). 
Alors la suite Elt E2,..., où E2n =Ë'n et E =E", satisfait encore 
à (ii). Si maintenant on pose

a'„=(a(X)dX, a"=Ja(X)dX et an=Ja(X)dX (n = l,2,...),

les suites a'n et a" seront des suites partielles de an et l’on aura 
lim a^ = lim a" = lim an, d’où l’unicité.

Le lecteur vérifiera que dans le cas où A est l’ensemble des 
nombres réels avec les définitions habituelles de l’addition et du 
module, l’intégrale forte se confond avec l’intégrale de Lebesgue.

74. Propriétés de l’intégrale. Signalons les théorèmes suivants:
Théorème 74.1 (additivité). Si a(X) est fortement sommable sur 

deux ensembles mesurables disjoints F et G on a

f a(X) dX = J a(X) dX + J a(X) dX.
F+G F . G

Démonstration. Soit Ei,E2,... une suite satisfaisant à la 
condition (ii) du № 72, où E = F + G. Alors les deux suites EiF, EtF,... 
et EiG, E2G,... satisfont à la condition (ii), où l’ensemble E est 
remplacé par F ou G respectivement. La suite de la démonstration 
est évidente.

X
Théorème 74.2. Si a (X) est fortement sommable sur E, on a

Jba(X)dX = bJ a(X)dX et Ja(X)bdX =J a(X)dX-b pour tout b e A.
r E E E

La démontration est immédiate.
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Théorème 74.3. Si a(X) et b(X) sont fortement sommables sur E, 
on a

J [a(A ± b (à)] dX = I a(X) dX + J b(A) dk .
E E E

Démonstration. Soient Ei,Ei,... et E'i, £'2,... deux suites 
satisfaisant à la condition (ii) pour les fonctions a(X) et b (X) respecti
vement. Alors la suite d’intersections Ei E\, EtE'2,... satisfait à (ii) 
pour les deux fonctions a(X) et b(X) simultanément. La suite de la 
démonstration est évidente,

Théorème 74.4. Si a(X) est fortement sommable sur E et (Ka(A)
presque partout sur E, alors 0</a(X) dX.

E

Démonstration. Il suffit de remarquer que tous les termes 
de la suite (73) sont alors non négatifs.

Corollaire 74.1 (des théorèmes 74.3 et 74.4). Si a (A) et b (X) sont 
fortement sommables sur E et si a(X)<b(X) presque partout sur E, 
alors

|a<X) dX< Jb(X) dX.
E E

Théorème 74.5. Si a (A) est fortement sommable sur E, on a
| I a(X) dX | < J| a(X) | dX .

E E

Démonstration. Si la suite EitE2,... satisfait à (ii), on a, 
d’après le № 71,

ÎJa-(X) dX | < /| a(A) | dX,
En e„

d’où le théorème.
Théorème 74.6 (continuité absolue de l’intégrale). Si a (A) est 

fortement sommable sur E, il existe un élément ce A* tel que pour 
tout c>0 on a

Ja(X)dx|<«c, oùGcE, 
o

pourvu que la mesure de G soit assez petite.
Démonstration. D’après la condition (i) du № 72 on a 

a(X) < ç>(à) c presque partout sur E, donc
! J a (X) d X j < J| a (X) | d X < J g> (X) d X • c,
G G G . * / •

d’où le théorème.
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Corollaire 74.2. Si a (à) est fortement sommable dans un inter
valle Ài < À < À2, la fonction

b(À) = /a(À) dÀ

est uniformément fortement continue dans cet intervalle.

Chapitre V.
Limite faible.

75. Préliminaires. Les notions que nous avons traité aux cha
pitre précédents, à savoir: addition, multiplication, inégalité et mo
dule, étaient introduites en adoptant comme axiomes quelques unes 
des propriétés des notions analogues de l’analyse classique et en né
gligeant les autres. Donc, ces notions ainsi qui les notions secondaires 
qui s’en déduisent (limite, dérivée et intégrale fortes) peuvent être 
considérées comme une généralisation des notions analogues au sens 
habituel. Or, il en est tout à fait autrement de la notion de limite 
faible dont nous allons parler maintenant, celle-ci étant étrangère 
à l’analyse classique. La limite faible n’apparaît que dans l’étude des 
espaces abstraits; elle jouera aussi un rôle important dans la théorie 
de l’anneau algébrique et permettra de lui joindre de nouveaux élé
ments qui n’y peuvent pas être définis directement. En partant, par 
exemple, de certains anneaux dont les éléments sont des fonctions on 
pourra obtenir pour toute fonction sommable un élément qui peut 
être envisagé comme sa dérivée. Ainsi, toute fonction sommable 
deviendra dérivable. Ce phénomène a été signalé par L. Schwartz 
dont le point de départ était la théorie des fonctionneles linéaires10). 
La méthode que nons exposerons ici s’approche plutôt de celle utilisée 
par C a n t o r dans la théorie des nombres irrationnels.

La définition générale de la limite faible sera donné dans la troi
sième partie de ce mémo:re, nous nous bornerons cependant ici à 
un cas particulier qui nous sera utile dans les applications. De plus 
nous convenons, une fois pour toutes, que les anneaux considérés dans 
ce chapitre seront toujours commutatifs.

76. Éléments libres. Un élément ge?l sera dit libreu) lorsque l’éga
lité gx=0 entraîne x = 0.

*°) L. Schwartz [19] et 20].
“) Les éléments libres sont dits souvent non diviseurs de zéro.
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I f _11
Exemple 76. L’élément f= (№30) considéré dans l’an

neau IT (№ 17) est libre, quel que soit le nombre a positif. En effet, 
si a est entier, la relation f x = 0 signifie que l’intégrale a-tuple •

t t

I dt... J x(t) dt 
o o

est nulle. Alors on a x(f) — 0 presque partout. Si a n’est pas entier, 
il suffit de multiplier l’égalité /“x = 0 par /n-“ où n est un entier su
périeur à a; c’est ce qui donne /"x=0 et par suite x = 0.

Théorème 76.1. Si l'élément g est libre, alors la relation gx=gy 
entraîne x=y.

En effet, on a alors g(x—y) = 0, d’où x—y=0.

Théorème 76. 2. Le produit de deux éléments libres est encore 
un é'ément libre.

En effet, g et h étant deux éléments libres, gh-x entraîne suc
cessivement hx=0 et x=0.

77. Eléments généralisés. Deux suites an et bn dont les éléments 
appartiennent à A seront dites équivalentes lorsqu’il existe un élément 
libre g pour lequel les deux suites gan et gbn convergent fortement 
vers une môme limite (appartenant à A). La relation d’équivalence 
est évidemment symétrique; on peut démontrer facilement qu’elle 
est aussi transitive. En effet, si lim ga„ = lim gh„ et lim hb„ = lim hcn> 
où g et h sont des éléments libres, alors \imghan — h limga„ = 
h lim gbn = lim gh bn = g lim h bn = g lim h cn = lim gh cn, d’où la tran
sitivité, car le produit gh est un élément libre.

Nous appellerons élément généralisé de l’anneau donné A toute 
classe des suites équivalentes. On voit que toute suite an pour laquelle 
il existe un élément libre g tel que la limite forte lim gan existe, 
détermine un élément généralisé. Ce fait peut aussi être exprimé 
de la manière suivante: Si une suite appartient aux deux éléments 
généralisés cl et c2, ces éléments sont égaux: c, = c2 (c’est-à-dire toute 
suite qui appartient à l’un de ces éléments appartient à l’autre et 
inversement).

Si an et b„ sont deux suites d’un é’ément généralisé c et si h est 
un é'ément libre pour lequel les deux limites lim han et lim hbn 
existent, alors ces limites sont égales. En effet soit g un élément
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libre pour lequel lim ga„ = lim gb„. Alors g lim han = h lim gan — 
h lim gbn = g lim hbn, d’où lim han = lim hbn. Il s’ensuit, en parti
culier, que l’élément généralisé peut posséder au plus une suite 
constante. Les éléments généralisés qui contiennent une suite con
stante seront dits éléments ordinaires et tous les autres éléments 
extraordinaires.

Exemple 77. Considérons, dai
I t',n Iéquivalentes à la suite an = l',n= ’ j> q _(_ j

la classe c des suites 

Cette classe n’est pas

vide, car la suite l a„ converge fortement vers l. En effet, on a 
/ ,«/» |

l- a„ = l-l',n = ll+',n - V(l + l/n) J’

I *',n 1.or la suite + est bornée par la fonction {1 +/}e/r et elle

converge uniformément vers {1) dans tout intervalle 0 < I, < f<f2<oo, 
donc la suite l-an converge fortement vers l (v. № 54). La classe c 
est donc un élément généralisé. On voit facilement que cet élément 
est extraordinaire, car s’il existait une suite constante bn — be IT, on 
aurait Ib = lim lbn — lim lan — l, ce qui est impossible (v. № 24).

Remarquons encore que si fune quelconque des suites d'un 
élément généralisé converge fortement vers un élément ae A, cet 
élément généralisé est ordinaire et il contient la suite costante a„ = a. 
En effet, si limbn — a, les deux suites an = a et bn déterminent le 
même élément généralisé, car lim gan = lim gbn pour tout élément 
libre g.

78. Somme, différence et produit dés éléments généralisés. Un
élément généralisé c sera dit somme de deux éléments généralisés 
a et b, lorsque c contient une suite (au moins) de la forme cn = an + bn 
où a„e a et bneb; on écrira dans ce cas c = a + b.

Nous démontrerons l’existence et l’unicité de la somme a + b 
pour tout couple d’éléments généralisés a et b de l’anneau considéré 
A. En effet, si a',a"fa et b'n,b”eb, il existe deux éléments libres 
g et Zi, pour lesquels lim ga'„ = lim ga" et lim hb'n— lim hb”. Alors 
on a lim g/i(a'„ + b'n) = h lim gan + g lim hb'n — h lim ga" + g lim hb'n = 
= lim gù(a"+b"), d’où la proposition.

Pareillement on dira qu’un élément c est la différence ou le 
produit de deux éléments généralisés a et b de A, lorsque c contient
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une suite (au moins) de la forme cn = an — bn ou cn = a„bn respecti
vement où a„ea et bneb. Les démonstrations de l’existence et de 
l’unicité de la différence et du produit sont tout à fait analogues 
à celles de la somme.

On voit aussi, d’après le raisonnement précédent, que si an est 
une suite quelconque de a et bn une suite quelconque de b, alors les 
suites an+bn, a„—bn et anbn appartiennent toujours à a+b, a—b et 
ab respectivement. • •

79. Anneau d’éléments généralisés. Désignons par À l’ensemble 
de tous les éléments généralisés dont les suites sont formées d’élé
ments d’un anneau commutatif donné A. Nous démontrerons que À 
est encore un anneau commutatif. En effet, si a, b, c sont des élé
ments généralisés, il en est de même des expressions a(h + c) et 
ab + ac. Pour démontrer que ces expressions représentent un même 
élément, il suffit de vérifier qu’il existe une suite, au moins, qui ap
partient simultanément à a(b + c) et ab + ac. En effet, si les suites 
an, bn et c„ appartiennent à a, b et c respectivement, la suite an(bn + cn) 
appartient à a(h + c) et la suite anbn+ancn appartient à ab + ac. Or, 
les deux suites étant identiques, on a a(b+c) = ab+ac. Ainsi 
l’axiome II de l’anneau algébrique se trouve démontré. Pareillement 
on vérifie les axiomes I, IV, V et l’axiome de la commutativité: 
ab — ba. Il reste encore l’axiome II. Or, les deux éléments a et b 
étant donnés le même raisonnement conduit à la conclusion que la 
différence b — a satisfait à l’équation a+(b-~- a) —b.

80. Isomorphisme de l’ensemble des éléments ordinaires avec l’an
neau A. Désignons généra'ement par a l’élément ordinaire qui est 
déterminé (v. № 77) par la suite an = aeA. La correspondence entre 
les éléments a et a est évidemment biunivoque. De plus,' l'ensemble 
des éléments ordinaires est isomorphe avec A, c’est-à-dire si c = a + b 
et d = ab, on a c = a + b et d = a b et réciproquement. Cet isomor
phisme permet d’identifier les éléments ordinaires a avec les éléments 
correspondants aeA et de négliger dans la suite la barre au-dessus 
de la lettre, en posant tout simplement a = a. Par conséquent les 
éléments de A seront désormais dits ordinaires.

Or, les éléments ordinaires ne font qu’une partie de l’ensemble 
A des éléments généralisés, donc ces derniers peuvent être envisagés 
comme une généralisation des éléments de l’anneau A, c’est ce qui 
justifie leur dénomination.
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On voit que si a est un élément ordinaire et bn une suite d'élé
ments ordinaires qui appartient à un élément généralisé b, la suite 
des éléments ordinaires abn appartient à l'élément généralisé ab.

Il s’ensuit que s'il existe, pour deux éléments généralisés a et b, 
un élément libre h tel que ha = hb, on a a = b. En effet, si les suites 
d'éléments ordinaires a„ et bn appartiennent à a et 6 respectivement, 
alors haneha et hbnehb. Toutes les deux suites han et hbn appartien
nent donc à un même ensemble, ce qui entraîne l’existence d’un 
élément libre g e A pour lequel lim ghan — lim ghbn. Par conséquent 
les suites an et bn appartiennent à un même élément généralisé, d’où 
la proposition.

Remarquons enfin que pour tout élément généralisé a il existe 
un élément libre ge A tel que le produit ga est un élément ordinaire. 
En effet, il suffit de supposer que g est un élément libre pour lequel 
la suite gan, où ane a, converge fortement. Alors cette suite appar
tient à l’élément ga qui, d’après le № 76, est ordinaire.

81. Limite faible. On dira qu’une suite d’éléments généralisés a„ 
converge faiblement vers un élément généralisé a, lorsqu’il existe un 
élément libre ge/1 pour lequel tous les éléments gan et ga sont ordi
naires et la suite gan converge fortement vers ga. L’élément a sera 
dit limite faible de a„.

Nous démontrerons que si tous les éléments d'une suite bn appar
tiennent à A, une condition nécessaire et suffisante pour que bn con
verge faiblement vers b est que l'élément b contienne la suite bn.

En effet, la nécessité est triviale, d’après la définition de l’élément- 
généralisé. En supposant, d’autre part, que la suite bn appartienne à b, 
il existe un élément libre g pour lequel la suite gbn converge forte
ment vers un élément a de A. La suite gbn appartient, d’après 
le № 80, à l’élément gb. En vertu de la remarque à la fin du № 77, 
l’élément gb contient la suite constante an = a, c’est-à-dire on a gb — a. 
Donc la suite gbn converge fortement vers gb et par conséquent b„ 
converge faiblement vers b.

La limite faible d'une suite, si elle existe, est unique. En effet, 
s’il y en avait deux a et 6 pour une suite a„, on aurait limga„ = ga 
et hmhan — hb, g et h étant des éléments libres et le symbole lim 
désignant la limite forte. Par suite lim ghan — gha = ghb, d’cù a = 6.

On voit que la convergence forte entraîne la convergence faible 
et légalité des deux limites. En effet, si an converge fortement vers a,
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la suite gan converge fortement vers ga, quel que soit l’élément 
libre g. D’où la proposition.

r
L’exemple suivant montre que la limite faible est une générali

sation essentielle de la limite forte, c’est-à-dire que la limite faible 
peut exister bien que la limite forte n’existe pas (même dans le cas 
où tous les termes de la suite ainsi que la limite sont des éléments 
ordinaires).

Exemple 81. Les termes de la suite a„= l',n peuvent être regardés 
comme des éléments de l’anneau Ir ou ceux de l’anneau complexe 
/•J du type [A], où A2 = l1 (v. №s 17 et 55). Le premier cas a été 

discuté dans l’exemple 77. Dans le second cas la suite an converge 
faiblement vers l’unité 1 qui est un élément ordinaire de [ ZT]. Cette

convergence n’est pas forte, car la suite liln- n’est bornée

par aucune fonction sommable dans l’intervalle 0<f<T (v. Nos 12,17 
et Corollaire 56).

Signalons encore les propriétés principales de la limite faible.
Si une suite an converge faiblement vers un élément généralisé a,

il en est de même de toute suite partielle. Si deux suites an et b„ 
convergent faiblement vers un même élément généralisé a, il en est 
de même de la suite entrelacée, c’est-à-dire de la suite cn où c2n_l=a„ 
et c2n=bn (n—1,2,...). La première de ces propositions est évidente. 
Pour démontrer la seconde, il suffit de remarquer que les relations 
lim ga„=ga et lim hbn=ha entraînent lim ghcn=gha, où lim désigne la 
limite forte.

Remarquons encore que si a„ et bn convergent faiblement vers a 
et b respectivement, alors les suites an+bn, an—bn et anbn convergent 
faiblement vers a + b, a — b et ab respectivement. En effet, si 
limgan=ga, lim hbn=hb (g et h libres, le symbole lim désigne ici la 
limite forte), on a lim gh(an+bn) = gh(a±b) et lim (ghanbn) = ghab, 
d’où la proposition.

On voit que les propriétés principales de la limite faible sont les 
mêmes que celles de la limite forte; de plus, les deux limites se con
fondent, des que la limite forte existe. Nous désignerons donc la 
limite faible par le même symbole lim que la limite forte, ce qui ne 
conduira pas, en général, aux confusions. S’il y a lieu de discerner 
les deux genres de limite, on le dira explicitement.
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82. Fonctions généralisés. Continuité et dérivabilité faibles. Pa
reillement qu’au № 65 on peut considérer les fonctions de variable 
numérique dont les valeurs sont des éléments généralisés. Ces fonc
tions seront dites fonctions généralisés; celles dont toutes les valeurs 
sont ordinaires seront dites fonctions ordinaires.

Une fonction généralisée a(À) définie sur un ensemble E sera dite 
faiblement continue sur E, lorsqu’il existe un élément libre g tel que 
produit ga(À) est ordinaire et fortement continu sur E.

Une fonction généralisée a (à) définie sur E sera dite uniformé
ment faiblement continue sur E lorsqu’il existe un élément libre g 
pour lequel le produit ga(À) est ordinaire et uniformément fortement 
continu sur E.

L ne fonction généralisée a (à) définie sur E sera dite faiblement 
dérivable sur E lorsqu’il existe une fonction généralisée a'(A) et un 
élément libre g pour lequel le produit ga(A) est ordinaire sur £ et y 
possède la dérivée forte égale à ga'(À).

Les règles (67) sont évidemment valables pour la différentiation 
faible. En effet, si a'(A) et b'(À) sont respectivement les dérivées 
faibles de a (à) et b (à), il existe deux éléments libres g et h, pour 
lesquels les fonctions ga(À) et hb(À) sont ordinaires et fortement 
dérivables. On a alors

(gb [a(À) + b(À)])' = h [ga(À)]' + g tbb(À)]' = ëh [a'(A) + b'(A)J,
[ëh a(À) b(À)]' = [ga(À)]'hb(A) + ga(A) [bb(À)]'

= gb[a’(A) b(À)+a(À) b'(A)],
d’où la première et la quatrième et, par suite, la deuxième et la 
troisième des relations (67). Enfin on a, pour b(X) = a [çp(à)],

[g b( À)]' = ç>'(à) g a'[g=>(À)], 
d’où la dernière des relations (67).

Une fonction généralisée a(A) sera dite réëulièrement faiblement 
dérivable sur E, lorsqu’il existe un élément libre g pour lequel le 
produit ga(À) est une fonction ordinaire et régulièrement fortement 
dérivable sur E (v. № 68).

83. Intégrale faible. On dira que a est intégrale faible d’une
fonction généralisée a(z) sur l’ensemble E: a=la(X)dA, lorsqu’il

E
existe un élément libre g pour lequel les produits ga et ga(À) sont 
ordinaires et que l’on a r

ëa=J ga(À) dÀ,
E

où le dernier symbole désigne l’intégrale forte.
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Si l’intégrale forte d’une fonction ordinaire existe, alors il existe 
évidemment l’intégrale faible et les deux intégrales se confondent

Théorème 83.1. Si une fonction a (à) est faiblement uniformé
ment continue sur un ensemble borné et mesurable E, alors l’intégrale 
faible j a(X)dk existe.

Démonstration. En effet, il existe alors un élément libre g 
pour lequelle le produit ga(À) est uniformément fortement continu sur E. 
Il existe donc l’intégrale forte de ga(À) et l’on a

) ga(À) dÀ = lim s„
E

où la suite s„ est une suite régulière de ga(À) (v. № 70) :

sn = 2 |E^|-ga(À^) (n = l,2,...).
T = 1

Or, on a sn — grn, où

r„—^\E"\-a(xnv) (n = l,2,...),
v=l

donc la suite rn est faiblement convergente et l’on a
g lim r„= J ga(À) dÀ,

E
d’où le théorème.

Théorème 83.2. Si l’intégrale faible a = ^a(ÏÏdk existe, on a 

J c-a(À) dÀ = C‘Ja(.À)wdÀ

pour tout élément généralisé c.

Démonstration. L’existence de l’intégrale faible a équivaut 
à l’existence de l’intégrale forte fga(À)dÀ pour un élément libre g 
et l’égalité

Jga(A) dÀ = ga.
E

Si h est un élément libre pour lequel hc est ordinaire, on a
fghca(X) dk — ghca,
E

d’où le théorème.



44 Jan G.-Mikusinski

Théorème 83.3. Si les intégrales faibles a = j a(X) dk et b={b(X)d). 
existent, on a

I [a(Z)+ b (à)] dZ = J a(Z) dZ + | b(Z) dZ.
E E E

Démonstration. Soient g et h deux éléments libres pour 
lesquels les intégrales fortes

fga(Z) dZ = ga et ( hb(A) dk = hb 
E E

existent. On a alors
J gh [a(Z) + b (à)] dZ = J gha(Z) dZ + J ghb(A) dk
E E E

= h (ga(Z)dZ + g )hb(Z)dZ 
E E

= hga ± ghb — gh (a ± b),
d’où le théorème.

Théorème 83.4. Si a (Z) est uniformément faiblement continue 
dans un intervalle [Zi, Z2], alors l'intégrale faible

x
b(Z) = Ja(Z)dZ, où Zi<Z<Z2,

est régulièrement faiblement dérivable dans cet intervalle et l'on a 
b'(Ji) = a(X).

Démonstration. En effet, il existe alors un élément libre g
pour lequel le produit ga(Z) est ordinaire et uniformément fortement

x
continu. En vertu du théorème 70 l'intégrale J ga(Z)dZ est régulière- 

* m
ment fortement dérivable dans [Zi, Z2] et l’on a

[gb(Z)l' = [/ga(Z) dZ]'=ga(Z),
*1

d’où le théorème.

Remarque 83. On peut dire qu’une fonction a (Z) est faiblement 
sommable sur un ensemble mesurable E, lorsqu’il existe un élément 
libre g pour lequel le produit ga(Z) est ordinaire et fortement som
mable sur E. Alors on peut démontrer que toute fonction faiblement 
sommable possède l’intégrale faible. Nous n’entrerons pas ici dans 
les détails de cette démonstration qui ne présente d’ailleurs aucune 
difficulté.
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84. L’équation différentielle ax'(A) = 6x(A). Nous énoncerons 
dans les Nos 84 — 86 quelques théorèmes sur les équations différen-

ax' (A) = bx (à) et ax" (À) = bx (A)
qui assurent l’unicité de leurs solutions sous certaines hypothèses12). 
L’existence de ses solutions sera établie, au Chapitre VI, dans quel
ques interprétations particulières.

Nous démontrerons, en premier lieu, le

Théorème 84. Si une fonction généralisée x(A) est régulièrement 
faiblement dérivable dans un intervalle [À,, AJ et y satisfait à l'équa
tion différentielle
(84.1) ax'(A) = bx(A),
où a est un élément libre et b un élément généralisé quelconque, on a
(84.2) x(ÏÏx(y) — x(A1)x(A + iu—A J pour A,y>A, et k+y.<}.i + A2.

Démonstration. Soit g un élément libre tel que le produit 
gx(A) est ordinaire et régulièrement fortement dérivable dans l’inter
valle [A,, AJ. Alors il en est de même du produit y,(A) = agx(A) et 
l’on a

y'i (à) = agx' (A) = bgx (à) .
Or, le dernier produit est encore dérivable et, par conséquent, 

continu et borné dans l’intervalle [A„ AJ. Donc la dérivée de y, (à) 
est bornée dans [Alt AJ. On voit aussi facilement que la fonction

y2(A) = agx (A, + Ao- À),
où Ao est fixé arbitrairement dans l’intervalle [Ab A2], est régulièrement 
fortement dérivable sur l’intervalle [A,,AJ. La dérivée de y2(A) est, 
pareillement que celle de y!(A), bornée sur [A,,AJ.

Considérons maintenant la fonction
z (A) = y, (A) • y 2 (A) = a2g2x + Ao—A).

D’après le théorème 68.4, z(A) est une fonction régulièrement forte
ment dérivable dans [An AJ et l’on a, en vertu de (83.1)

z'(A) = y; (A) • y2(A) + y,(A) • y2(A)
= agx'(A) • agx (A, + Ao—A) — ag(A) • agx' (Aj + A,,—A) 
= 0.

**) Pour les théorèmes analogues dans les espaces plus généraux voir J. G.- 
Mikusinski [15].
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D’après le théorème 68.1, la fonction z(A) est donc constante et 
l’on a z(A,) = z(A) , c’est-à-dire

a2g2x(A1) x (Ao) = a2g2x(A)x(A, + À0—A,), 

x(A,)x(A0) = x(A)x(A1 + A0—A).
Cette formule a été démontrée pour Ao fixé arbitrairement dans 

l’intervalle [Alt À2]. Donc, en posant A0=A-l-/z—Alt il vient (84.1).
On peut compléter le théorème ci-dessus par la remarque sui

vante: Si une fonction généralisée x(A) est faiblement dérivable dans 
un intervalle [A,,A2] et y satisfait à l'équation fonctionnelle (84.2) alors 
il existe deux éléments ordinaires a et b pour lesquels on a (84.1) 
dans l'intervalle [A„ A2]. En effet, en dérivant (84.2) une fois par 
rapport à À et l’autre par rapport à p, on obtient

> x (À,) x'(A + y—A,) = x'(A) x (/x) = x (A) x'(ji).
Si gx(A,) et hx'(Aj) sont des éléments ordinaires, on a donc pour 

ghx(Aj) x'(A) = ghxXAj) x(A),
d’où la proposition.

85. L’unicité de la solution. On peut énoncer le théorème d’unicité 
pour l’équation (84.1) sous la forme suivante:

Théorème 85. On suppose que dans l'anneau considéré A la 
relation x2 = 0, où xeA, entraîne toujours x — Q. Cela posé, soit x(A) 
une fonction généralisée qui est régulièrement faiblement dérivable 
dans l'intervalle [A,, A2] et qui y satisfait à l'équation (84.1), où a est 
un élément libre et b un élément généralisé quelconque. Alors, 
si x(A) = 0 dans un point quelconque de (Ax, A2[, on a identiquement 
x (A) = 0 pour tout A e [Ap A2].

Démonstration. Supposons que x(x0 = 0 pour un certain 
point x, de l’intervalle [At, A2]. D’après le théorème 84 on a

x (x2) x (x2) = x (A,) x (x,),

où x2 est la moyenne arithmétique de A, et xp Donc x(x2)ï = 0 et 
par conséquent x(x2) = 0. Par induction on a x(xn) — 0 pour n = 2,3,..., 
où xnest la moyenne de At et xn_,. En vertu de la continuité de x(A) 
on a donc x (A,) = 0. Si maintenant A est un point quelconque de l’in* 
tervalle [A1? /xJ, où /x, est la moyenne de A, et A2, on a, d’après (84.2), 

x(A) x(A) = x(A,) x(2A — A,),
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d’où x(à)2 = 0 et x(À) = 0. Ainsi nous avons démontré l’identité 
x(à) = 0 pour ÀelÀp juJ. En particulier on a x(/z1) = 0. Or, le raison
nement précédent prouve encore que x(à) = 0 pour Àe[w,, p2], où y2 est la 
moyenne de pt et À2. Par induction on a x (à) = 0 pour À e [jM„_p y„] 
(n = 2, 3,...), où est la moyenne de et À2. Pour achever la 
démonstration, il suffit de remarquer encore que, en vertu de la 
continuité de x(à), on a x(À2) = 0.

Il résulte du théorème précédent que si deux fonctions x, (à) 
et x2(à) sont régulièrement faiblement dérivables dans l'intervalle 
[À,, À21 et y satisfont à la même équation (84.1), alors l'égalité 
x,(x1)=x2(x1) dans un seul point x, e [Àh À2] entraîne l'identité x1(à) = x2(à) 
dans l'intervalle [À„ À2] tout entier. En effet, il suffit de remarquer 
que la différence y(À)=x2(À)— x,(à) satisfait encore à l’équation
(84.1) et s’annulle pour X —

86. L’équation nx"(A) = 6x(A). Un théorème analogue au théo
rème 85 peut être démontré pour l’équation du second ordre:

Théorème 86. On suppose que tout élément de l'anneau considéré 
A est libre, c'est-à-dire que l'égalité xy = 0 entraîne toujours x = 0 
ou bien y = 0. Soit maintenant x(à) une fonction généralisée qui est 
deux fois régulièrement faiblement dérivable dans un intervalle [À,, À2] 
et qui y satisfait à l'équation différentielle
(86.1) ax"(À) = bx(À),
où a et b sont des éléments généralisés quelconques, pourvu que 
a 0. Alors, si x (à) = x' (À) = 0 dans un point quelconque de Up À2] 
on a identiquement x(à) = 0 pour tout Àe[Àlt À2J.

Démonstration. La démonstration sera divisée en trois 
parties:

(I) Fixons y. arbitrairement dans l’intervalle Up À21 et posons 
y(À) = x(A) x'(À! + p—à) + x'(à) xUi + jU — À) pour Àe[Àp/d.

Soit g un élément tel que le produit gax(A) est régulièrement 
fortement dérivable. On vérifie facilement que

[gay(À)]' = gay'(À) = 0.
Par suite le produit gay(x) est constant Supposons que x(À1) = 

= x' (À,) = 0. Alors on a gay(À,) = 0, donc gay(À) = 0 et y(À) = 0 
pour tout Àe[Àp/*]. Comme p a été fixé arbitrairement dans [Àp 
on a

x(à) x'(Aj + y — À) + x'(à) x(À,+y — à) — 0
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pour tout couple de nombres À et p. satisfaisant aux inégalités
A, <A<jU<A2. Supposons que

(86.2) x(Ao)¥=O

pour un certain Aoe[A„ juJ, où est la moyenne arithmétique de A, 
et A2. On a en particulier

x(À0)*'(•*! +A* — A0) + x'(A0) x(Ài + /* —A„) = 0 pour Ae4jU<A2
d’où

x(A„) x'(A) = — x'(A„) x(A) pour À, <À<À1+A2 —Ào.

En vertu du théorème 85 on a donc x(A) = 0 pour A1<A<A1 + A2—Ao 
et en particulier pour A = A„, ce qui n’est pas compatible avec (86.2). 
Nous avons ainsi démontré que l’on a x(A) = 0 pour Ae[A„/xJ. Par 
conséquent on a x(/q) — x'(jut) — 0. Or, d’après le raisonnement de 
tout à l’heure, on a encore x(A) = 0 pour À e [/z,, /*2], où /x2 est la 
moyenne de /x, et A2. Par induction on a x(A) = 0 pour Ae[^n_,, /zn] 
(n = 2,3,...), où p.n est la moyenne de /xn_, et A2, et en vertu de la 
continuité de x(A) il vient x(A2) = 0 dans l’intervalle [Alt AJ tout en
tier.

••
(II) Supposons maintenant que x(A2) = x'(A2) = 0. En posant 

A =— A et x(A) = x(A), on a

ax'(Â) = hx(A) pour Âe [— A2, — AJ.

On vérifie facilement que la fonction x(A) est deux fois réguliè
rement faiblement dérivable et que x(—= *'(~~ 0. Donc, en 
vertu de (I) on a identiquement x(A) = 0 dans t—A2,—A,] et par 
suite x(A)<=0 dans [A,, A2],

(III) Si enfin x(A0) = x'(Ao) = O pour un certain A„ intérieur à 
[A,, A2], on peut appliquer les raisonnements (I) et (II) aux intervalles 
[Ao, AJ et [A„ AJ respectivement, d’où x (A) = 0 pour tout Ae[A„ AJ.

II résulte du théorème précédent que si deux fonctions x,(A) et 
x2(A) sont deux fois régulièrement faiblement dérivables et satisfont 
à l’équation différentielle (86.1) avec les mêmes conditions initiales 
x,(A0) — x'(A0) — x'(A0) (Ao e [A,, AJ), elles sont identiques. En
effet, la différence y(A) = x2(A)— xjA) satisfait alors aux conditions 
du théorème 86, d’où x2(A) — x,(A)=0 pour tout Ae[A,, A2I.
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Chapitre VI.
Applications.

87. Equations intégrales. Nous montrerons tout d’abord une 
application très simple des séries de puissances (v. Nos 63, 64 et 69).

Soit A l’anneau du type [A], où A» est l’ensemble de fonctions 
de deux variables a = {a(x,y)} considéré dans l’exemple (P) du №64. 
Alors l’équation

(87.1) z = a + kz

possède toujours la solution
1

2 1 — ka'
car le rayon de k est infini et la série

r^-?=l-bk + k2 + ...
1 — k

est fortement convergente; de plus, cette solution est unique. Ce fait 
signifie que l’équation intégrale

(87.2) z(x, y) = a(x, y) + f k(x, s) z(s, y) ds
y

possède toujours une et une seule solution. En posant en particulier 
y = 0 et z(x, 0) = z(x), a(x, 0) = a(x), l’équation (87.2) prend la forme 
de l’équation de Volterra

X

z(x) = a(x) A fk(x,s) z(s) ds.
0

Ainsi l’existence et l’unicité de la solution de cette dernière équa
tion se trouve établie.

Soit maintenant A l’anneau du type [A], où A est l’ensemble 
de fonctions de deux variables a = {a(x,y)} considéré dans l’exemple 
(y) du № 64. Alors l’équation

(87.3) z = a + À kz,

-où À est un nombre, possède toujours la solution
1
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pourvu que |à| soit inférieur au rayon Q(k) de k; cette solution est 
unique. Cela signifie que l’équation

1
z(x, y) = a(x, y)+> f k(x, s) z(s,y) ds 

o
et en particurier l’équation de Fredholm 

î
z(x) = a(x) + À J k(x, s) z(s) ds 

<>
possède toujours une et une seule solution, si

88. L’anneau CT. Nous passons maintenant au domaine principal 
de nos applications.

Désignons par C7 l’ensemble des fonctions complexes a = {a(f)| 
de variable réelle t, définies et continues dans un intervalle donné 
0 < t <T. La somme de deux fonctions de Cr soit entendue au sens 
ordinaire et le produit soit défini par la relation (v. № 10)

ab ={a(/)} {£>(/)} = { / a(f — t) b(r) dx }. o
Cela posé, CT constitue un anneau algébrique commutatif.
Soit C* * l’ensemble des fonctions continues et non négatives 

pour 0<t<T. Cet ensemble satisfait évidement aux axiomes 1*, 2*, 
2** et 3* des №’ 47 et 59. Convenons enfin que le module des 
fonctions de CT est entendu au sens ordinaire. Ce module satisfait 
aux axiomes 1°—5° des N” 50 et 59.

On vérifie facilement que l’ensemble CT est fortement complet 
(v. №57).

Nous étudierons maintenant les éléments généralisés de CT qui 
sont, comme nous le verrons, d’une abondance bien variée. Nous en 
discuterons successivement les plus caractéristiques types.

89. La classe d’éléments généralisés correspondant aux fonctions
sommables13). Désignons par ST la classe des éléments généralisés a
pour lesquels le produit la, où /={11 (v. № 30), est ordinaire et peut
être représenté sous la forme
(89) la = {fa (r) dx}

o

”) Les résultats des Nos 89—91 ont été établis dans quelques discussions de l’auteur 
avec M. C. Ryll-Nardzewski.

* LufeKnl. «M
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où {a(/)} est une fonction sommable dans tout intervalle 0<t<t9<T. 
On voit aussitôt que la fonction |a(/)} qui correspond à l’élément 
donné a est déterminée jusqu’à un ensemble de mesure nulle près.

Nous démontrerons que, réciproquement, à toute fonction {a(/)} 
sommable dans les intervalles 0<ï <f0<T on peut faire correspondre 
un élément a de ST de manière que l’égalité (89) ait lieu. En effet, 
il existe toujours une suite an= {an(/)J de fonctions continues pour 
0<f<T qui converge (au sens ordinaire) presque partout vers |a(t)} 
et telle que l’on a presque partout 1 an(t) | < b(t), où |b(t)) est une
fonction sommable dans tout intervalle to<T. La suite lan —

t
= l/a„(r)dr} converge alors, d’après le Corollaire 54.1, fortement vers 

o
QaWdr}. Donc la suite an 'détermine un élément généralisé a pour 

Cet élément est évidement unique.
Nous avons ainsi établi une correspondence biunivoque entre les 

éléments de la classe 5T et ceux de la classe Sr des fonctions som
mables dans tout intervalle 0<f<70<T.

90. Isomorphisme des classes ST et ST. Soient a et b deux élé
ments de la classe ST et )a(/)), {&(/)} deux fonctions correspondantes 
de ST. Nous démontrerons que la somme ai-b et le produit ab ap
partiennent encore à la classe ST et que les fonctions leur correspon
dant sont la forme

(a(/) + b(f)} et { f a (t—t) b (t) dr }. 
o

t t
En effet, si la = {f a (t) dx} et Ib — { f b (t) dx}, on a o o

l (a+b) = la+lb = { / a (t) dr} + { / b (t) dx} = { / [a (r) + b (t)] dx}, 

d’où la proposition pour la somme.
D’autre part, on peut écrire, en vertu des théorèmes 10.1, 10.3 

et 10.4,
l2ab = la • Ib = { f a (t) dx} { f b (t) dx} — l • { f c (x) dx},

0 0 0I
où c (/) = fa (t—x) b (t) dx. Comme l’élément l est libre, il vient d’ici

0

l • ab = }f c(x) dx}. o
d’où la proposition pour le produit.
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En se servant du langage familier de l’algèbre abstraite, on 
exprimera la propriété des ensembles Sr et ST que nous venons de 
démontrer en disant que les ensembles ST et Sr sont isomorphes par 
rapport à l'addition et la multiplication. Cet isomorphisme permet 
d’envisager les fonctions sommables comme une généralisation, au 
sens du № 77, des fonctions continues et de les identifier avec les 
éléments généralisés de la classe Sr.

91. Éléments généralisés dans l’anneau des fonctions sommables.
L’ensemble Sr considéré au №* 89 et 90 constitue évidemment un 
anneau algébrique par rapport aux opérations

{a(Û} + {&(/)} = {a(Û +6(0} et {a(/)}{6(/)} = { J a(t-r) btfdr}.o
L’anneau CT peut être considéré comme un sous-anneau de Sr.
Si les fonctions de ST non négatives presque partout sont con

sidérées comme des éléments non négatifs et le module est entendu 
au sens ordinaire, on peut parler des convergences forte et faible 
dans l’anneau ST qui signifient évidemment autre chose que les con
vergences analogues relatives à l’anneau CT.

Nous démontrerons que tout élément généralisé de ST est en 
même temps un élément généralisé de CT. Plus précisément: tout 
élément généralisé de ST contient une suite an dont tous les termes 
sont des éléments de CT et pour laquelle il existe un élément libre 
geCT tel que la suite ga„ converge fortement dans CT. Cette pro
position montre qu’il revient au même si l’on parle des éléments 
généralisés de CT ou bien de ceux de ST.

En effet, si une suite bneST appartient à un élément généralisé 
b de ST, il existe un élément libre heST pour lequel la suite hbn 
converge dans ST fortement vers un élément ordinaire hb e ST. Il 
existe donc un élément c e S* pour lequel on a, quel que soit q naturel, 

9 hbn — hb\<c pour n assez grand.
Par conséquent on a

q lhbn — lhb\<lc pour n assez grand.

Or, les éléments lhbn, Ihb et le appartiennent tous à CT, donc la 
suite lhbn converge dans CT fortement vers Ihb.

Considérons, d’autre part, la suite en = {ne~n'}. La suite l2en con
verge dans CT fortement vers f, comme on le voit facilement en
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écrivant l2en = {/} + {„(e-"*— 1)}. Donc le produit l2en'lhbn converge 

dans CT et a fortiori dans ST fortement vers l2-lhb ou, ce qui revient 
au même, l3h-enbn converge de cette façon vers l3h-b. Or, le produit

an = enb„ = {n/e_nf'_T 6n(r)dr} = { ne-"'/ ez bn(j) ch} 
o o

est évidemment une fonction continue et appartient, par conséquent, 
à CT. Comme g — l2h est un élément libre de CT, la proposition se 
trouve démontrée.

92. L’élément „unité“. La suite en — { ne~nl ) jouit d’une propriété 
intéressante. En effet, la relation lim l2en — l2 entraîne successive
ment lim l2ena — l2a et

lim ena = a (limite faible),
quel que soit l’élément généralisé a. Si l’on désigne par e l’élément 
généralisé qui correspond à la suite en, on a donc

ea = a.
L’élément e est donc Vunité dans l’anneau CT d’éléments géné

ralisés de CT et l’on peut écrire tout simplement e=l. Cette unité 
n’appartient évidemment pas à l’anneau CT ni à Sr (v. № 24).

L’élément 1 peut aussi être obtenu au moyen de l’une quelconque 
des suites:
(92.1) {n2fe-n'}, {nsinn/| et {n — n2/ + | n — n2t1}.
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Si l’on admet les fonctions discontinues et si l’on considère la 
convergence faible dans l’anneau ST, on peut prendre aussi les suites

(92.2) {V" ’}• {cn(*)}.

où cn (Z) est égal à n pour t < ~ et à zéro ailleurs. Les diagrames des 
fonctions (92.1) et (92.2) sont représentés sur la page précédente.

Pour démontrer que les suites (92.1) et (92.2) appartiennent à 
l’élément unité, il suffit de montrer qu’en les multipliant par un élé
ment libre g, convenablement choisi, on obtiendra les suites qui con
vergent fortement vers g. Par exemple, la suite

t 1 .
Z2 - {n sin n/} = {n f (Z—t) sinmdt} — {/ — h smnZ(

o
converge fortement vers {/} = l2. On peut aussi vérifier directement 
pour un élément arbitraire a — ja(Z))eCT, que le produit {n sin nZ). a 
converge faiblement vers a. Dans ce but, il suffit de montrer que 
le produit

Z2 {n sin nZ} a

converge fortement vers Z2a. Or, ceci est évident, d’après le résultat 
de tout à l’heure. On peut aussi suivre la voie naïve et effectuer le 
calcul direct:

Z2 (nsin nZ} a = {Z— - sin nf) {a (Z)} =
(923) , t

— {Z} • {a (Z)} — { -/ sinn(Z—t) a(r)di}. 
n o

La fonction |a(Z)} est continue pour 0<Z<7\ donc bornée, 
a(Z)| < M, dans chaque intervalle 0 < t < Zo < T. On a donc dans 
cet intervalle

|^/sin n (Z —-z)• a (t) cZt| < | M,

d’où, en vertu du Corollaire 54.2, la convergence forte de la suite (923) 
vers (Z) • {a (Z)} = Z2 a.

Le lecteur vérifiera que les suites restantes de (92.1) et (92.2) 
convergent aussi faiblement vers 1.

93. L’anneau complexe. Désignons généralement par [al les élé
ments généralisés déterminés par les suites

(ane-"'l,
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où a est un nombre quelconque, complexe ou réel. Alors les suites 
{n2 te~nt}, {an sin nt} etc.

appartiennent encore à [a], La convergence faible de ces suites se
démontre de la même manière que celle des suites du № 92.

On a
et [«] + [$ = lim {ane_nf} + lim {/5ne—"*} = lim {(a + y?)ne-"'} = [a + fi]

[a] • [$ = lim {ane“"'} • lim — lim {a fi ne-"'} = [a/3].
Ces deux égalités expriment l’isomorphisme de l’ensemble des 

éléments [a] avec l’ensemble des nombres complexes, où l’addition 
et la multiplication sont entendues au sens ordinaire. On peut donc 
identifier ces éléments et écrire tout simplement [a] = a. Ainsi les 
nombres peuvent être envisagés comme des éléments extraordinaires 
de l’anneau CT .

L’ensemble CT étant un anneau algébrique, il s’ensuit que les élé
ments de la forme a+a, où a est un nombre complexe et aeCT, appar
tient encore à l’anneau CT. On voit ainsi que l’anneau complexe [CrJ 
du type M], où A2 = Ct (v. N08 28 et 29), est un sous-anneau de Cr. 
Ce fait est théoriquement très intéressant, car il montre que la con
struction algébrique de l’anneau complexe peut être remplacée, dans 
le cas de l’anneau [CT], par la construction qui s’appuie sur la notion 
de convergence faible.

On peut démontrer facilement que la convergence forte dans 
l’anneau complexe [Cr] entraîne la convergence faible relative à CT et 
que la réciproque n’a pas lieu, en général.

94. L’élément s. Il est facile de vérifier que 
P {n2 cos nt} = l2 — sin nt J .

Cette égalité prouve la convergence forte de /3{n2cosnt) vers /*. 
En désignant par s l’élément généralisé correspondant à la suite 
{n2cosnf}, on a donc l3s = l2, d’où

Is = 1.
L’élément s est donc l’inverse de l;

1

Il sera cependant commode de garder, dans la suite, le symbole 

s et de l’employer également avec -y.



56 Jan G.-Mikusinski

On sait que la multiplication d’une fonction a = {a(f)} de CT par 
l’élément l entraîne l’intégration de a (/) :

1 ' I/a = |/a(T)dTj.

Pour reconnaître, qu’est ce que signifie la multiplication par s, 
nous étudierons les 4 cas suivants:

(i) Soit a = {a(/)} une fonction continûment dérivable pour 
0</<T et nulle au point t = 0. Alors on a

a = /-{a'(0}
et, en multipliant les deux membres de cette égalité par s, 

sa = {a'(f)}.
Le produit sa est donc un élément ordinaire de CT qui est égal 

à la dérivée de {a(f)(.
(ii) Soit a = {a(/)} une fonction continûment dérivable pour 

Q<t<T avec le valeur initiale a(0) quelconque. Alors on peut écrire
{a (/)} = a (0) • l + {a (f) — a (0)},

où la fonction {a(/) — a(0)) est continûment dérivable pour (Kt<’T 
et nulle pour / = 0. En multipliant la dernière égalité par s, il vient 
donc, suivant le cas (i),
(94) s{a(/)} = a(0) + {a'(/)}.

La multiplication par s ne signifie donc pas, dans ce cas, la dériva
tion au sens propre, il faut cependant ajouter à la dérivée {a'(/)| le 
nombre a(0). Or, c’est justement cette petite modification qui assure 
l’associativité de la multiplication des éléments l et s:

(/s) a = l (sa),
c’est ce qui entraîne une simplification efficace des calculs.

(iii) Soit a = {a(/)} une fonction absolument continue dans 
l’intervalle 0<t<T. Alors la dérivée ja'(/)} de |a(/)} existe presque 
partout et l’on a, d’après les №’ 89 et 90,

l {a'(t)} = {j‘a' (r) dr} = {a (/) - a (0)} {a (/)} - a (0) • l.
o

En multipliant les deux membres de cette égalité par s, on 
retrouve la formule (94).

(iv) Considérons maintenant le cas, où a = {a(f)} est une fonction 
continue quelconque. L’existence du produit sa est toujours assurée 
par le fait que l’ensemble CT, auquel s et a appartiennent, est un
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anneau. En considérant la multiplication par s comme une géné
ralisation de la dérivation, on peut dire que toute fonction continue 
est dérivab'e. Ainsi par exemple la fonction sans dérivée de Weier- 
strass est dérivable. Ce paradoxe n’est évidemment qu’apparent, car 
la multiplication par s donne un élément généralisé qui n’est pas 
nécessairement une fonction.

Dans le même sens, on peut dire que toute fonction sommable 
de S1 est dérivable. Il peut paraître, tout d’abord, inutile d’introduire 
les dérivées qui ne sont pas les fonctions; or, il se peut, qu’en 
opérant avec ces éléments généralisés, le résultat final redeviendra 
une fonction au sens propre. C’est ainsi que les calculs se prêterons 
à des applications pratiques.

Remarquons enfin que, l’ensemble CT étant un anneau algébrique, 
le produit sa a un sens, quel que soit l’élément généralisé a. Pour 
la même raison le produit sna qui correspond à la dérivation n-tuple 
de {a (Z)) existe toujours.

95. La fonction ll. Les fonctions dons nous avons parlé aux 
Nos 88 — 94 étaient des éléments des anneaux CT et ST. Cependant 
l’expression

où r signifie la fonction gamma d’Euler (v. № 30), est susceptible de 
deux interprétations, à savoir: on peut la traiter 1° comme une fonc
tion {a(t, à)} de deux variab’es t et À, ou bien 2° comme une fonc
tion a (à) au sens du № 65 qui fait correspondre à tout nombre po
sitif À une fonction de CT. Les deux interprétations nous seront 
utiles dans la suite. Nous étudierons aussi, plus généralement, des 
fonctions a (à) dont les valeurs sont des éléments généralisés de CT.

La fonction (95.1) satisfait, pour À, /*> 0, à l’équation fonctionnelle
(95.2)

Moyennant l’élément s = -j, la fonction ll peut être aussitôt pro

longée à toute valeur réelle de À, en posant

où v est le moindre nombre naturel supérieur à —À et x = En
particulier on a donc Z°=^*/=l.
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Le lecteur vérifiera que cette fonction prolongée l* satisfait en
core à l‘équation (95.2) pour tous les À et réels.

96. Continuité uniforme. Nous démontrerons que la fonction 
ll est uniformément fortement continue dans tout intervalle 1<À,<À<À2 
Cette proposition est évidemment une conséquence directe du

Lemme 96. Si une fonction de deux variables {a(t, À)} est con
tinue (au sens ordinaire) dans le domaine D: (À, < À < À2, 0< t < T), 
alors la fonction a (à) = {a(i, À)) est uniformément fortement continue 
dans l'intervalle Àj < À < À2.

Démonstration. La fonction de deux variables {a(i, à)) est 
uniformément continue dans chaque domaine D(u): (À, < À < À2,
(X t < u < T). Il existe donc une suite de nombres convergente 
vers zéro, telle que

| a (t, À) — a (/, À') |< pour | À — À’<À2 et 0 <t<u.
Désignons, pour toute valeur t de l'intervalle 0<f<T et tout n 

naturel, par cn(i) le moindre nombre tel que
|a(t,A) — a(t, À') |<c„(i) pour | À—et À1<À<À'<À2;

la continuité de {a(t, à)} dans D entraîne la continuité des fonctions 
|cn(t)} pour 0</<T et n=l, 2,....

On a
0<c„(/)<j'(“) pour 0<f<u,

d’où la convergence uniforme de )cn(i)) dans l'intervalle 10, uj. En 
vertu-du lemme 54.2, il existe une fonction {c(i)î telle que l’on peut 
faire correspondre à tout q naturel un nombre n0 de manière à avoir 

qcn(i)<c(i) pour n>n0 et 0</<T,
d’où

q\a(t, À) — a(t, À')|<c(Z) pour |À — et 0<t<T.

Or, cette inégalité exprime déjà la continuité uniformément forte 
de a (à) = {a(t, à)} dans l’intervalle À,<À<À2.

On peut remarquer facilement que la continuité uniformément 
forte de l* dans les intervalles 1<À,<À<À2 entraîne la continuité 
faible de l^ dans tout intervalle fini J. En effet, si ÀO<1 est la borne 
inférieure de cet intervalle, on a
(96) l2-* • /*= l2_1#+\ où 2—Ào+À>2 pour À e 7,
d’où la proposition.
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97. Dérivée de l*. Nous démontrerons maintenant que la fonc
tion ll est régulièrement fortement dérivable dans chaque intervalle

(
l<Àj<À<À2.. En effet, la fonction de deux variables {a(/,À)} —

possède la dérivée partielle (au sens ardinaire) par rapport à À :
aa(/,A) = ii_1 Int _ P'(A) tl~'_

3 k r(x) r(À) ‘ r(À)

qui est continue pour À>1 et f>0. La dérivabilité régulièrement forte 
de 1 résultera donc du

Lemme 97. Si une fonction (a(i,À)} définie dans le domaine D:

(À,<À<À2, 0<i<T) possède la dérivée partielle continue dans

ce domaine, alors la fonction a (à) = {a(i,À)} est régulièrement forte
ment dérivable dans l'intervalle À,<À<À2 et l’on a

a(À) — ÏÏÂTj •

Démonstration. On a

a_ a (LA) a (LA ) 3 , _  3 , 3 ,,J -- -------ï=?---------- 51 ° <U) - 51 ‘ ('-f) _ 0 <W) •

où |£— A|<|A— À’|. Pareillement que dans la démonstration du 
lemme 96, il existe une fonction je(t)} telle qu’il est possible de faire 
correspondre à tout q naturel un nombre n0 pour lequel on a

c(t) pour |A—Y'|< et Q<t<T.3k °

Par conséquent on a q|J|<c(i), d’où le lemme.
Si J est un intervalle fini et Ao la borne inférieure de J, on voit

d’après (96) que la fonction /”|iü J1 est régulièrement fortement déri
vable dans J. Donc, ll est régulièrement faiblement dérivable dans 
tout intervalle fini.

98. Continuité forte et continuité par rapport à deux variables
Les lemmes 96 et 97 peuvent être complétés par la proposition sui
vante:

Si une fonction a(k) est fortement continue au point k0 la fonc 
tion correspondante de deux variables (a(LA)} est continue par rapport 
aux deux variables sur la droite À=A0 (0<f<T).
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En effet soit i0, Ào où 0<Z0<T, un point quelconque de cette 
droite. Lorsque e < 0 est donné arbitrairement, il existe un nombre 
<5t>0 tel que

(98.1) ! a(/,À0) — a(/0, Ào) i < \ pour |/-/0| < <Jt.

D’autre part, la continuité forte de a (à) au point Ào signifie 
l’existence d’une fonction {c(i)} continue pour 0<f<T telle que l’on 
peut attribuer à tout nombre naturel q un nombre positif ù2, pour 
lequel l’inégalité | À—Ào | < à2 entraîne

q|a(i,À)— a(i,À0)| < c(i) pour 0</<T.
Si m est le maximum de c (Z) pour 1t—t0| < <5,, on aura donc 

pour ™ > | et ô2 choisi d’une manière convenable,

(98.2) | a(t, à) — a(/,À0)| < y pour |Z— Zol < et |À — Ào| < è2.

Les relations (98.1) et (98.2) entraînent
| a(t, A)—■ a(i0, Ao) | < « pour 1/ — /0|<<hetlÀ— Ào I < i2. 

d’où la proposition.
Il s’ensuit aussitôt, en vertu des lemmes 96 et 97, que
Si une fonction a(k) est fortement continue dans un intervalle 

fermé [À2,À2], elle y est uniforément fortement continue.
Si une fonction a(À) possède la dérivée fortement continue dans 

un intervalle fermé [Ài, À2], alors a(À) est régulièrement fortement 
dérivable dans cet intervalle.

Ces propositions sont valables pour l’anneau Cr et ne peuvent 
pas être généralisées, sans hypothèses accessoires, aux anneaux arbi
traires (v. № 66).

99. Translation. Posons

(99) E(à) = s • {k(t, à)} pour À < 0,
où

, _ f 0 Pour 0<Z < À,
pourO<À<Z.

ZtE(À) = {/k(r,À)dT}={fc1(/,À)},
0

On a alors
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où

et
fci(/,A) =

PE(A).= {

| 0 pour 0 < t < A,
1 t — A pour 0 < A t.

f ki(r, A) dz } = | fc2 (/, A) },0
où

fca (E A) =_ | 0 pour 0 < t < A,
1 — A)2 pour 0<A</

t* fci

La fonction A)î possède la dérivée partielle

~ ki (/, À) = — ki (t, A)

qui est continue pour f>0 et A>0. Il s’en suit, d’après les №8 96—98, 
que la fonction l3 E (A) est uniformément fortement continue et régu
lièrement fortement dérivable dans chaque intervalle O<A<Ao et que 

PE'(A) = —PE (A).
Par conséquent la fonction E (A) est uniformément faiblement 

continue et régulièrement faiblement dérivable dans chaque intervalle 
O<A<A0 et l’on a

E'(A) =— s-£(A) pour A>0.
D’après (99) on voit facilement que

£(0) = s./ = l.
En vertu du théorème 84, la fonction E(A) satisfait à l’équation 

fonctionnelle
E (A + /t) = E(A) • E (/t) pour A,/* >0.

Nous démontrerons que si a = {a(/)} est une fonction continue 
de CT ou bien une fonction sommable de ST, alors le produit E(k)a 
représente toujours la fonction fa(/, A)}, définie par les égalités:

| 0 pour 0 < t < A, 
a(t,k)= j a(,_ a) pour 0 < A < t.
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On peut dire, moins exactement, que la multiplication par E(A) 
signifie la translation de la fonction donnée d’un segment de longueur A:

On a, en effet, pour 0 < t < À,
* i
f k(f — t, à) a(r) dr = 0=fa(r, A) dx 
n 0

et pour 0 < À < t
i i—itt
f k(t — t, X) a(i) dr = J a(r) dr = fa(t — à) dr = fa(x—à) dx, 
o 0 10

donc
lE(X)a = l{a(t, A)}

et par suite
E(A)a = {a(/, A)).

100. Séries de translations. Soit A„ A2,... une suite quelconque 
de nombres non négatifs, croissante indéfiniement. On voit faci
lement que si a,, a2,... est une suite arbitraire de fonctions de CT ou 
bien de ST, alors la série infinie

(100.1) a,E(A1) + a2£(A2) +...

est toujours faiblement convergente. Pareillement, si a,, a#... est une 
suite arbitraire de nombres (réels ou complexes), la série

(100.2) a,£(A1) + a2£(A2) + ...

converge toujours faiblement, car en multipliant (100.2) par l on obtient 
une suite du type (100.1). La somme de (100.2), multipliée par /, 
représente une fonction „en escalier“ (en allemand: Treppenfunktiori) 
dont le diagramme, dans le cas où les A, et a, sont positifs, a la forme:
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z

Si k — E(J. ), la série de puissances

(100.3) la0 + la{ Xk + la2x2k2 + ...

est absolument fortement convergente pour tout À complexe. On 
peut donc appliquer, pour les séries de la forme (100.3) la multipli
cation de Cauchy (v. № 61):

(/«„+/«, A fc + /a2 A2 k2 +...) (Ißo+lß^k+V^ A2 fc2 + ...) = ‘

= Z2r0+**M fc+Z2x2A2fc2 + ..„

où généralement 7n = a0ßn + ... + anßlj. Par conséquent on a 
(a0+a1Ak+a2A2fe24-...)(^ + ^IAk + ^2A2fc2 + ...) = Zo + Z, lk+y2 A2fc2 +....

Donc, la multiplication de Cauchy s’applique encore aux séries 
de puissances de la forme:

• a0 + a, À k + a2 À2 fc2+....

Si 0(A) est une'fonction analytique (au sens ordinaire) holo
morphe au point A = 0, le sens du symbole <P (Afc) est déterminé par 
le développement correspondant en série (v. № 69). On a en par
ticulier

. * = 1 + Ak+A2k2 + ....
1 — Ak

Voici les diagrammes des fonctions représentées par les sym
boles et ! + £ (/t) :
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101. Évaluation de quelques intégrales. Nous démontrerons les 
formules suivantes:

x
(101.1) f E (ax) <p(x) dx = {f(t, À)} 

o
et x
(101.2) J £? [a(A — x)]<p(x)dx — {/(À — t, à)},

0
où a>0, (p(x) est une fonction numérique, sommable (au sens habi
tuel) dans l’intervalle 0<x<À, et

f(t, A) =
4 9’(4)p°ur

0 pour /<0 et pour t<ak.

Si la fonction <p(A) est définie dans l’intervalle 0<À<T, on ob
tient de (101.1), pour a=l et À-*T, la formule suivante, due 
à C. Ryll-Nardzewski,

T

/£■(/) çp(à)c/à = {99(O- .
0

La démonstration des formules (101.1) et (101.2) s’appueyera 
sur le

Lemme 101. Si la fonction a(A) = (a(7,À)} est fortement conti
nue dans un intervalle 0<À<À„ et la fonction numérique 9? (A) est 
sommable (au sens habituel) dans cet intervalle, alors on a
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Démonstration. Soit E un ensemble mesurable contenu 
dans l’intervalle O<A<Ao sur lequel le produit a(E)<p(k) est unifor
mément fortement continu. Alors on a, d’après le № 71,

kn

fa(x)p(x)dx = lim^ j E'J • a (A^ ) ?> (A^ ) =
E v=l

= limj^ { | E„ | a(t, A^) <p(A" ) J = J Ja(t, x) 99 (x) dx j.

Soit maintenant Eu E2,... une suite d’ensembles mesurables dis
joints dont la somme diffère de [0, Ao] d’un ensemble de mesure 
nulle et sur lesquels le produit a(A)<p(A) est uniformément fortement 
continu. On a alors,, d’après le № 73,

*0 Z 00 . / Â°
f j(x) <p(x) dx = » fa (t, x) q> (x) dx < — « [a (f, x) 99 (x) dx 

0 1v=iev f U
D’après le №99 on a E E(ax) — {fc/t, ax)), d’où, en vertu du 

lemme 101,
I = f E E (ax) <p (x) dx = {a (f, A)},

0
X

où a (/, A) = f kl (t, ax) <p (x) dx.

Si 0</<aA, on a
t/„ t t

a (/, A) = J (/ — ax) cp (x) dx = f (t — t)f<p( dt =f (t — t)f (t, A) dr ;
U 0 U

si 0<aA<7, on a
1 al t

b (t, k) = J (f — ax) <p(x) dx = f(t — t) ± <p ( ’ ) dt =f (f — t) f (t, A) dt.
0 «

{a(t, A)} = E{f(t, A)}

I = Pf E (ax) cp (x) dx = l2 [f (t, A)),
0

d’où la formule (101.1).
La démonstration de la formule (101.2) est tout à fait analogue.

Donc
et

102. La fonction F (A). La fonction

(102.1) F(A) - {2
e
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est évidemment ordinaire pour À > 0, c’est à dire ses valeurs appar
tiennent, pour À > 0, à CT. D’après les lemmes 96 et 97 on voit que 
la fonction E(k) est uniformément fortement continue et régulière
ment fortement dérivable dans tout intervalle 0>À,<'À<À2. Nous 
démontrerons qu’ en admettant pour F (0) la valeur 1 (v. № 92) la 
fonction F(A) deviendra uniformément faiblement continue et régu
lièrement faiblement dérivable dans tout intervalle

Remarquons d’abord que
(102.2) |*/2F(Â) = J^e f)

4' j pour À >1.

En effet, ce produit est égal à

'li —’/»
t e 4* dr

À2 À2ou bien, après la substitution ^ = ÿ+°2

L’intégrale

41

est évidemment continue pour f>0 et À>0. Donc la fonction 
G (À) = {G (f,À)}

est, d’après le Corollaire 54.2, uniformément fortement continue dans 
tout intervalle 0<À<À„. Or, pour À>0 on a

/’/2 F(a) = G(à),
on voit donc que F(à) deviendra uniformément faiblement continue, 
en posant

F(O) = Z-’/»G(O) = Z-,/«{/^}= î.

La dérivée partielle

_0_
0À
fl 

J Vnr e
0
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est continue pour />0 et À>0, donc la fonction Z3/2F(à) est, d’après 
le lcmme 97, régulièrement fortement dérivable dans tout intervalle 
0<À,<À<À2 et l’on a

Z3/‘F'(A) = ZF(à) pour À>().
En intégrant cette inégalité par rapport à À, on obtient, pour 

0</z<À ;
Z3/2F(A) = Z3/2F(/z) — JZF(À)dÀ 

et, en faisant tendre vers zéro,

/3/‘ F(À) = Z3/* — J ZF(À)dÀ pour À>0.
0

Or, on voit aussitôt que la dernière égalité a encore lieu pour 
À=0, ce que entraîne, en la dérivant par rapport à À,
(102.3) Z3/,F'(à) = — ZF(À) pour À>0.

Nous avons précédemment démontré que la fonction Z3/2F(à) 
est fortement continue pour À>0. Il s’ensuit, en vertu du № 98 
et de la relation (102.3), que la fonction Z2 F(à) est régulièrement 
fortement dérivable dans tout intervalle 0 < À < . Par conséquent,
la fonction F(à) est régulièrement faiblement dérivable dans tout 
intervalle 0 < À < À, et l'on a

F'(à) = — Vs F(à) pour À>0,
où Vs = Z-,/t (v. № 94).

En vertu du théorème 84, la fonction F(à) satisfait à l’équation 
fonctionnelle

F(à + jm) = F(À)-F(/z) pour À,jU>0.

103. Les fonctions exponentielles. D’après un théorème de 
Ti t c h m a r s h14), si a, b e Coo et ab — 0 alors l’un au moins des facteurs 
a ou b est nul. Autrement dit, tout élément non nul de Coo est 
libre (v. № 76).

D’après le № 85, les fonctions E (à) et F(à) sont les solutions 
uniques des équations différentielles

£'(À) = —s£(À) et F'(À) = —VsF(À) (À>0).

telles que F(0) = F(0) = l. On peut donc poser, sans ambiguïté,
_________ F(À) = e-Â et F(À) = e-Vïi.

’*) E. C. Titchmarch [22], p. 328, Theorem 153; voir aussi M. M. Crum [4 
et J Dufresnoy [7]. .
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en adoptant généralement le symbole eaX pour la solution (unique) 
x(à) de l’équation
(103.3) x'(A) = ax(À),
où x (0) = 1 et a est un élément généralisé de Coo. Cette définition 
est, dans le cas de l’anneau Coo, plus générale que celle donnée au 
moyen de la série

eal = 1 + Àa À2a2 
1! 2!

et elle coïncide évidemment avec cette dernière, lorsque a est un 
élément ordinaire de Coo.

D’après cette définition on a
(e"’)' = aeal.

Plus généralement on a, d’après le № 82,
(e«yU))' = çp' Q) aeafV\

quelle que soit la fonction <p(à) non négative et dérivable.
On a encore

gBl. gto g (a+b)A .

En effet, si les fonctions x(À) = eaJ et y(À) = ew satisfont aux 
équations

x'(à) = a x(à) et y'(à) = b y(À)
avec les conditions initiales x(0)=y(0) = l, alors on a, pour z(à) = 
— xCO-yU)

z'(y) — x'(à) y (à)+x(A) y'(A) = a x(à) y(À) + x(à) b y (A) = (a+b) z(À) 
et z(0) = l, donc z(à) = e 1.

Dans l’interprétation de l’anneau C7 on ne peut pas affirmer que 
le sens de eal est déterminé univoquement par l’équation (103.2), car 
cet anneau peut posséder des éléments non libres (diviseurs de 
zéro)15). Il est cependant commode, dans les calculs avec les élé
ments de CT, de garder le symbole eal en adoptant la convention 
qu’il signifie toujours une fonction dont les valeurs appartiennent 
à 1 anneau Coo. Le symbole e(',+b)\ où b est un élément ordinaire de 
CT signifiera alors par définition le produit eaX ■ ebl, où ebi est dé
terminé par le développement en série de puissances (v. № 70).

Considérons encore la fonction ll. En dérivant l’équation

**) Lorsque T est un nombre fini, l’anneau CT possède certainement des diviseurs 
de zéro. Si par exemple b = {jf— */»T| — (f — l/»T)}, alors b 4= 0 et b1 = 0. -
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l’une fois par rapport à À et l’autre par rapport à p, on obtient 
l’égalité

D’après le № 97 on a donc, pour /*>1,
r _ /P"-1 ln 0 _ „ \ j

d’où, pour /*-*•!,
(ZO^CslinO+O/S

où C est la constante d’Euler: 0,57.... Il s’ensuit que l1 peut 
s’écrire sous la forme

eCi.es {lofp,

où ecl est une fontion numérique et es(ln,i est la fonction exponen
tielle, définie par l’équation différentielle

x'(A) = s {ln f} x(à) 

avec la valeur initiale x(0) = 1.

104. Relation avec la transformation de Laplace. Si T = oo, la 
formule deRyll-Nardzewski du № 101 peut s’écrire dans la 
forme oo
(104) J e_sV(A)dÀ = {y (/)}.

0
Désignons par L l’ensemble des fonctions <p(t) sommables pour 

/>0, telles que l’intégrale

J ep~,<p(t)dt 
o

converge pour certains valeurs complexes de p.
Si {?>(/)} e L, l’intégrale du premier membre de (104) peut être enten

due au sens ordinaire, s étant une variable complexe. Cette intégrale 
représente alors une fonction de variable complexe s et la formule 
(104) établit une transformation qui fait correspondre aux fonctions 
de L certaines fonctions de variable complexe. Cette transformation 
est dite transformation de Laplace (v. № 42).

Il est intéressant, au point de vue théorique, de remarquer que, 
dans l’interprétation de l’anneau l’intégrale (104) a un sens.Z
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quelle que soit la fontion y(t) sommable dans les intervalles 
0</</0, même lorsque cette intégrale, interprétée au sens ordinaire 
diverge pour tout s complexe. On a ainsi, par exemple,

oo
J e-sW'dÀ={e'2).

105. L’équation aux dérivées partielles: x/A,f) — La
théorie précédente peut être appliquée à la résolution de certaines 
équations différentielles aux dérivées partielles. Nous nous borne
rons tout d’abord à la recherche des solutions, en laissant de côte 
la question de leur unicité. Cette question sera discutée au № 109.

Soit donnée l’équation
(105.1) x/A, t) = — a x,(A, t)

où a est un nombre positif. On demande, pour A,/>0, une solution 
x(A,f) telle que

x(A, 0) —0 pour A>0 et x(0, f) = v(0 pour />0,
où f’XA)) est une fonction dérivable, pour laquelle v>'(0) = 0.

En intégrant (105.1) par rapport à t, on obtient
t

Jxâ(A,t) dr = — a x(A, t) 
o

et, en posant x(A) = {x(A,f)l,
l x'(A) = — a x(A)

ou bien
{105.2) x'(A) =— asx(A).

Cette équation est satisfaite par la fonction e •** qui est égale 
à 1 pour A = 0. On obtiendra donc la solution demandée en posant

{x(À, /)} = (e~aSl) }y»(/)),
d’où

(105.3) 0 pour 0</<aA, 
ip(t — aA) pour f>aA.

Cette solution est encore valable, pour l’équation (105.2), lorsque 
|y(t)} est une fonction quelconque, sommable dans tout intervalle 
0<7</0. Cependant elle perd son sens strict, en sa qualité de so
lution de (105.1), car la fonction (105.3) ne sera pas en général, déri
vable. Or, on peut rendre cette solution légitime, en interprétant 
d’une manière convenable l’équation (105.1). Cette interprétation peut
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.être déduite aisément de la théorie de l’anneau CT, en traduisant le 
sens de la dérivabilité faible au langage de l’analyse classique.

Nous chercherons maintenant une solution de (105.1) en deman
dant que

x(À, 0) = ç>(à) pour À>0 et x(0,t) = y (Z) pour />0, 
où q>(à) et y (Z) sont des fonctions dérivables pour lesquelles <p(0) = v(o) 

et <p (0) =—ay'(0). En intégrant (105.1) par rapport à Z on a alors
i

Jxx(A,t)dt = aç?(A) — ax(À,Z), 
o

d’où
Zx'(à) = a<p(A)-/ — «x(à) 

et
(105.4) x'(à) = aq>(k) — asx(X).

Pour trouver la solution de (105.4) on peut appliquer la méthode 
de variation de la constante. En effet, posons
(105.5) x(À) = e-^-c(À).

•» •

On a alors
(105.6) x'(À) = e-^lc'U) — asc(À)].

En substituant (105.5) et (105.6) en (105.4), il vient 
e-Sal-c'(À) = a<p(À)

et, en multipliant par
e_4ai-c'(À) = e-Sa('‘-1>’a<p(À).

En intégrant ensuite cette égalité par rapport à À, on obtient
i

e-’“-“ [c (/x) — c (0)] — Je~5a^~^ • a<p(X) dÀ.
0

La solution cherchée (105.5) peut donc s’écrire, en échangeant les 
lettres À et Z*, sous la forme

i
(105.7) x (à) — Je~Sa(1~^-acp (à) dp + ce~’al,

u
, ............. 4 r.

où c=c(0) est une constante arbitraire. Pour obtenir la solution de* 
mandée de (105.1), il faut choisir cette constante c de manière que 
x (0) = {y (Z) I. On aura ainsi

4
x(à) = fe~Sa(i~^ • a<je(p)dp + {’XOJ e-*’1.
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Par conséquent la solution demandée de (105.1) est (v. № 101) 
x(A,f) = /(A,/)+g(A,f),

| —t) pour 0</<aÀ
HA,0 = J Q pour 0<aÀ</

c’est-à-dire

g
0 pour 0<f<aA, 
y(t—a/) pour 0<aÀ<f.

x(A,/)
| <p(aA—t) pour 0<f<aÀ 
I y(f—aA) pour 0<aÀ<f.

Remarquons enfin que l’on peut se débarrasser de la supposition 
de la régularité de q?(A) et y(t) de la même manière que dans le cas 
précédent.

106. L’équation hyperbolique. Considérons l’équation hyperbolique
(106.1) (xu(A.f)=?a2x„(A,Û (a>0)*

On demande, pour O<A<Ao et f>0, une solution x(A, t), telle que
| x(À, 0) = x,(À, 0'=0 pour 0<A<A„,

(106.2) | x(0,/) = /(/) ct pour

où {/(/)} et |g(f)} sont des fonctions données, satisfaisant à certaines 
conditions de régularité [dérivabilité et /'(0) = g'(0) = 0]. Ces conditions 
pourront d’ailleurs être négligées, pareillement qu’au № 105, dès que 
l’on passe à l’interprétation relative à l’anneau CT.

En intégrant (106.1) deux fois par rapport à t, on obtient

J (/ — t) xu (A, t) ch — a2 x(A, t), 
o

et, en posant x(A) = {x(A, f)},
/2x"(À) = o2x(A)

ou bien
(106.3) x"(A) = a2s2x(A).

Nous chercherons d’abord les solutions de (106.3) qui sont de 
la forme

y(A) = e8l+b.
En substituant y(A) dans (106.3), on trouve a2 = a2s2, d’où 

a= + as.
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On peut donc disposer arbitrairement de l’élément b dont deux 
valeurs particulières joueront un rôle distingué dans notre problème: 
0 et — aÀ0. Pour ces valeurs la fonction y(À) devient

(106.4) e-s<ü et
et elle admet les valeurs 1 aux points 0 et Ào respectivement.

Or, le symbole e~a n’a été défini (v. Nos 99 et 103) que pour 
les valeurs positives de À. Si l’on veut donc que les fonctions (106.4) 
aient un sens dans l’intervalle 0<À<À„, il faut choisir les signes dans 
l’exposant de la manière suivante:

e-,al et (0<À<À2).

Cela posé, on voit que toute combinaison linéaire
(106.5) x(à) = Cj e-Soi + c2 e~Sa^~^

satisfait encore, dans l’intervalle O<À<Ào, à l’équation (106.3), quelles 
que soient les constantes c, et c2. Pour ajuster la fonction (106.5) 
aux conditions (106.2), il faut déterminer les constantes c, et c2 de 
la manière à avoir

x(0) = /={/(/)} et x(À0) = g = {g(/)}.
Il suffit, dans ce but, de résoudre en c, et c2 le système des 

équations que l’on obtient de (106.5) en posant À = 0 et À = À0:
f = c, + c2 e~ai°s, 
g = c1 + c2.

On trouve ainsi sans peine
f — ge~°lcS _ g — /e-“*0®

C1 J  g—2alc»’ C2 |  g—2aïôs

ou bien, en introduisant les séries de translations (v. № 100)
oo oo

c. = (/ — ge-“2“®) 2 e~2nall>s, c2 — (g — fe~al'-s) S e-2"“^®.
n=0 n=0

107. L’équation parabolique. La même méthode peut être appli
quée à la résolution de l’équation parabolique
(107.1) xu(À,f) = ^(À.f).

On demande, pour O<À<À0 et />0, une solution x(À,/), telle que 
( x(à,0) = 0 pour 0<À<À„,
I x(0,/) = /(/) et x(À0,/) = g(f).(107.2)
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En intégrant (107.1), on obtient
t

J xu (À, t) dr — a2 x(À, /) 
o

et, en posant x(à)— |x(À,f)i,
x'(à) = a2 s x(à) .

En cherchant les intégrales de la forme 
A(À) = ea;+b

qui se confondent avec 1 pour À=0 et à=à0 respectivement, on trouve 
de la même manière qu’au № 105:

g—«Vs X gf q—a\/s Oo *

La continuation du procédé du № 106 conduit à la solution 
x(A) = c, e-“^ 1 + c2e~a^s

°Ù . ._ po
c. — (j—gg-oW» ) 2’e_2no V’ t c — (g—fe-aio\/s ) £e-2nal°v‘.

n = 0 n—o

108. Résolution de l’équation hyperbolique et parabolique dans 
le cas des conditions initiales non nulles. Si l’on demande que la 
solution de (106.1) satisfasse aux conditions plus générales

x(À, 0) = <p(à) et x,(À,0) = pour O<À<Ào,
x(0, t) = f (/) et x(À0, t) — g(t) pour />0,

on obtient, en intégrant (106.1) deux fois,

J(/—t) xu (à ,t) c/t = a2 x(A, /) — a2 <p(À) — a2 t y (à) • 
o

ce qui correspond évidement à l’équation

(108.1) x’(à) = a2s2x(A) — a2<p(À)s — a2y(À).

Pareillement, en cherchant la solution de (107.1) qui satisfait aux 
conditions

x(À,0, — 9?(à) pour O<À<Ào, 
x(0,/)—/(/) et x(À„,/) = g(/) pour />0,

on obtient l’équation 
t

Jxu(ÀT)dr = a2 x(À,/) — a2<p(A) 
o

et, par suite,
(108.2) x'(à) — a8sx(À) — a2œ(A).
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Les deux équations (108.1) et (108.2) peuvent être étudiées en
semble, en considérant l’équation plus générale
(108.3) x'(A) = a2x(À) + b(A).

Supposons que la fonction
c,e-‘,x-l-c2e_o('‘-1) (c,,c2 constantes arbitraires)

soit une solution de l’équation homogène
x’(à) = a2x(A)

dans l’intervalle 0<À</x, où 0</x<à0. Alors la méthode de variation 
des constantes permet de trouver une solution de l’équation non 
homogène (108.3). On pose
(108.4) x(À) = e~%(À) + e—û*-«c2(A, /x).

En dérivant (108.4) par rapport à À, on obtient
(108.5) x (A) = — ae^c/A) + ae~a^c2U, ù
pourvu que
(108.6) e_8ic',(A) + e-^-^c2(A, /x) = 0.

où c'2(À,/x) désigne la dérivée de c2(A,/x) par rapport à À. En dérivant 
encore (108.5), on obtiendra (108.3), pourvu que
(108.7) - ae-«c',(À) + ae-O-^c'/A./x) = b(A).

Les conditions (108.6) et (108.7) entraînent, en supposant qu’il 
existe l’inverse de a, les égalités suivantes

(108.8) e-^c'/À) = - e-«û‘-«b(A),

108.9) e-^c'(À,/x) = ±e-«b(A).

En intégrant (108.8) dans l’intervalle [0, [A et (108.9) dans l’inter
valle [À, /x], on a

(108.10) e-^c^/x) = e-^c,(0) — ~ f e~^~^bMdx
0

et

e~af,c2U, /î) = e_8"c2(/x, — e~axb(x)dx.

La dernière égalité peut encore s’écrire, pour /x = A0 et c2 = c(A0, Ao), 
i.

e-8je“8(io_'l)c2(A, Ao) = c2e~ale~af-lv~^ —e~al • ^/e~‘,(x~1)b(x)dx.
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d’où

e—i)c2(À, Ào) — c2e—e~a(jc~i)b(x)dx.

En posant = k et c1(0) = c1 dans (108.10) et /* = À0 dans (108.4), 
on trouve enfin la formule suivante

i
(108.11) x(à) = cie~al + c2e_a(J<,_1)— 2^J e_'l(i-’')b(x) dx— 

a o
*0

— 2~a J e-o(x-i) b(x)dx.

Pour déterminer les valeurs de c, et c2 il suffit évidemment de 
résoudre le système d’équations

x(0) = f — cx + c2e~alc — ■kf e~axb(.x)dx,
0

x(À0) = g — Cle~"^ + c2 — 2a/e_a(;°_x)fe(x)dx, 
o

c’est ce qui conduit aux formules analogues à celles à la fin du № 106j 
Dans le cas de l’équation (106.1), la première des intégrales qu

figurent dans la formule (108.11) prend la forme 
i

— 2as /e~aS(1-x)[a29’(x)s + a2y>(x)]dx = 

i i
— — y Je~aS(i~^<jp(x)dx----- e~as(i~x)yj(x)dx;

1 o 0

elle peut donc être évaluée moyennant la formule (101.2). Pareillement 
on peut évaluer les autres intégrales qui figurent dans la solution.

Dans le cas de l’équation (107.1), la première des intégrales 
de (108.11) a la forme

i j
/ = —a f 77=" ç;(x)dx

o v
et, en posant a(À — x) = m,

aX

1= J l'h e-yf^ £)
0

et enfin, en vertu de la formule (102.2),
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Pareillement on peut évaluer les autres intégrales qui figurent 
dans la solution.

109. Sur l’unicité des solutions. L’unicité des solutions x (À, f) 
des problèmes considérés aux Nos 105—108 est assurée pour l’anneau 
CT par le fait que tout élément non nul de cet anneau est 
libre (v. № 103). En effet, si les fonctions x, (à) et x2 (à) satisfont 
à l’équation (105.4) avec la même valeur initiale x/0) = x2(0) = Iv'COL 
alors la différence x, (à) — x2 (à) satisfait à l’équation homogène
(105.2) et est idevtiquement nulle, d’après le théorème 85. Il s’en
suit que la solution x (À, t) du № 105 est unique.

Les problèmes des Nos 106 et 107 sont des cas particuliers du 
problème plus général du № 108, il suffit donc considérer ce dernier. 
Supposons que x,(à) et x2(à) soient deux solutions de l’équation
(108.3) avec les mêmes conditions limites

x,(0) = x2(0) = f et Xj(À0) = x2(À0) = g.
Alors la fonction x (à) = eaMx,(À) — x2(à)] satisfait à l’équation 

homogène
x"(à) = a2x(À)

avec les conditions limites x (0) = x (Ào) = 0. Si y(À) = c,eai+c2ea(ia_1) 
on peut fixer les constantes c, et c2 de manière que y (0) = x (0) et 
y'(0)=x'(0); en effet, il suffit de poser

c, = y (a x,(0) — a x2(0) + x'^0) — x'2(0)], 

c2 = 2 [a x,(0) — a x2(0) — x'j(0)+x'2(0)].

Il s’ensuit, d’après le № 86, quey(À) = x(À) pour 0<À<À„. Donc 
y (0) = y (À„) = 0, c’est-à-dire 
(109) c, + c2 eal° = c, eai°+c2==0,
d’où

c, (1—e2a;°) = 0.

Comme tous les éléments (non nuis) de l’anneau Coo sont libres’ 
il s’ensuit que Cj = 0 et que, d’après la seconde des égalités (109), 
c2 = 0. On a donc

y (à) = eaoi [x, (à) — x2 (à)] = 0 pour 0<À<À„
et, pour la même raison que tout à l’heure,

Xj(à) — x2(à) = 0 pour 0<À<À„, 
d’où la proposition.
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110. La forme générale des équations aux coefficients constants 
du type hyperbolique et du type parabolique. En terminant la deu
xième partie du présent mémoire, nous esquisserons la méthode de 
résolution de l’équation

(110.1) axu + 2Pxu + Yxtt + 2ôxi+2ex, + rjx — f (X, /),
où a, p, y, ô, e sont des nombres et {/(X, 01 une fonction donnée. 
Cette méthode sera applicable aux 2 cas suivants:

(I) A = p2-ay>0;
(II) /1 = 0 et B = pô— ae>0.

Cas (I). Si y>0, on trouve, en intégrant (110.1) deux fois, 
al2 x"+2(pi+ôl2)x' + (y+2El + rjl2)x = g(k)

et ensuite
(110.2) ax''+2(/Js-t-<5)x' + (},s2 + 2£s-l-J7).x = s2g (à),

où g (à) dépend de {/(X, f)l et des conditions initiales.

En cherchant, pour l’équation homogène correspondante
(110.3) ax'’ + 2(^s + d)x' + (xs+2es+)7)x = O,

les solutions de la forme y (X) = eai+b, on trouve pour a la condition 
suivante
(110.4) aa2 + 2(/?s+^)a+(ys2+2«s+>?) = 0.

Si a^O, on trouve ainsi
(110.5) a = -| (—/?s — tfisVj),

où A = P2— ay, B = p&— ae, C = ô2 — arj et A — A + Bl+CI2. On peut 
transformer (110.5) de la manière suivante:

a = — (—P ± Vx ) s+ — ( — <5 ± ~v-=) ±

, 1 f c_______B (B + CO \ .
- a \ y/A + yjA ‘ 2 V/l ( y/A + y/A)* ) * '

Il existe donc, pour a, deux valeurs de la forme 
a = ps+v+m,

où n, v sont des nombres et m un élément ordinaire de l’anneau 
considéré. Par conséquent on a, pour y(X), deux expressions de la 
forme
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Les deux derniers facteurs e’A et eml ont toujours un sens. Pour 
que le premier facteur e"si+b ait un sens dans l’intervalle considéré 
À,<À<À2> il suffit évidemment de poser b — — xs, où x>max (/U,, v)^).

Si a — 0, l’inégalité /l>0 entraîne /3^0 et l’on a

_  ys2 + 2«s+jj_ y . y& — 2y3e fprj — 2/fôg+rd2 l
a~ 2(Ps+ô) ~ 2pS + 2p 2>2 'p+ôr ,

l’expression pour y (à) a donc la forme
. çvl . çol

où y, v et o sont des nombres.

Pour passer de la solution de l’équation homogène (110.3) à celle 
de l’équation non homogène (110.2), on peut appliquer, pareillement 
qu’au № 108, la méthode de variation des constantes. La solution 
que l’on trouve ainsi contient encore deux constantes dont on peut 
disposer de la manière à ajuster cette solution au problème donné.

Cas (II). Les relations /1 — 0 et B>0 entraînent a^O. Alors 
les valeurs de a que l’on trouve d’après (110.4) peuvent s’écrire sous 
la forme

a = -(.— ps — d+ Vs. VB + C/T=— @-s+ — y/s —d+ VB+Cr.
. « a a « ~ A V t
On a donc, pour y(A), deux expressions de la forme 

eMsx+r\/sÂ+o+» V*+i> (y, v, a, r nombres)

dont le sens est toujours, pour b choisi convenablement, déterminé 
(v. № 103).

i
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Streszczenie

Praca niniejsza stanowi ciąg dalszy pracy, która ukazała się pod 
tym samym tytułem L'anneau algébrique et ses applications dans 
l'annalyse fonctionnelle (Première partie) w tomie II Annales U. M. C. S.

W ustępach 47—50 wprowadzam do grupy abelowej następujące 
pojęcia: elementy nieujemne, nierówność i moduł.

Zbiór A* elementów nieujemnych spełnia aksjomaty:
1* 0e A*;
2* Gdy aeA* i be A*, to a + beA*;
3* Gdy aeA* i b — qa e A* dla każdego q naturalnego, to a = 0.

Piszemy nierówność a<b wtedy i tylko wtedy gdy b — aeA*,
Moduł jest operacją, która przyporządkowuje każdemu elementowi 

aeA pewien element |a|e^4* i która czyni zadość aksjomatom:

1° |a| = a dla każdego aeA*;
2n Gdy |a| = 0, to a = 0;
3° |—a| = |a|;
4° |a 4- b|<|a| + \b\.
W ustępach 51 — 58 omawiam pojęcie granicy mocnej. Ciąg a" 

(n=l,2,...) jest zbieżny mocno do granicy aeA, gdy istnieje taki 
element c e A*, że dla każdego q naturalnego mamy q\an — a|<c dla 
n dość dużego.

Pojęcia powyższe wprowadzam następnie do pierścienia alge
braicznego (59 — 64), uzupełniając odpowiednio aksjomatykę. Z kolei 
definiuję pojęcie ciągłości, pochodnej i całki (65 — 74).

W ustępach 75 — 81 wprowadzam pojęcie granicy słabej. Pozwala 
ono dołączyć do rozważnego pierścienia algebraicznego nowe elementy, 
które nie były w nim zdefiniowane bezpośrednio. Wychodząc np. 
z pewnych pierścieni funkcyjnych, otrzymuje się dla każdej funkcji 
sumowalnej element, który można uważać za jej pochodną. W ten 
sposób każda funkcja sumowalna staje się różniczkowalna. Podobne 
zjawisko występuje w teorii dystrybucyj L. Schwartz’a, opartej na 
teorii funkcjonałów liniowych. Metoda, którą posługuję się w niniej
szej pracy, podobna jest raczej do konstrukcji G. Cantora zasto
sowanej w jego teorii liczb niewymiernych.

Pojęcie zbieżności słabej pozwala na rozszerzenie poprzednio 
rozważanych pojęć przez wprowadzenie ciągłości słabej, pochodnej 
słabej i całki słabej (82 — 83).
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W ustępach 84 — 86 badam najprostsze typy równań różniczkowych 
w rozważanej przestrzeni abstrakcyjnej.

W zastosowaniach (87—110) główną rolę gra pierścień CT funkcyj- 
ciągłych, w którym suma jest określona w sposób zwykły, zaś iloczyn
przez całkę f (t—t) b(r) dt. Wśród elementów uogólnionych, będącycho
granicami ciągów słabo zbieżnych, otrzymuje się wtenczas wszystkie 
funkcje sumowalne, liczby zespolone oraz nowe twory matematyczne, 
realizujące symbole rachunku Heaviside'a.

W ostatnich ustępach (105—110) omawiam zastosowania do roz
wiązywania równań różniczkowych o pochodnych cząstkowych (typu 
hyperbolicznego i parabolicznego).


