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(Deuxiéme partie)

PierScien algebraiczny i jego zastosowania w analizie funkcyjnej
(CzeS$¢ druga)

Introduction. Ce travail est la continuation de l'article L’anneau
algébrique et ses applications dans l'analvse fonctionnelle (Premiére
partie) qui a paru dans ces Annales, Vol. II, 1947.

Nous introduisons ici axiomatiquement (Chapitre IV) les notions
suivantes: 1° I'ensemble A* d’é!éments non-négatifs, 2° l'inégalité et
3° le module. On obtient ainsi une structurc dans laquelle on peut
définir les notions dec limite, de fonction cortinue, de dérivée et d’in-
téorale. Toutes ces notions coincident, dans le cas des nombres
réels, avec les notions habitucelles.

Nous introduisons ensuite (Chapitre V) les notions de limite
faible, de fonction faiblement continue, de. dérivée faible et d'inté-
grale faible qui sont des généralisations des notions prézédentes. Ces
notions trouvent une application intéressante (Chapitre VI), en con-
sidérant l'espace C; des fonctions f(#) continues pour 0 <{<T. On
retrouve, parmi les éléments géneralisés qui sont des limites des suites
faiblement convergzntes, les fonctions sommables (N°* 89 ct 90), les
nombres complexes (N° 92 ct 93) et certains étres mathématiques,
étrangers a l'analyse classique, qui réalisent les symboles du calcul
de Heaviside (N° 94 et 99). Cettc interprétation attribue donc
aux symboles de Heaviside un sens mathématique direct, par contre
a la théorie de la fransformation de Laplace (N° 104).
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Au cours de la rédaction de la deuxiéme partiec de L’anneau al-
gébrique nous avons trouvé inutile de discuter largement les diverses
interprétations de I'anncau, introduites dans la premicre partic, nous
nous sommes cependant bornés, dans la plupart des applications, a
I'espace C;. Signalons de plus que dans les interprétations I,, I; (i),
I;(iv), Io(x), F et V,z (N* 12—16) la définition de 1'égalité des
é'éments était incompat.ble avec l'axiome II du groupe abélien (N° 1).
Nous tenons de rectifier ci-dessous en détail cette erreur. Remar-
quons dailleurs que cette erreur ne concerne que quelques interpré-
tations particulicres et ne touche pas la théoric générale.

Pour les raisons techniques, nous avons renoncé de discuter, dans
la deuxi¢me partie, les propriétés topologiques des espaces y consi-
dérés et leurs rapports avec dautres espaces abstraits et nous nous
sommes décidés d’insérer ces problemes dans un article séparé qui
se trouve en préparation.

En terminant, qu'il me soit permis d’exprimer mon affectueuse
gratitude a MM. A. Bielecki et C. Ryll-Nardzewski qui, par
leurs propres recherches et de nombreuses discussions, ont contribué
a éclaircir beaucoup de points de la théorie exposée.

Rectification relative a la premiére partie. Certaines interpréta-
tions de I'anneau algébrique données aux N° 12—15 sont incorrectes.
A savoir, les définitions du N° 12 de I’égalité et de la somme, ne
sont pas compatibles, dans le cas de lI'ensemble I, avec l'axiome II
du N° 1. En effet, si la fonction a={a(f)} n'est pas définic dans
certains points ou la fonction b={b (¢)} l'est, il n'existe pas de fonc-
tion x={x(#)} pour laquelle a+ x=b. Donc I; n’est pas un anneau
algébrique. Or, il le deviendra, dés que 1'on suppose que

(«) les fonctions de I; sont définies parfout dans lintervalle
0<t<T;

t
(B) la composition |a(t —z) b(x)dr de deux fonctions quelcon-
0

ques de I, est encore définie partout dans cet intervalle.

Remarquons que les conditions («) et (3) sont satisfaits dans le -
cas des ensembles [ (ii),..., I;(ix), sauf I;(iv), du N° 13; ceux-la
sont donc des interprétations correctes de ’'anneau algébrique. Par consé-
quent il en est de méme des intersections de ces ensembles avec I'un
quelconque des ensembles I (i), I; (iv) ou I (x) (dans le dernier cas
pour T = 00).
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Les suppositions (¢) et (B) doivent étre adoptées partout dans
la suite du texte de la premicre partie o l'on parle des anncaux
I, I (i), I;:(iv) ou I(x).

Pour les raisons analogues a celles de tout a I'heure, une rectifi-
cation convenable est nécessaire pour les ensembles F et V5 des
N“ 14 et 15. Notamment l'ensemble F deviendra un annecau algé-
brique, en supposant que les fonctions feF sont définies parfout dans
le carré K, l'exception faite de la diagonale x =y, et mesurables par
rapport a chacunc des variables x ct y. Pareillement I'ensemble V 4
deviendra un anneau algébrique, en supposant que les fonctions fel/ 44
sont définies partout dans le triangle T ,, et mesurables par rapport
a chacune des variables x et y. C'est avec cette correction qu’il faut
entendre dans la suite les interprétations F et 1 _

Les remarques ci-dessus nc concernent pas les cnsembles I, F
et V,; du N° 17, ces derniers étant des interprétations correctes de
I'anneau algébrique.

Voici encore quelques autres erreurs remarquées dans le texte
de la premiére partie de ce travail:

page ligne remplacer par
1 2 (d’en bas) des des
2 16 (d’en bas) linéaire algébrique
10 15 a () b()
14 6 l'intervalle Iintervalle 0 <<¢t<T
18 12 liné.ire algébrique
35 3 I—3P—-2p 1—312=2p

Chapitre 1V

Inégalité et module

47. Définition de l'inégalité dans le groupe abélien. Nous avons
considéré dans notre étude présédente de I'anneau algébrique les quatre
notions suivantes: somme a+b, différence a—b, produit ab et, sous

- X . a ) 4 3
certaines hypotheses, quotient b- Nous introduirons maintenant une

nouvelle notion, a savoir celle d’inégalité a<b. Pour rendre notre
exposé plus systématique, nous étudierons cette relation tout d’abord
dans le cas du groupe abélien et seulement aprés dans celui de
I'anneau algébrique.

Remarquons que, dans le cas des nombres réels, la relation a<<b
est éqmivalente a I'énoncé suivant: la différence b—a est un nombre
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non négatif. Si la classe A* des nombres réels non négatifs est dé-
terminée, on peut donc définir I'inégalité a b par la relation b—ae A®.
C’est dc cette maniére que nous définirons I'inégalit¢ dans le cas
général.

Etant donné un groupe abélicn additif A, nous considérons un
sous-ensemble quelconque ACA qui satistait aux axiomes suivants?!):

1% 0e A%

2* Si aeA” et be A%, alors a+be A*

3* Si a¢ A* et b—qae A%, quel que soit q naturel, alcrs a=—Q

Nous posons par définition

a- b,

lorsque b—ae¢ A*; I'ensemble A* peut ainsi ¢tre cnvisagé comme celui
d'é.éments non négatifs et I'axiome 3* joue alors le role de 'axiome
d’Archiméde.

Remarque 47. Le produit des é'éments de A par un nombre
quelconque n’est pas défini, en général. Cependant le produit par un
nombre naturel g a toujours un sens, si I'on posc par définition

la=a et (g+1)a=qa+a (@q=1,2,..).

C’est dans ce sens quil faut entendre le produit ga dans la con-
dition 3*.

48. Propriétés fondamentales de l'inézalité. On déduit de la dé-
finition du N° 47 les propriétés suivantes de l'inégalité:

(i) Tout élément ae A* satisfait a linégalité 0< a.

En effet, si ae A* on a a—0e¢ A*

(ii) Si a=b, alors a b.

En effet, on a alors b—a—=—0¢ A*,

(iii) Si a<b<c, on a a<c (transitivité). ;

En effet si b—ae A* et c—be A® il vient, d’apres 2%,

c—a=(c—b)+(b—a)e A*.

(iv) Si a<b et c--d, on a atc  b+d.

En effet, on a alors b—ae¢ A* ¢t d—ce A*, donc d’apres 2%,
(b+d)—(a+c) = (b—a)+(d—c) ¢ A*.

Dapres (iv) les inégalités peuvent étre ajoutées I'unc a l'autre.

(v) Si a<b, on a qa< gb pour tout q naturel.

1) Voir J. G.-Mikusinski [14]. .
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En effet, dapres (iv) on a 2a<°2b et par induction ga< gb pour
tout p naturel.

(vi) Si a~ b, on a a—c  b—c pour tout ce A.

En cffet, on a alors (b—c)—(a—c) =b-—a¢e A*.

(vii) Si a< b a, on a a=b.

En cffet, on a alors b—ae A* et 0 < — (b—a). La derniére inéga-
lit¢ donne 0~ —q(b—a) pour tout g naturcl, cec qui peut sécrire
0—qg(b—a)e A*. En vertu de 3* on a donc b—a=\.

49. Relations avec la notion classique d'inégalité. On rcconnait
dans les propositions du N° 48 lcs lois usuelles de I'analyse classique.
Or, ceci s’explique facilement par le fait que les axiomes 1*—3* sont
remplis par I'ensemble des nombres non négatifs. Donc, toutes les
régles déduites de 1*—3* sont légitimes dans le calcul ordinaire.
Remarquons que la réciproque n'est pas vraie. En cffet, étant donnés
deux nombrecs non négatifs a ct b, on peut affirmer toujours que
'une au moins des deux inégalités a< b ou b~ a a licu. L’exemple
suivant montre que cctte proposition n’est pas vraic, cn général, pour
les ensembles A* quclconques.

Soit A4 I'ensemblc des fonctions réelles, définics dans lintervalle
(0,1). On admet la définition habituelle de 'addition. Convenons que
toute fonction non négative dans (0,1) apparticnt 4 A% Alors on
vérifiec sans peine quc les axiomes 1*—3* sont remplis. Or, les deux
fonctions a=|t] ct b=|1—t| apparticnnent a la classe A% tandis
quaucune des inégalités a<~b ou b a n'a licu.

L’exemple ci-dessus montre qu'en opérant avec le symbole < il
faut agir avec précaution et que 'on n’a:-de droit de profiter, dans le
cas général, quc des régles qui ont été déduites des axiomes 1%—3*,

50. La notion de module. Considérons maintenant un groupe
abélien quelconque A et son sous-cnsemble A* satisfaisant aux axio-
mes 1*—3% Nous introduirons une opération qui fait correspondre
a chaque élément ae A un élément |ale A*. Nous appellerons cette
opération module lorqu'elle satisfait aux axiomes suivants?):

1° 'al=a pour tout ae A*;

2> |a|=0 entraine a=0;

3 |—al=lal;

4° |a+bl|< |al+|b]|.

) J. G-Mikusifiski[14].
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De ces axiomes, on déduit les regles suivantes:
(50.1) l|a|l=|a| pour tout a€ A;
(50.2) |la—b|<l|al+]|bl;
(50.3) lla|——-|b|: < 3|a—b| (l'inégalité de A. Bielecki)?);
(504) la+...+a,l <lal+...+]a,l.

En effet, (50.1) résulte de 1°; (50.2) de 4° et 3°. Pour démon-
trer (50.3) remarquons d’abord que I'on a, d’aprés 4° et 3°,

(50.5) 0<|bl—|al+|a—bi,
(50.6) 0<|al—|bl+|a—b
et aussi
lal—|bl|<|al—(bl+la—bl+|—la—b].

Donc en vertu de (50.6), 1° et 3°
(50.7) lal—|bl|<]al—|b|+2|a—b].
En ajoutant enfin les inégalités (50.5) et (50.7) on obtient (50.3).
Enfin I'inégalité (50.4) se déduit par induction de 4°.
Exemple 50.1. Supposons que A soit l'ensemble des nombres
entiers avec la définition habituelle de l'addition. Supposons ensuite
que A* soit composé des nombres 0, 2, 3, 4,... et que le module soit

entendu au sens ordinaire, 'exception faite de | =1 ==5. Le lecteur
véritiera que les postulats 1% — 3* et 1°—4° sont remplis et que

4] —11]]< 3{4—1].
141~ 111« 2(4—1],
[4l—11l<z14—1].

Cet exemple est fort instructif, car il montre que le coefficient 3
dans l'inégalité (50.3) ne peut pas étre diminué.

Exemple 50.2. Le lecteur démontrera que I'on a généralement
2“8|_|b|.<4|8—b| et I2|8|—2|b|l<2|a—b| (A. Bieleck).

51. Limite forte!). On dira qu'une suite infinie a, (n=1, 2,...)
dont les éléments appartiennent 2 A converge fortement vers ae A,
3) A.Bielecki [1].

) L’adjectif forte cst employé pour distinguer la limite considérée ici de la limite
faible que nous étudierons au Chapitre V. !
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en symbole lim a,= a, lorsqu’il existe un ¢lément ce A* tel que, quel
que soit ¢ naturel, on a

qia,—al < c pour n suffisamment grand.

Le lecteur vérificra que dans le cas des suites numériques cette
définition est équivalente avec la définition usuelle.

52. Propriétés fondamentales de la limite forte. Signalons les
propriétés suivantes de la limite forte:

La limite forte, si elle existe, est unique.

En effet, en supposant qu’une suitea = converge fortement vers
deux limites a et b, on aura pour toutq naturel

qlan-—a|<c1 et qgla,—bl<c

pour n suffisamment grand. Par suite

qb—al=q(a,—a)—(a,—b) < q(a,—a +l|a,—b) <c,+c,
et [b—a =0 (axiome 3*), b—a = 0 (axiome 2°), b=a.

Si une suite a, converge fortement vers a, il en est de méme
de toute suite partielle a, (k;<k,<...).

Un rearrangement quelconque des éléments d’une suite n'influence
ni la convergence ni la valeur de la limite.

Les deux derniéres propositions bien évidentes.

Si les deux limites fortes lim a, et lim b, existent, on a

lim (a,* b,) = lim a, + lim b,.
En effet, si

qla,—al<c, et qlb,—b!« ca,
on a

q (a,£b,)—(atb)| < qla,—al+b,—b|)<c, +c,.
Si lim a,= a, alors lim |a,|=!a|.

En effet, d’apres (50.3) on a
sition.

!8,,|—|a||\<'3|a,,—ai, d’ol la propo:

Si a,<b,(n=1,2,...), on alima, <limb,, pourvu que les deux
limites existent.
En effet,

0<|[b—a|=lim|b,— a,|=lim(b,— a,)=lim b,—lim a,.

53. Convergence forte dans un sous-groupe. Considérons un
groupe abélien A4, ou le sous-ensemble A* d’éléments non négatifs et
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I'opération de module sont établis. Soit B un sous-groupe dc A4 tel
que ;al€ B pour tout ¢lément ae B et posons B* = BA* ou BA* dé-
signe la partic commune des ensembles B ct A*.

L’ensemble B* satisfait évidemment aux axiomes 1¥*—3* du
N° 47. De plus, si I'on rétrécit le domaine du module a I'ensemble B,
les axiomes 1°—4° du N° 50 sont encorc remplis (il faut alors rem-
placer dans 1° A* par B*). On peut donc introduire la convergence
forte dans B sans faire intervenir I'ensemble A. La quecttion se pose
d'établir les conditions dans lesquelles les deux convergences relatives
aux cnsembles A et BB sont équivalentes.

Désignons par

lima, et Ilima,
A
B

les limites fortes relatives aux ensembles 4 et B. Il est évident que si
liﬂn a, (a,eB) existe, il en est de méme de Ii;n a, €t que les deux limites

sont égales. Or, I'exemple suivant montre que I'existence de la limite
[im a,=a n’cntraine pas en général celle de lim a,, méme dans le cas ou
A B

tous les termes, de la suite a, ainsi que I’élément a appartiennent a B.
Soit A 'ensemble des fonctions réelles, définics dans l'intervalle
ouvert (0,1). Adoptons la définition habituelle des fonctions non
négatives ae A* et la définition habituelle du module. On vérifie
facilement que les axiomes 1*—3* et 1°—4° sont remplis. On a

li/rin {#eh=1o},

car, quel que soit g naturel, on a q ¢ ]-l_j’; pour t€(0,1) et n assez
grand. Soit maintenant BC A I'ensemble des fonctions bornées dans (0.1).
Chacunc des fonctions {#'} et la fonction {0} appartiennent 4 B, mais la
limite liLn [t"} n’existe pas.

Or, la proposition suivante cst vraie:

_Si pour tout ae¢ A* il existe un élément be B* tel que b—ae A*
et si liAm a,¢B (a,¢B), alors lirlp a, existe et est égal a ]i}n a,.

La démonstration est immédiate.

54. Convergence forte dans les espaces fonctionnelles. Nous
étudierons maintenant la convergence forte dans les espaces fonction-
nelles avec la définition habituelle de I'addition.

Supposons que A soit un ensemble de fonctions réelles ou com-
plexes, définies sur un ensemble G (G peut étre un ensemble quel-
conque non vide) et que
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(i) A soit un groupe abélicn par rapport a Paddition;
(ii) le module (au sens ordinaire) de toute fonction de A appar-
ticnne a A.

Nous convenons que A* est le sous-enscmble de A formé des
fonctions non nézatives (au sens ordinaire) et que l'opération de mo-
dulc est ecntendue au sens ordinaire. Czla étant, on vérifie facilement
que les axiomes 17— 3% et 1°— 4° des N® 47 et 50 sont satisfaits.

Nous démontrerons les théorémes suivants ®):

Théoréme 54.1. Si A est I'ensemble de toutes les fonctions (ré-
elles ou complexes) bornés sur G, la convergence forte (au sens du
N° 51) équivaut & la convergence uniforme sur G.

Corollaire 54.1. Lorsque A est I'ensemble des fonctions (réelles
ou complexes) continues sur G et que G est un compact, la con
vergence forte équivaut a la convergence uniforme sur G.

(e o]
Théoréme 54.2. Si G=3G, et A est 'ensemble de toutes les

r=1
fonctions (réelles ou complexes) bornées sur les ensembles G, (v=
1, 2,...), alors la convergence forte équivaut a la convergence uniforme
sur tous les ensembles G, .

Corollaire 54.2. Lorsque A est I'ensemble des fonctions (réelles
ou complexes) continues sur G et que G est un ensemble ouvert, la
convergence forte équivaut a la convergence uniforme dans lintérieur
de G, c’est-a-dire a la convergence uniforme sur tous les compacts
contenus dans G.

Démonstration du théoréme 54.1. Si une suite a,=
la(x)} (xeG) converge fortement vers a={a(x)}, il existe dans A*

unc fonction c=[c(x)} telle que, pour tout q naturel et tout xeG,
on a

(54.1) qla(x) — a(x) <c(x) a partir d’'un indice n.
Si 7 est la borne supérieure de c(x) sur G, on a donc
|a,(x) —a(x)| < 3.

d’ou la convergence uniforme sur G. Réciproquement, si 'on sup-
posc la convergence uniforme sur G, on a pour tout g naturel et
tout xe G,

q la,(x) — a(x)| 1  a partir d’'un indice n,
et il suffit de poser c=|1}.

") Voir J. G.-Mikusinski [14)}.
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La démonstration du corollaire 54.1 est immédiate, en vertu du
N° 53.

La démonstration du théoréme 54.2 sera appuyée sur un lemme
qui nous sera encore utile dans la suite.

Lemme 54. Soit H,, H,,... une suite d’ensembles disjoints et soit
G leur somme. On suppose qu’une suite de fonctions a,={a,(x))
(x € G) converge uniformément vers a—= |a(x)} sur chacun des ensem-
bles H,, H,,... et que

la,(x)| < b(x) pour xeG (n=1,2,...),
ou b(x) est une fonction non négative sur G. Si B,, ,, ... est une suite
de nombres positifs, croissante indéfiniment et c(x)=p, b(x) pour

xeH, (»=1, 2,...), alors, quel que soit q naturel et xeG, on a pour
n assez grand
(54.2) qla(x)—a(x)| < c(x).

Démonstration du lemme. On a

la,(x)a(x) | < la,(x) — a(x)| + la,(x) +a,(x)] < |a,(x) — a(x)| + 2b(x)
pour xeG et m,n=1,2,... . Si lon fait tendre m vers linfini, il
vient donc
a,(x) —a(x)| < 2b(x) pour xeG ct n=1,2, ... .

Soit maintenant ¢ un nombre naturel fixé arbitrairement et v, le
moindre indice tel que 8, > 2q. Alors I'inégalité (54.2) a certainecment
lieu pour xe H,, ou » > »;,, et n quelconque, car q a,—a,| < q(a, +
+ la,) < 2qb(x). Or, l'inégalité a encore lieu pour x appartenant
a I'un quelconque des ensembles H,,..., H, _,, pourvu que n soit assez
grand, car la suite [a,(x)} converge uniformément sur chacun de ces

ensembles. Donc pour n assez grand Iinégalité (54.2) a lieu sur
I'ensemble G tout entier.

Démonstration du théoréme 54.2. Il est évident que la
convergence forte entraine la convergence uniforme sur G, (»=1,2,...).

v—1
Pour démontrer l'inclusion inverse, posons H,=G, et H, = G, — Y G,

=
pour »=2,3,...; les ensembles H,; H,,... sont évidemment disjoints

oo
et 'on a G= Y H . Si maintenant une suite a,={a,(x)] converge

v=1
uniformément sur chacun des ensembles G,, il en est de méme des
ensembles H, et il existc une fonction b={b(x)}, bornée sur chacun
des H,, telle que

la(x)] < b(x) pour xeG et n=1,2, ... .
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D’aprés le lemme 54 on a donc, quel que soit g naturel,
qla(x)—a(x)| <c(x) pour n assez grand,
ou c(x) est une fonction bornéc sur chacun des ensembles H, et par

suite sur chacun des ensembles G, (car G, ¢ ‘E‘H,).
Démonstration du corollaire 54.2. Tout ensemble ouvert
oo
G peut étre représenté sous la forme G= 3 G, ou les G, sont des
y=1

compacts. Or, toute fonction continue dans G est bornée sur chacun
des compacts G, et, inversement, toute fonction qui est bornée sur
les G, pcut étre majorée par une fonctien continue dans G, d'ou le
corollaire, en vertu du N° 53,

55. Convergence forte dans les espaces des fonctions définies
presque partout. Il est parfois commode d’appecler égales les fonc-
tions qui sont égales presque partout. Or, cet abus de language,
fréquent dans la théoric des fonctions réelles, peut conduire a certaines
confusions, lorsqu’'on parle par exemple de l'unicité de la limitc ou
de I'unicité du zéro dans un groupc abélien. Cette difficulté logique
peut étre levée, en considérant les classes de fonctions dont les
éléments sont égaux presque partout. On cst ainsi amené i considérer
des suites de classes au lieu de celles de fonctions; la limite d’une
telle suite scra encore une classe. Pareillement le zéro dans un groupe
abélien sera la classe des fonctions qui sont nulles presque partout,

Il est quand méme possible, en gardant certaines précautions, de
parler des fonctions au lieu de leurs classes et c’est ce que nous ferons
dans la suite. Il faut naturcllement convenir que toute fonction peut
étre remplacée par n'importe quelle fonction qui n’en difféere que sur
un ensemble dec mesure nulle. Les théorémes d'unicité signifierons
que la fonction dont il s'agit est déterminée a4 un enscmble de
mesure nulle prés.

Cela convenu, considérons un ensemble A de fonctions mesura-
bles et finies presque partout sur un ensemble mesurable G. Sup-
posons que

(i) A soit ur groupe abélien par rapport a I’'addition;
(ii) le module (au sens ordinaire) de toute fonction de A appartienne
encore a A.

Soit A* le sous-ensemble de A formé des fonctions non négatives
presque partout sur G et convenons que l'opération de module soit
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entendue au sens ordinaire. Alors les axiomes 1* —3* et 1° —4° des
N 47 et 50 sont satisfaits.

Nous démontrerons les théorémes suivants®):

Théoréme 55.1. Si A est 'ensemble de toutes les fonctions me-
surables et finies presque parfout sur (G, alors la convergence forte
équivaut & la convergence presque partout (au sens ordinaire) sur G.

Théoréme 55.2. Si A est 'ensemble de toutes les fonctions p-som
mables (p > 0) sur G, alors une condition suffisante et nécessaire
pour qu'une suite a,— l|a,(x)| converge fortement vers a= |a(x)) est
qu'elle converge presque partout (au sens ordinaire) vers a et qu'elle
soit bornée presque partout par une fonction p-sommable ¢ = {c(x)!
cest-a-dire que l'on ait | a(x)| < c(x) pour x¢G et n=12,....

Démonstration du théoréme 55.1. Il est évident que la
convergence forte entraine la convergence presquc partout. Supposons
maintenant, inversement, quune suite a, .a (x)] converge presque
partout sur G. Alors il existe une foncmn ’b(x) mesurable et finie
presque partout sur G, tclle que

(55) la,(x)| ~ b(x) s 2r.. )

presque partout sur G. D’autrc part il existe. d’aprés un théoréme
d’Egoroff?), une suite densembles mesurables H, H;, H,, ... telle

oo
que | Hy, =078), ZIH_ =G et que la suite a, converge uniformément

sur chacun des ensembles H,, H,, .... On peut supposer que les ensem-
bles H,, H,, H,, ... sont disjoints et que l'inégalité (55) a lieu partout
sur les ensembles H,, H,..... En effet, dans le cas contraire on pose-

—1
rait Hy=H, + K, Hy=H,—K et H,=H, = SH,—K (=23,

K étant I'ensemble (de mesure nulle) ou linégalité (55) n’a pas lieu, et
I'on prendrait ensuite les ensembles Hy, IT), ... au lieu de H,, H,, ... .

Cela étant la convergence forte résulte immédiatement du lemme 54.

La démonstration du théoréme 55.2 est analogue. La seule dif-
férence consiste en ce que la suite B, f,, ... du lemme 54 doit étre
choisie de la maniére que la fonction ¢ soit p-sommable. Or, ceci
est toujours possible, car b a été supposée sommable.

) J. G.-Mikusinski [14].

7) On emploiz ici une forme de ce théoréme qui est due & N. Lusin [10], p. 20.
Voir aussi S. Saks [18], p. 19. 3

%) |H,| signific la mesurc- de H,,.
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56. La condition de Cauchy. Nous laissons maintenant de coté
les espaces fonctionnelles et nous revenons a nos considérations
générales.

On dira qu’une suite a, satisfait a la condition de Cauchy, lors-
qu’il existc un élément ce A%, tel que pour tout g naturel on a

q a,—a, <c pour m ct n suffisamment grands.

Théoréme 56.1. Si une suite a, satisfait a la condition de Cauchy,
-elle est bornée, c’est-a-dire il existe un élément be A* tel que
la,| < b pour n=1,2... .
Démonstration. On a
la,|=|(a,—a,)+a,l <|a,—a,l|+|a,
Si la condition de Cauchy est remplie, on peut fixer m de¢ manicre que
la,— a,,/ < ¢ pour n>m,

ou ce A*. En posant b=|a|+...+'a,/+c, on a donc a,| b pour
tout n naturel.

Théoréme 56.2. Toute suite a, qui converge fortement vers un
élément a de A, satisfait a la condition de Cauchy.

Démonstration. On a, pour m et n assez grands,
q'a,—al<c et qia,—al<c,
d’ou
qla,—a,|=q|(a,—a)—(a,—a) < (la,—a + la,—a|) < 2c.

Corollaire 56 (des théorcmes 56.1 et 56.2). Toute suite fortement
convergente est bornée.

57. Espaces fortement complets. Nous avons vu au N° 56 que,
si la limite forte lim a, cxiste, la suite a, satisfait a la condition de
Cauchy. Or, la réciproque n’est pas vraie: si la condition de Cauchy
est remplic pour une suite a,, on ne peut pas en déduire cn général
qu’il existe la limitc forte de a,. On le voit aisément sur 'exemple
suivant:

Soit A I'ensemble dc tous les nombres rationnels, ou I'addition
est entendue au sens ordinaire, et soit A* l'ensemble des nombres
rationnels non négatifs. Alors, si la limite forte d'une suite a, €A
existe clle sc confond avec la limite au sens ordinaire. Si mainte-
nant une suitc a, € A converge au sens ordinaire vers /2 clle satisfait
évidemment a la condition de Cauchy, mais elle ne poss¢de pas de
limite forte, car 2 n’appartient pas a A.
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Par contre, si I’ensemble considéré A est celui de tous les nom-
bres (réels ou complexes), la condition de Cauchy entraine toujours
la convergence forte vers une limite qui appartient 4 4. Cet en-
semble est dit fortement complet.

On dit généralement qu'un espace E est fortement complet,
lorsque toute suite a,¢ E qui satisfait a la condition de Cauchy con-
verge fortement vers un élément ae E.

Si un ensemble A est fortement complet, il en est de méme de
I’ensemble A*. En effet, si la condition de Cauchy est satisfaite pour
une suite a,e A*, on a lim a,=—aeA, car A est complet. Or, on
a lima,=lim |a,| =la e A* (v.N° 52), d’ou la proposition.

Exemples 57. Le lecteur vérifiera que les ensembles A considérés

dans les théoremes 54.1, 54.2, 55.1, 55.2 et dans les corollaires 54.1
et 54.2 sont fortement complets.

58. Séries. On dit qu’une série

Z’ a,=a, + a,+ ...

n=1
est fortement convergente vers s lorsque la suite s,=a,+...+a, est
fortement convergente vers s. On appelle s somme de cette série et
I'on écrit
a;+a,t ..=s.

Théoréme 58. Si I'ensemble A est fortement complet et si la série
des modules |a,| + | a,| + ... est fortement convergente, il en est de
méme de la série a, + a, + ....

Démonstration. On a alors, quel que soit ¢ naturel,

qlagy + ..t al<g(lap,l+...+lal)<c
pour m et n assez grands, d’ou le théoréme.

Si la série des modules |a,| + |a,| + ... converge fortement, alors
la série a, + a, + ... est dite fortement et absolument convergente.

59. L’inégalité et le module dans I'anneau algébrique. On adopte
pour ’'anneau algébrique les mémes axiomes 1* —3* et 1° —4° que
pour le groupe abélien (N° 47 et 50) et I'on introduit encore les
deux suivantes:

2** Si ae A* et be A*, alors abe A*;
5* |abl <|al-|b].
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L’axiome 2** parait Ctre tout a fait naturel, car il exprime le fait
quc le produit de deux éléments non négatifs est encore non négatif.
L'axiome 5° est justifi¢ par le fait qu'il est rempli dans certains
espaces abstraits trés importants, tandis que la relation classique
labl=1lal-|b| y est fausse en général. Ce phénoméne a lieu, entre
autres, dans les espaces ou le produit est défini au moyen de I'une
des compositions de Volterra ou des opérations parcilles (v. N° 9).
Considérons, a titrc d’ecxemple, l'espace A des fonctions réelles et
continues dans l'intervalle fermé [0,1]. Adoptons, comme au N° 54,
les définitions habituelles de 'addition, des fonctions non négatives
et celle du module et posons pour le produit

[/ |
ab = (a(®) {b()} = [alt—2)b()d .

L'ensemble considéré est alors un anneau algébrique (v. N° 12 et 13).

Si I'on prend maintenant pour a et b les fonctions {1} et {I—;} respecti-
vement, on aura

ia-b|={u(t—-§-)dt”'=:;ff’-—ﬂ}, ’

¥l —t| pour 0 <t <3 |
T+ 51—t pour } <t<1]

| bl= :f |z—-;-|d1== |
0

donc

Le lecteur vérifiera que

(@) Si 'on adopte la définition habituelle des fonctions non
négatives et du module, alors les axiomes 1%, 2* 2** 3* et 1°— 5,
sont satisfaits pour les anneaux I;(ii), (i), I(v), I;(vi), I,(vii) et
ne lec sont pas pour les anneaux I,(vii) et I(ix) des N** 12 et 13.
Dec plus, les cinq premiers anncaux sont complets.

(®) Si lI'on adopte la définition habituelle du module et si
I'ensecmblc A* est celui des fonctions presque partout non négatives,
alors tous les anneaux 17,17(1) L,(i),.. Ioo(x), I'exception faite de
IT(IX) satisfont aux axiomes 1°%, 2%, 2", 3* et 1°—5° et ils sont
complets. (Les signes ” au-dessus de I signifient ici qu'il faut compter
comme égales des fonctions qui sont égales presque partout (v. N*

55 et 17)). Il en est de méme des anneaux F et V (v. N°* 14 et 15).
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60. Quelques propositions élémentaires. Il est évident que toutes
les propositions établies aux N® 48 et 50 sont vraies dans lc cas de
I'anneau algébrique, car celui-ci est en méme temps un groupe
abélien. Nous ajoutcrons encorc quelques propositions concernant
la multiplication.

i) Sio<a<b e 0<c<d, on aac<bd
En effet, on a d’aprés 2°* et 2*
bd—ac=b(d—c)+(b—a) ce A*.

D’aprés (i) les inégalités dont les premicrs membres apparticnnent
a A* pcuvent se multiplier I'une par l'autre.

(i) Si0<a<b, onaa" <b’ pour tout q naturel.

En cffet, d’aprés (i) on a 0 < a’>< b® ct par induction 0 < a’ <b*
pour tout g naturel.

(iii) |ay...a,! <la,|...|a,l.
Cette inégalité se déduit de 5° par I'induction.

(iv) lim(a,b,)=lim a, - lim b,, pourvu que les deux limites
lim a, et lim b, existent.
En effet si
qla,—al <c; et qlb,—bl<c,.
on a
qlab,—ab|=gq|(a,— a)(b,—b)+a(b,—b)+(a,—a)b]|
<q a,—a|-q b,—bl|+|al-q b,—b|+q|a,—a|-|b|
<cc,tialec,+c bl
(v) Si une suite numérique a, tend vcrs ¢, on a lim a,a=aa
pour tout ae A.
En effet,

q a,a—aa|=qla,—al|-'al <|a| pour n assez grand.

61. Multiplication des séries absolument convergentes. On a le
théoré¢me suivant (da a Cauchy):

oo oo
Théoréme 61. Si deux séries Ya, et b, sont fortement et ab-
n=1| n= l

solument convergentes, il en est de meme de la série )‘c oll

n=1

=ab,+ab,_,+...tab,, et I'on a Zc Za Zb
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Démonstration. Il suffit de démontrer que la différence
dm = Zan * an = ch
n=1 n=1 n=1
tend vers zéro pour m >00. Si m;' <p<§ (p entier), on peut
écrire
d,=ab, tab, +b,)...+a,b,_,,+..+b)+
+ (8,14 t+...+a,) (b,_, ., +...+b)+
+ ab,+(a,_ +a,)byt...+(a,,+...+a) b,_,.

Donc
(61) d|<allb,—pyi+..ib,+D) + (a, 4l +...+]a,)b,

oo o ]
ou a= Y a, et b=3b,. Si maintenant m-0oo, le second membre
n=1 =1

de (61) tend vers zéro, d’ou le théorémec.

62. L'anneau complexe du type [A]. Soit A, I'anncau algébrique
formé de tous les nombres (réels ou complexes) avec les définitions
habituelles de l'addition, de la ‘multiplication, de I'ensemble A% des
nombres non négatifs ¢t du module. Soit ensuite A, un anncau algé-
brique quelconque, ol l'ensemble des éléments non négatifs A% et
I'opération du module sont établies conformément aux axiomes

61.2) P 253 et 450

des N° 48, 50 et 59. Les ¢léments de I'anncau A, seront dits nombres
et ceux de A, vecteurs (v. N° 29). Nous allons considérer I'anncau
complexe A du type [A] (v. N™ 27—29) formé de maniere que le
produit d’'un vectcur par un nombre est toujours un vecteur et que
les axiomes suivants sont remplis:

2*** Si ae A} et a ¢ A}, alors aae A% ;
(62.2) o aiad ) et 2
laa| = |al|-|al.

Nous convenons qu'un élément a+a (ac A,, ae A,) de A appar-
tiendra a I'ensemble A+ des éléments non négatifs lorsque ae 43 et
ae A3, On vérifie facilement que les axiomes 1%, 2% 2** ct 3* sont
alors satisfaits pour A4*. Le module dans A sera défini par la rela-
tion
la+a|=|al+ a].

Cela posé, on vérifie facilement que ce module satisfait aux axio-
mes 1°—5°,
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Remarquons que dans le cas de I'anneau complexe du type [A]
I'inégalité (50.3) peut étre remplacée par I'inégalité habituelle

(62) lal—1bl <|a—bl.

En etfet, on a alors
lal—1bl| <|lal— bl +4 bl —lal+la—bI)| + |— 406l —lal+la—b)|
<i|al=Ibl+la—b|+5]bI—lal+ 1a~b],
d’ou (62), en vertu de (50.5) et (50.6).

Etant donnée une suite u,=a,+a, (o, 4,, a,c A,, n=1,2,...), il
est évident que la convergence forte de u, vers u=a+a équivaut a la
convergence forte simultanée des deux suites a, et a, vers a et a

respectivement.

Remarque 62.1. Si I'on adopte I'axiome 3°°, 'axiome 3° devient
manifestement superflu, car il devient un cas particulier de 3°°,

Remarque 62.2. Nous avons adopté ci-dessus les axiomes (62.1)
pour I'anneau A, et les axiomes (62.2) pour l'anneau A. Ceci en-
traine le fait que les axiomes (62.1) sont encore remplis par I'anneau A.
Or, il est facile de vérifier que, réciproquement, si l'on suppose
que les axiomes (62.1) sont 1emplis par les deux anneaux A, et A,
alors les axiomes (62.2) en scnt une conséquence. En effet, ceci est
immédiat pour I'axiome 2***; quant a l'axiome 3°°, il suffit de re-
marquer que 'on a alors

|al-|al=|a|-|;aa| <|a||% - laa|=]|oal <|a|-|a,
d’'oir 3°°, en vertu (vii) (N° 48).

Remarque 62.3. Dans le cas de I'anneau A du type [A] la défi-
nition de la convergence forte donnée au N° 51 peut étre remplacée
par la définition équivalente que voici: Unc suite a, (n=1,2,...)
converge fortement vers a, lorsqu'il existe un ¢élément ce A* tel que,
quel que soit le nombre ¢ positif, on a |a,—a| < ec pour n suffisam-
ment grand.

63. Séries dans 'anneau du type [A]. Pour les anneaux du type
[A] le théoréme suivant a lieu:

Théoréme 63. Si 'anneau A (du type [A]) est complet (N°57),
la convergence forte d’une série uy+u,+u,+... (u,¢ A pour n=1,2...)
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enfraine la convergence forte et absolue (vers un élément de A) de
toute série de la forme

au,+autau,t...,

ol a, a, a,... est une série numérique telle que la|< u"<1 pour n
assez grand.

Démonstration. En posant s,=!q) |u)+...+|a,||u,, on a

(S Sal < @y |t + ool [ < p6™Hu, o+ + 47 4] pour m>n.

La convergence forte de la série u,+u,+u,+... étant supposée, on a
ul<beA*(n=0,1, 2,...) (v. Corollaire 56), donc
n+1
$m— S, <™ +...4+u4™b <’;‘_# b,
d’'ou le théoréme. :
Du théoréme 63 on déduit facilement qu'il existe, pour toute
série
(63.1) Ut A+ Auyt+... Qe A, u, ¢4, n=0,1,2,...),

un nombre non négatif o, tel que cette sirie est fortement et abso-
lument convergente (vers un élément de A) pour tout A dont la
valeur absolue est inférieure a ¢ et divergente pour tout A dont la
valeur absolue est supérieure a ¢. On appellera ¢ rayon de conver-
gence de la série (63.1). Ce rayon est nul lorsque la série diverge
pour tout A 5-0, il est infini lorsqu'elle converge pour tout A.

Si la série proposée est de la forme
Aut+ru®+... (Ae A, ueA),

son rayon de convergence sera dit rayon de I'élément u et il sera
désigné par o(u).

64. Quelques interprétations particulieres. Nous supposerons 2
ce N° que les éléments de 'anneau A, sont des fonctions. Nous
adopterons les définitions habituelles de I'addition et de la multipli-
plication de la fonction (vecteur) par un nombre. Le sous-ensemble
A* sera celui des fonctions non négatives et le module szra entendu
au s=ns ordinaire. Cela convenu, les interprétations (2), (€) et (1)
seront des anneaux algébriques satisfaisant aux axiomes (62.1); les
anneaux du type [A] leur correspondant satisferont aux axiomes (62.2).
Tous ces anneaux seront complets.

(2) Soit A, l'ensemble des fonctions complexes d'une variable
réelle f, mesurables dans un intervalle donné 0 < ¢ < T et bornées dans
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tout intervalle partiel fermé. Adoptons la définitions suivante de la
multilipcation

t
ab=(a()} (b)) = | [ a(t = be) |
]
Nous démontrerons que si la condition suivante 3° est remplie
pour une fonction ue A;, le rayon de cette fonction est infini:

3° Il existe pour u={u(f)} deux nombres positifs ¢ et 8 tels que

La(f)| < f‘]_’ pour 0 < t < 4.

En effet, supposons d’abord que l'on ait |u(f) ;_-,- pour
0<t<T<+o00, Alors

ju"| < |ul" < { -tlx_‘»}n= [T (" -1 < Izp(;,)(]:;)?'"_i | pour n> ':

(v. N° 30). Il s’ensuit que la série
(64.1) Au+ 22w+ ...

converge uniformément dans lintervalle 0 < ¢ < T, quel que soit A
complexe. Si.maintenant on suppose que la condition 3° est remplie,
il existc pour tout #,¢(0,7) un nombre positif »=x(f,) pour lequel

"(fu)_

lu(®) | < - dans l'intervalle 0 < # < {,. Par suite la série (64.1) con-

verge uniformément ‘dans tout intervalle fermé contenu dans (0, T).
D’aprés le corollaire 54.2 la série (64.1) converge donc fortement, quel
que soit A complexe. C'est ce qui signifie que le rayon de u est
infini.

Le lecteur vérifiera que le sous-ensemble de A, des fonctions qui
satisfont 4 la condition 3° constitue encore un anneau algébrique.

(B) Soit A, I'ensemble des fonctions complexes a=/{a(x,y)} de
deux variables réelles, ces fonctions étant assujetties aux conditions
suivantes:

1° a est definie dans le triangle T ,5:
A<y < x<B,

ou A et B sont des nombres donnés, finis ou infinis;
2° a est mesurable par rapport a chacune des variables x et y;
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3° A toute fonction a et a tout couple de nombres a, § (ol
A <a <p < B) on peut faire correspondre deux nombres positifs
u et x tels que |a(x,y)| < u(x—y)*~' dans le triangle T,,
a<y<x<§g.
On suppose que la multiplication est définie par la formule

ab = la(x,y)} {b(x,y)} = ! f a(x,s) b(s,y) ds ! ,

Cela posé, nous démontrecrons que le rayon de tout élément de A,
est infini. En effet, on a dans le triangle T,

I

)< [ ales) alsy) ds | < 42 [ (x— sy~ (s— )" ds

y

_ I et (x—y)!
TR gk
et par induction
!8 | P(K)" o ( I'Ir—*]
I'(nz)
Donc, en posant, il vient o=|A"I'(x)"s"
m+1
m+1 m+l n n 0 o N\mtD)x—1 L On oyl

d’ot la convergence umforme dans T,,. Soit maintenant T

(n=1, 2,...) une suite de triangles fermés dont la somme est T ,p.
Alors la série

(64.2) Au+A2ud+ ... N

converge uniformément dans chacun des ensembles H,, H,,..., ou

H‘=Tﬂlﬁl' H, = Tan+1 o bt S 3,...). En appliquant le

lemme 54, on voit donc que la série (64.2) converge fortement. -

(1) Soit A, I'ensemble des fonctions complexes a=/{a(x,y)} de
deux variables réelles, ces fonctions étant assujetties aux conditions
suivantes:

1° a est définie dans l'ensemble K des valeurs x, y satisfaisant

aux inégalités 0 < x,y <1 et x F y;

2° a est mesurable par rapport a chacune des variables x et y;

3° il existe pour tout a un couple de nombres positifs u et x»

tel que 'a(x,y) < ulx —y/"" dans K. »
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La multiplication soit definie par la formule:

ab={a(x, YIb(x,y)} = {fa(x.S)b(s,y)dsl[-

Nous démontrerons que le rayon dec tout élément de A, est posi-
tif. On a en effet

W[ <lul"<pllx—y )"
En posant b, = {Ix —y*'), on a d'aprés le calcul du N° 14
bl < 8,b,

2
ou f = + B(x:x), B étant la fonction beta d’Euler. Donc

- —
u"| < p" B b,

x

Si IAI<”—; ,on a
|Am+lum+l+...+k"u"|\<~; (™' +...+d") b, (6=l pB.),

d’ou la convergence forte de la série Au+A%u?+....

65. Fonctions de variable numérique dont les valeurs appar
tiennent a un anneau algébrique. La sirie (63.1) fait correspondre
4 chaque A du cercle de convergence un élément s(2)eA qui est la
somme de cette série. La somme s(1) peut donc étre considérée
comme une fonction d’une variable complexe dont les valeurs appar-
tiennent a 'anneau A. Plus généralement, si a chaque valeur A d’un
ensemble E de nombres complexes ou réels est attribué un élément
a(1) d’'un anneau algébrique A, on dira que dans l'ensemble E est
définie une fonction a (k).

66. Continuité forte et uniformément forte. La fonction a(R)
définie sur E sera dite fortement continue au poit e E, lorsqu'il
existe un élément c € A* pour lequel il est possible de faire correspondre
a tout g naturel un nombre positif 4 de maniére que I'inégalité
[x— 41 <9, ou A'€E, entraine q'a(l)—a(d)l <c. On dira que a(})
est fortement continue sur l'ensemble E, lorsqu’clle est continue en
tout point de cet ensemble.

Théoréme 66.1. Si a(l) est fortement continue sur un compact E,
elle est bornée sur ce compact, c'est-a-dire il existe un élément
be A* tel que |la(X), < b pour tout XeE.
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En cffet, on peut alors faire correspondre a tout 1¢ E un entou-
rage V(1) de A et un élément c () e A%, tels que la(A) —a(X) < c(d)
pour Ae EV (1), en désignant par EV () l'interscction des cnsembles
E et V(X). D’apre¢s le théoreme de Borel-Lebesgue il existe un nom-
bre fini d'entourages V (})),...,V (1,) qui couvrent le compact E. On
alaQ)|<la(x,)+c(@d,) pour XeEV(Q) (»=1,..,n) et par suite

laQA) | < b= 2‘1 (f:'a ()l+c (l,)), d’ou la proposition.

Une fonction a(i) définic sur un ensemble E sera dite unifor
mément fortement continue sur E, lorsqu’il existe un ¢lément ce A*
tel qu'il est possible de faire correspondre a tout g naturel un nom-
bre positif 6=05(q) pour lequel l'inégalité |A—A'|< 3, ou A,A' €E, en-
traine ga(x))—a(l) <c.

La continuité uniformément forte entraine donc la continuité
forte. Or, la réciproque n'a pas lieu, méme si I'’ensemble considéré
est un compact, comme on le voit sur 'exemple suivant:

Exemple 66. Soit A4 I'ensembl'e des fonctions réelles, presque
partout continues sur l'intervalle [0,1]. On considére comme égales
les fonctions qui sont égales presque partout. On adopte les défini-
tions habituclles de I’addition, de la multiplication, celle des fonc-
tions non négatives et du module. Faisons correspondre a tout
2€[0,1] un ¢élément a(X)e A, en supposant que a(A) =0 pour 0 < f <2
et a(A)=1 pour A <t < 1. En regardant a(1) comme une fonction de A,
cette fonction est fortement continue cn tout point de [’inter-
valle 0 <1 <1. En effet, si A est fixé arbitraiment dans cet inter-
valle, on a

ga(Q)—a(\)| < :t—lk} pour A' assez proche de A.
La fonction a(1) est donc fortement continue dans [0,1]. Cependant
elle ne l'est pas uniformément. En effet, soit c={c(f)] une fonction
non négative de l'ensemble A et soit {= 1, un point de continuité
de cette fonction. Il est alors évident que I'inégalité qa (i) —a(X).<c
n’a plus lieu pour g assez grand ct X' A,.

Théoréme 66.2. Si une fonction a(1) est uniformément fortement
continue sur un ensemble borné E, cette fonction est bornée sur E.

En effet, il cst alors possible de diviser E en un nombre fini de
sous-ensembles E,,..., E, dont les diametres sont tellement petits que
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la(A) —a(1)| < c pour A et A appartenant au méme ensemble E,
(»=1,...,n). Alors on a |a(}) < 2_,‘] la(,)l+c pour XeE. ou les A,
peuvent étre fixés arbitrairement dans E. (»=1,..., n).

Théoréme 66.3. Si a()) est fortement continue ou uniformément
fortement continue sur un ensemble E, il en est de méme de son
module la(1).

Ce théoréeme résulte aussitot de l'inégalité
qla@)| —la@)]< ga()—a(x) .

Théoréme 64.4. Si deux fonctions a (1) et b (1) sont uniformément
fortement continues sur un ensemble E, il en est de méme de leur
somme a(A)+b(}). Si de plus 'ensemble E est borné ou bien si 'une
au moins des fonctions a(i), b(1) est constante, le produit a(1) b(1) est
aussi uniformément fortement continu dans E.

En effet, si

qlaQ)—a) <c, et qib()— bRV <c,,
alors
ql{a()+b)]—[a(X)+btA)]| < ¢ +c,.

Si a est constant. on a q|ab(d)—ah(})| < la ¢ b(A)—b(X)|<lalc,

et si b est constant, on a q|a(})b—a(X)b|<c,'a .

Si I'’ensemble E est borné, on a
qa(2) b(x) — a(x) bQX)| = q la(}) —a()] b(X)+a() [b(1) — b))
< qla(x) —a(x) - 1b(a) +a(x), - ¢ b(X) — b(A")]
< ¢,bytayc,,

ou |a(})| < a, et |b(A); < b, pour tout AeE (v. théoreme 66.2).

Théoréme 66.5. Si a(i)=a(})-c, ot a(l) est une fonction numé-
rique uniformément continue sur E, alors a(A) est uniformément for-
tement continue sur E.

La démonstration est immédiate.

67. Dérivée dans l'anneau du type [A}®). Supposons qu'une fon-
ction a(1) dont les valeurs appartiennent a un anneau complexe A

%) Les notions dc dérivé et d'intégrale, introduites aux Nos 67 et 71—74, conservent
leur sens dans certains espaces plus généraux dont nous parlerons dans la troisitme partie
de ce mémoire.
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du type [A] soit définie sur un ensemble E et que i, soit un point
d’accumulation de cet ensemble. On écrira

lim a() =a (a€ A),
i—ua
lorsqu'il existe un élément ce A* pour lequel on a, quel que soit g
naturel,
glaQl)—al<c pour XeE assez proche de 2.
On dira que la fonction a(}) est dérivable au point A, ¢ E, lorsqu'il
existe un ¢élément &'(1,) e A pour lequel
d 8(1)—8('10) g
1l—l>rzr; &= - = aly).
L'élément a'(1,) sera dit dérivée de a(}) au point },.
La dérivabilité d’une fonction entraine la continuité de cette fon-
ction au point considéré. En effet, si a(l) est dérivable au point
A, ¢ E, on a, quel que soit g naturel,

a(d) —a(1,
T
Cette inégalité entraine

qla(}) _310) | < q [A—2, | (C'H 3'('10) [) '
d’'ou la continuité au point 2,.

) .
— a' ()| < ¢ pour 2¢E assez proche 2,.

Si la dérivée de a(l) existe en tout point d'un ensemble E, on
dira a(l) est dérivable sur E (on suppose alors que E n’a pas de
points isolés). La dérivée- est dans ce cas une fonction définie sur E.

Voici quelques régles de différentiation:

[aQ) + bW =4a'() + b'(X);

[cca)] =c-a' (X))

[a@)-cl =a'W-c )

[a()-bR)] =4a' (W) bQ) + a(A)b'(2); ,

si une fonction numérique (1) est dérivable et b(1)= a[p(2)],
alors b'(A)=¢'(1). a'lpQQ)].

Les démonstrations sont analogues a celles de I'analyse classique.

(c constant);
(67)

68. Dérivabilité réguliere. Considérons la fonction a(i) définie
dans I'exemple 66. La dérivée de cette fonction existe partout dans
'intervalle [0,1] et elle est identiquement nulle. En effet, on a, quel
que soit q naturel,
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a(Q)—ad) 1)
A— 2o S (X-lo)"'I
pour A assez proche de 2y, donc a' (o) =lim a(,l) j('l") =0 pour
(1}

tout X0€[0,1]. Cet exemple montre que la denvee peut étre identi-
quement nulle, sans que la fonction soit nécessairement constante.

Nous introduirons maintenant une condition accessoire qui entraine,
dans le cas ou la dérivée est nulle, la réduction de la fonction a une
constante. Nous dirons qu'une fonction a(}) définie sur'un ensemble
E est réguliéerement fortement dérivable sur E lorsqu’il existe une
fonction a'(x) définie sur E et un élément ce A*, tels qu'il est possible
de faire correspondre a tout point 1¢ E et a tout ¢ naturel un nombre
positif 4, pour lequel l'inégalité |A—2,| < 6, ou A,Ac€ E, entraine

©3.1) o[ 2B =20 _ 4

D’aprés cette définition la dérivabilité réguliere entraine celle au
sens du N° 67. La fonction a'(1) qui figure dans (68.1) est la dérivée
de a(X). La seule différence entre. les deux genrcs de dérivabilité
consiste en ce que I'élément c est, dans le cas de la dérivabilité régu-
liere, le méme pour tout A€ E, ce qui n’a pas lieu en général (v. I'exem-
ple au commencement de ce N°).

Une fonction constante est évidemment régulierement fortement
dérivable et sa dérivée est identiquement nulle. Le théoréme inverse
a lieu:

Théoréme 68.1. Lorsqu’une fonction a(l) est réguliérement forte-
ment dérivable dans un intervalle [1,, X;] et que sa dérivée est iden-
tiquement nulle, cette fonction est constante dans [1,, Asl.

Démonstration. Faisons correspondre a tout g naturel et a
tout A¢€li;, A2] un nombre pcsitif 6 =6(q, Ae) de maniére que I'inégalité

a (1) — a(o)

<
A—=Tho 4

(68.2)

soit remplie pour [A—2Ao! < 38(q, ). D’aprés le théoreme de Borel-
Lebesgue on peut choisir un nombre fini d’entourages 'A-—-‘“ <34,
_(i=1,...,n) qui couvrent l'intervalle 1, A,]. Il s'ensuit qu'il est pos-
sible de diviser l'intervalle [i;, A,] en n partics au moyen de n—1



L'anneau algébrique — Inégalité et module 27

points », <% <.. <%, , de maniére que linégalité x, < 2 <,
(i=0,1,...,n; %=2,, #,,,=21,) entraine

qlax) —a(x) < 2(A—x)c.
En particulier:
q |8(3]+1) 3 3("/)' <2 ("“_1 ey xl) C (J =0,1, ...,n).
Cela étant, on a
qla@@)—a@})l <qa(l)—alx)|+qa(x)—alx_)| +...+qa(x)—a()
< 2 [(A _"l)+("1_"1_1)+---+("| - Al)] c=2(k N . ll)c
<2(,—1)ec.
D’aprés I'axiome 3* (N°47), on a donc a(X)=a(i,), d'ou le
théoréme.

Théoréme 68.2. Si a(l) est une fonction réguliérement forte
ment dérivable, il en est de méme du produit ba(i), ou b est un
élément quelconque de A.

Démonstration. En effet, si I'inégalité (68.1) a licu, on a

aussi
ba(1) — ba(,)
k e XQ

— ba'(y)

<|bl-c.

d’ou le théoréme.

Théoréme 68.3. La somme et la différence de deux fonctions
réguliéerement fortement dérivables sont encore réguliérement forte-
ment dérivables.

Démonstration. Si

(68.3) q! a(k‘: :{('}"—)- —d)|<c et q IE(A_)—%QQ b'(lo)\ <c
on a - A
q Lidinid ):_[i(kﬂ"_—é—(—ko—)] — (@R £ VRN | < ¢t c,,

d’ou le théorcme.

Théoréme 68.4. Lorsque les fonctions a(l) et b(}) sont régu
lierement fortement dérivables sur un compact E et que leurs déri-
vées sont bornézs sur E, le produit a(A)b(1) est encore réguliére-
ment fortement dérivable sur E.

Démonstration. Les fonctions a(i) et b(1) étant dérivables,
elles sont continues sur E et par suite bornées:

la(d)| < a, |b()]|<b, pour A€E.
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Si maintenant
ld(Q) | < a, [IbQ)I<b, pour A€E,
on a, en admettant (68.3),
qi a(A) bmx—— a;AO) bx) 200 Bae) — aG) B | <
; ( a(lz:i:'lo) —a'(,lo)) b(l) i+
)( b(3) — b(1,)
— X
¢y byt (a,+1A—2, ao)c2+!,l— Aol a; by,
d'ou le théoreme.

+ (a(,l o) +(A—2a' (%) — b'(ko):)l + 1A — A0) @A) B'(A,))

69. Un théoréme sur les séries de puissances. Si l'on suppose
que l'ensemble considéré A du type [A] est complet, le théoréme
suivant a lieu:

Théoréme 69. Si la série

(69.1) s\ =ky+rk,+ 2k, +...

est fortement convergente dans le cercle |A| <o, la fonction s(1) est
uniformément fortement continue et régulierement dérivable dans
fout cercle |A| < o,<o. De plus, on a

(69.2) s' () =k, + 24k, + 3%k, + ... pour tout A[<o.

Démonstration. Remarquons d’abord que la série (69.2)
converge pour || <. En effet, en possant |[1/< g, <o, on a

sQ) =k, +2 0,k; +312912k3+....

Cette série converge fortement d’aprés le théoréme 63, lorsque la
série (69.1) est supposée fortement convergente, car on a alors

(n+1)k

a|l<p <1 pour n assez grand.
e

Considérons maintenant les deux expressions 4 (3, %) et D (], %):
A, %) =s(A+2)—s(Q),
DA, %) = "‘ AQ2, %) — (ky+ 22k, +..).
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On a

A(A,x)=x{kl+(2k+x)k2+...+ [('1') x"—‘+(g) A"-2x+...+x"—l] k,,+...}.

D(,l,x)=x{k2+(3l+x) ky+...+ [(’3') A"—'+(g) A"-3x+...+»_c"-2] k,,+...}.

Soit [A| <@ <o <o; la série s(e))=koteo kit+otk.+... étant
fortement convergente, il existe un element ce A% tel que

lei"kn| <c  pour n=0,1,2,... .

Donc
1, 2|A1+]* SERET S S el O
4 : =+ 3 +
M4 =i e o e," i-iliss
ny n— n—1
IDQA,%)| <|x | o EaiEl ey 7 (Z)L’F;,—“-J—rl—"-lwﬁt }c
0,° o . O

En utilisant les inégalités générales

o iy s o

143, ('-"‘[1+2‘*':"‘ —f-n(m+|"')"_l+...]c.

1
: ul LA+ [ ] )(I_&H‘_lil)""’ ],_
DR, %) | < [1+3 e i (2 e + ke,
Pour|x|assez petit on a ||+ |x| < 0, et par suite

(69.3) 40MI<Ix2 ¢ et iD(l,x)l<|x1'~£)ﬁ= c,
1
ou o
a=1+29*+ +n(2 ) e
01

ﬂ=1+3%:+...+(2_)(§j)"—2+....

les deux derniéres séries étant convergentes.
Des inégalités (69.3), on obtient aussitét le théoreéme.

70. Fonctions analytiques. Soit
d(A)=agt+a; A+ ay A2+ ...
une série de puissances de variable complexe A dont le rayon de
convergence est ¢ > (0. Posons
@ (Ak)=ay + a; Ak + az \®k® + ... (ke A).
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ou le rayon de k est o=0(k). Le symbole @ (ik) représente une

fonction de A qui est définie et dérivable dans le cercle de rayon
[ 1]
P < so(k). En effet, supposant que | A| < 0,0 < 0o, on a {'}- <o et, en

i
n
vertu de la convergence de @(1) dans le cercle de rayon o, |a"| < 1;1,,
pour n assez grand. Donc | e, A"| < ,", ce qui prouve la convergence
forte de la serie P(Ak) (v. théoreme 63).

Si la fonction (numéirique) @(1) est entitre, la fonction ®(ik) est
définie pour chaque A complexe, pourvu que o(k) > 0. De méme, si
o(k) = o0, ®d(1k) est définie pour tout A, pourvu que A=0 ne soit
pas un point singulier de @(1).

Exemples 70.

‘ Ak | A%k
Lk s Mg
e —1+“+ 21 =gl
- _ Ak X%k
sin Ak 11 3 + ...,
1

PRI 2 L2 :
= 57 ot RPLE DU

les deux premiéres fonctions sont définies pour tout i, la derniére
I'est pour |i| <.e(k).

On peut effectuer les calculs arithmétiques (addition, soustraction
te multiplication) et la dérivation comme sur les fonctions analytiques

ordinaires, pcurvu que I'on fasse attenticn aux cercles de ccnvergence.
On a par exemple

(1—2k) A + 2k + 22k + ...)=1 pour tout || < o(k)
ek1. ke = ghitke lo(k,) > 0 et o(kz) > 0],
(e**) = ke'* ctc.

71. Intégrale d’'une fonction uniformément fortement continue.
Soit E un ensemble borné et mesurable (au sens de Lebesgue). Nous
appeilerons décomposition de E tout systéme de k (k un nombre
naturcl) ensembles disjoints et mesurables E,,..., Ex dont la somme
est E. Nous dirons qu'une suite de décompositions

(71.1) i BraesyEhy . (n=1.2,..)

est réguliére, lorsque le plus grand des diamétres des ensembles (71.1)
tend vers zéro pour n->0oQ,
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Etant donrée une suite de décompositions de E et une fonction
a(1) définie sur E, considérons la suite des sommes

(71.2) -a(x))  (n=12..),

w1
ou |E]| est la mesure (dc Lebesgue) de E et A" un élément fixé

arbitrairement dans E. . La suite (71.2) sera dite réguliére lorsque la
suite correspondante de décompositions est régulicre.

Nous démontrerons que si une fonction a(l) est uniformément
fortement continue sur E et si 'anneau considéré A est complet, alors
toutes les suites réguliéres convergent fortement vers le méme élément
ae A. Cet élément sera dit intégrale forte de a(}) sur E et l'on

ok
G a= [a()da.
E

En effet, on pcut écrire

,,,-uy"L -a(x]) et s,,=2’E:'E:’i-a(kf),

¥ v

ou E_ E] est l'intersection des ensembles E_ et E]. Donc

-la@a)—a(X))!.

| Spees Mg

¥

Pour les intersections E} E, qui ne sont pas vides on a qla(k;")—a(/\:)I\(c,
pourvu que m et n soient assez grands. Par suite

qlsp—s,l< )

Py
d’ou l'existence de la limite. Pour en démontrer l'unicité, considérons
dcux suites réguliéres s, et s, quelconques et la troisiéme s, telle
que s,,_;=s, et s, =s, pour n=1,2,... La suite s,estévidemment
réguliere, il existe donc la limite lim s,. Or, les deux suites s, et s
sont des suites partielles de s,, donc 11m s,= lim §,= lim s,, d’ou
I'unicité.

De la définition on déduit facilement les propositions suivantes:

(i) Si une fonction numérique a(2) est uniformément continue sur E,
alors on a
fa(/\) ‘c d,l=fa(k)dk-c, quel que soit ce A,
E E
ou lga(/\) dX est l'intégrale au sens habituel.
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(ii)) Si a(d) est une fonction uniformément fortement continue
sur E, alors

| [a)dr | < [la(3)|da
E E
et

fa(,l)b dx = _"a (A)dr-b, _"ba(k) = b_"a(/\)dk pour tout be A.
E * E E

De plus, si 'on décompose E en deux ensembles mesurables disjoints
E, et E,, on a toujours

fa@)da = [a()da + [a(N)dA .
E E] E2
(iii) Si a(X) et b(1) sont uniformément fortement continues, on a
fla® + bQIda= [a()dr + [b()da: '
E E E

si de plus a() < b(}) sur E, on a
fa()dr = [b(1)da .
E E

Nous démontrerons encore le

Théoréme. 71. Si a(}) est uniformément fortement continue dans
un intervalle fini [A,, ;] alors l'intégrale
by

b)) = [a(Nd2, ou 3, <A< A,
IS

est régulierement fortement dérivable dans cet intervalle et I'on a

b'(}) = a(d).
Démonstration. SiX,1"e(%,1,) et A'+2", on a

paw) = BP0 = L f[atir—a] aa.

La fonction a(i) étant uniformément fortement continue, il existe
un élément ce A* pour lequel g|a(d) —a(x")| < ce A*, pourvu que
les points A’ et A" soient assez proches, et par suite

lll

.[cd,l':c,

1
r yn < e
gD, A")| < [A= 2]

d’ou le théoréme.

72. Fonctions fortement sommables. La fonction a(i) définie sur
un ensemble mesurable E sera dite fortement sommable sur E, lorsque:
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(i) Il existe un élément ce A* et une fonction numérique (1)
non négative et sommable sur E, telle que |a(i) <(X):-c presque
partout sur E;

(ii) Il existe une suite E,, E,,... d'ensembles mesurables, bornés
et contenus dans E, telle que lim [E—E,|=0 et que a(}) est unifor-
mément fortement continue sur E, (n=1,2,...).

Toute fonction uniformémznt fortement continue sur E est donc
fortement sommable. On voit aussi, d’aprés un théoréeme connu de
Lusin que si une fonction numérique a(}) est sommable (au sens
habituel) sur E, alors la fonction a(1)a, ou ae A, est fortement som-
mable sur E. On peut démontrer aussi sans peine que si a (1) est
fortement sommable, il en est de méme des fonctions !a(}), ba(l)
et a(A)b, b étant un élément quelconque de A. Si a(X) et b(}) sont
fortement sommables, il en est de méme de leur somme a(1)+ b(})
et de leur différence a(X) —b(X). Si a(1) est fortement sommable
sur E, elle l'est sur tout ensemble mesurable partiel. Si a(l) est
fortement sommable sur E, et sur E,, elle l'est sur la somme E,+E,

Le lecteur vérifiera que si A est I'’ensemble des nombres réels.
avec les définitions usuelles de I'add:tion &t du module, la notion
de fonction fortement sommable se confond avec celle de fonction
sommable au sens classique.

73. L’intégrale d'une fonction fortement sommable. Nous dé-
montrerons que si a(A) est fortement sommable sur un ensemble
mesurable E et si une suite d'ensembles E,, E,, ... satisfait a la con-
dition (ii) du N° 72, alors la suite

(73) g, =[a() dr -G=1,252)

Ep
est fortement convergente et la limite lim a, est la méme pour toute
suite E, satisfaisant a (ii). On appellera cette limite intégrale forte
de a(}) sur E ct 'on la désignera par le symbole

lim a, =fa(,1)d,1.
E

En effet, la proposition est évidente, en vertu du théoreme de
Lusin, dans le cas, ou a(1))=a(l) a et a(l) est une fonction nu-
mérique,. sommable au sens habituel sur E. On a alors}j a(l) adir=

IEa(A) di-a. Lorsgue a(}) et 8(1) sont deux fonctions (numériques)

sommables sur E, telles que a(l) < B(1) presque partout sur E, et
si ae A* alors [a()\)adk<{_ﬂ(,l)adx. Cela établi, on a
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|a,,—a, I—

a(}) dir — f a(}) dA |-

b
<fy(k) dA-c,

Dmn

ou D,,=(E,—E,)+(E,—E,). Or, pour m et n assez grands la

mesure |D, | de D, est arbitrairement petite et I'on aura _{y(k) dA <;

ffa(l)!lerfla(l) A<

BB

d’ou la convergence de a,. Drmn
Pour démontrer I'inicité de la limite, considérons deux suites
d’ensembles E}, E), ... et E{,E;,... qui satisfont a la condition (ii).
Alors la suite E,, E,,..., ou Ez,.q:E'n et E, =E,, satisfait encore
a (ii). Si maintenant on pose
g, =[a()dr a,=[3()d1 et a.=[a(})dA (n=1,2,.),
E; E: En

les suites a, et a] seront des suites partielles de a, et I'on aura
lim a,=lim a, =lim a,, d’ou 'unicité.
Le lecteur vérifiera que dans le cas ou A est l'ensemble des

nombres réels avec les définitions habituelles de I'addition et du
module, l'intégrale forte se confond avec l'intégrale de Lebesgue.

74. Propriétés de l'intégrale. Signalons les théorémes suivants:

Théoréme 74.1 (additivité). Si a(l) est fortement sommable sur
deux ensembles mesurables disjoints F et G on a

fa(x) dr= j a(,l) d + ) a(d) da.
F+G

Démonstration. Soit E,,E:,... une suite satisfaisant a la
condition (ii) du N° 72, ou E=F + G. Alors les deux suites EF, E;F,...
et E\G, E,G,... satisfont a la condition (ii), ou I'ensemble E est
remplacé par F ou G respectivement. La suite de la démonstration
est évidente.

Théoréme 74£2. Si a()) est fortement sommable sur E, on a
fba(,l) diA= bfa(l) dA et fa(,l) bd =J.a(,l) di-b pour tout be A.
r E E E

La démontration est immédiate.
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Théoréme 74.3. Si a(}) et b(1) sont fortement sommables sur E,
on a

flax £ b)) dA=[a(3) dA + [b(R) dA.
E E E

Démonstration. Soient E;,E,,... et E'y,F,,... decux suites
satisfaisant a la condition (ii) pour les fonctions a(}) et b(}) respecti-
vement. Alors la suite d'intersections E; E'y, E2E's, ... satisfait a (ii)

pour les deux fonctions a() et b(X) simultanément. La suite de la
démonstration est évidente,

Théoréme 74.4. Si a(}) est fortement sommable sur E et 0 < a(})
presque partout sur E, alors 0<fa(k) da.
E

Démonstration. Il suffit de remarquer que tous les termes
de la suite (73) sont alors non négatifs.

Corollaire 74.1 (des théorémes 74.3 et 74.4). Si a(2) et b(}) sont
fortement sommables sur E et si a(i) < b(1) presque partout sur E,
alors

[a(x) dr < [b(W)dA.
E E

Théoréme 74.5. Si a(}) est fortement sommable sur E, on a

| [aQ) dx| < [la(x) | da.
E E
Démonstration. Si la suite Ey, E;,... satisfait a (ii), on a,

d’aprés le N° 71,
|fa(,l) di| < fla(k)id,l

d’ou le théoréme.

Théoréme 74.6 (continuité absolue de l'intégrale). Si a(l) est
fortement sommable sur E, il existe un élément ce A* tel que pour
tout ¢ >0 on a

!fa(/l)d,ll<ec. ou GCE,
G

pourvu que la mesure de G soit assez petite.

Démonstration. D’aprés la condition (i) du N° 72 on a
a(X) < (1) c presque partout sur E, donc

|fa(x)d,1[ fla(/l)|d,l f«p(x)dx c,

d'ou le théoréme.
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Corollaire 74.2. Si a(}) est fortement sommable dans un inter-
valle X <A< 2, la fonction

b)) = [a(x)dx

LY

est uniformément fortement continue dans cet intervalle.

Chapitre V.
Limite faible.

75. Préliminaires. Les notions que nous avons traité aux cha-
pitre précédents, a savoir: addition, multiplication, inégalité et mo-
dule, étaient introduites en adoptant comme axiomes quelques unes
des propriétés des notions analogues de I'analysz classique et en né-
gligeant les autres. Donc, ces notions ainsi qui les notions secondaires
qui s’en déduisent (limite, dérivée et intégrale fortes) peuvent étre
considérées comme une généralisation des notions analogues au sens
habituel. Or, il en est tout a fait autrement de la notion de limife
faible dont nous allons parler maintenant, celle-ci étant étrangére
a l'analyse classique. La limite faible n’apparait que dans I'étude des
espaces abstraits; elle jouera aussi un role important dans la théorie
de I'anneau algébrique et permettra de lui joindre de nouvcaux élé-
ments qui n'y peuvent pas étre définis directement. En partant, par
exemple, de certains anneaux dont les éléments sont des fonctions on
pourra obtenir pour toute fonction sommable un élément qui peut
étre envisagé comme sa dérivée. Ainsi, foute fonction sommable
deviendra dérivable. Ce phénoméne a été signalé par L. Schwartz
dont le point de départ était la théorie des fonctionneles linéaires '°).
La méthode que nons exposerons ici s’approche plutot de celle utilisée
par Cantor dans la théorie des nombres irrationnels.

La définition générale de la limite faible sera donné dans la troi-
sieme partie de ce mémoire, nous nous bornerons cependant ici a
un cas particulier qui nous sera utile dans les applications. De plus
nous convenons, une fois pour toutes, que les anneaux considérés dans
ce chapitre scront toujours commutatifs.

76. Eléments libres. Un élément g ¢ A sera dit libre'!) lorsque 1'éga-
lité gx=0 entraine x=0.

1) L. Schwartz [19] et 20].
11) Les éléments libres sont dits souvent non diviseurs de zéro.
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a—1
Exemple 76. L’élément I"= Il ;'(ﬂ)l (N° 30) considéré dans I'an-

neau I, (N° 17) est libre, quel que soit le nombre a positif. En effet,
si a est entier, la relation I"x = 0 signifie que l'intégrale a-tuple
t t

[dt... [x(®) dt
0 0

est nulle. Alors on a x(f)=0 presque partout. Si e n'est pas entier,
il suffit de multiplier I'égalité I"x=0 par I" ° ou n est un entier su-
péricur a a; c'est ce qui donne I"x=0 et par suite x =0,

Théoréme 76.1. Si I'élément g est libre, alors la relation gx=gy
enfraine x=y.

En effet, on a alors g(x—y) =0, d'ou x—y=0.

Théoréme 76.2. Le produit de deux éléments libres est encore
un é'ément libre.

En effet, g et h étant deux éléments libres, gh-x entraine suc-
cessivement hx=—0 et x=0.

77. Eléments généralisés. Deux suites a, et b, dont les éléments
appartiennent a A scront dites équivalentes lorsqu’il existe un élement’
libre g pour lequel les deux suites ga, et gb, convergent fortement
vers une méme limite (appartenant a 4). La relation d’équivalence
est évidemment symélrique; on peut démontrer facilement qu’'elle
est aussi fransitive. En effet, si lim ga,=1im gb, et lim hb, = lim hc,,
ou g et h sont des ééments libres, alors lim gha,=h lim ga,=
h lim gb, =lim ghb,=glimhb,=glimhc,= limghc, d'ou la tran-
sitivité, car le produit gh est un élément libre.

Nous appellerons élément généralisé de 'anneau donné A toute
classe des suites équivalentes. On voit que toute suite a, pour laquelle
il existe un élément libre g tel que la limite forte lim ga, existe,
détermine un éément généralisé. Ce fait peut aussi étre exprimé
de la maniére suivante: Si une suite appartient aux deux é.éments
généralisés ¢, et c,, ces éléments sont égaux: ¢, =c, (c’est-a-dire toute
suite qui appartient a I'un de ces é.éments appartient a I'autre et
inverszment).

Si a, et b, sont deux suites d’'un é'ément généralisé c et si h est
un éément libre pour lequel les deux limites lim ha, et lim hb,
existent, alors ces limites sont égales. En effet soit g un élément
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libre pour lequel lim ga,=Ilim gb,. Alors glim ha,= hlimga,=
h lim gb,=g lim hb,, d’ou lim ha,=lim hb,. Il s'ensuit, en parti-
culier, que I'élément généralisé peut posséder au plus une suite
constante. Les éléments généralisés qui contiennent une suite con-
stante seront dits éléments ordinaires et tous les autres éléments
extraordinaires.

Exemple 77. Considérons, dans I'anneau I, la classe c des suites
n
équivalentes a la suite a,= I'" {1‘ (1:_ 1/n )} Cette classe n'est pas

vide, car la suite !a, converge fortement vers I. En effet, on a

il 1/n.__1+‘/n-_[—‘/n_,
l-a,=1-1 l ]I’(l—i—l/n)]

l/n

or la suite \I'(1 +1/n) | est bornée par la fonction {1 + t} eI, et elle

converge uniformément vers {1} dans tout intervalle 0 < ¢, < t < ¢, <00,
donc la suite [-a, converge fortement vers I (v. N° 54). La classe ¢
est donc un élément généralisé. On voit facilement que cet élé’ment
est extraordinaire, car s'il existait une suite constante b,=bel;, on
aurait Ib=1im Ib,=1lim la,=1, ce qui est impossible (v. N° 24).

Remarquons encore que si l'une quelconque des suites d'un
élément généralisé converge fortement vers un élément ae A, cet
élément généralisé est ordinaire et il contient la suite costante a,= a.
En effet, si limb,=a, les deux suites a,—a et b, déterminent le
méme ¢lément généralisé, car lim ga,=lim gb, pour tout élément
libre g.

78. Somme, différence et produit des éléments généralisés. Un
élément généralisé c sera dit somme de deux éléments généralisés
a et b, lorsque c contient une suite (au moins) de la forme c,=a, + b,
ou a,ca et b eb; on écrira dans ce cas c=a + b.

Nous démontrerons l'existence et ['unicité de la somme a+b
pour tout couple d’é'éments généralisés a et b de 'anneau considéré
A. En effet, si a,,a.ea et b,.b.eb, il existe deux éléments libres
g et h, pour lesque!s lim ga, = limga, et lim hb,= lim hb]. Alors
on a lim gh(a, + b,) = h lim ga,, + g lim hb,= h lim ga|, + g lim hb, =
= lim gh(a_ +b’), d’'ou la proposition.

Pareillement on dira qu'un élément c est la différence ou le
produit de dcux éléments généralisés a et b de A, lorsque ¢ contient
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une suite (au moins) de la forme c¢,=a,—b, ou c,=a, b, respecti-
vement ou a,ea et b,eb. Les démonstrations de I'existence et de
I'unicité de la différence et du produit sont tout a fait analogues
a celles de la somme.

On voit aussi, d'apr¢s le raisonnement précédent, que si a, est
une suite quelconque de a et b, une suite quelconque de b, alors les
suites a,+b,, a,—b, et a,b, appartiennent toujours a a+b, a—b et
ab respectivement.

79. Anneau d'é!éments généralisés. Désignons par A I'ensemble
de tous les éléments généralisés dont les suites sont formées d’élé-

ments d’'un anneau commutatif donné A. Nous démontrerons que A
est encore un anneau commutatif. En effet, si a, b, ¢ sont des élé-
ments généralisés, il en est de méme des expressions a(b+c) et
ab+ac. Pour démontrer que ces expressions représentent un méme
élément, il suffit de vérifier qu'il existe une suite, au moins, qui ap-
partient simultanément a a(b+c) et ab+ac. En effet, si les suites
a,, b, et c, apparticnnent a a, b et c respectivement, la suite a,(b,+c,)
appartient a a(b+c) et la suite a,b,+a,c, appartient a ab+ac. Or,
les deux suites étant identiques. on a a(b+c) = ab+ac. Ainsi
I'axiome II de I'anneau algébrique se trouve démontré. Pareillement
on vérifie les axiomes I, IV, V et I'axiome de la commutativité:
ab=ba. Il reste encore I'axiome II. Or, les deux éléments a ct b
étant donnés le méme raisonnement conduit a la conclusion que la
différence b—a satisfait a I'équation a+(b—a)=0»b.

80. Isomorphisme de I'ensemble des éléments ordinaires avec I'an-
neau 4. Désignons généra’ement par a I'élément ordinaire qui est
déterminé (v. N° 77) par la suite a,=ae A. La correspondence entre
les éléments a et a est évidemment biunivoque. De plus; I'’ensemble
des éléments ordinaires est isomorphe avec A, c’est-a-dire si c=a+b

et d=ab, on'a c=u-+b et d=ab et réciproquement. Cet isomor-
phisme permet d’identifier les éléments ordinaires a avec les éléments
correspondants a¢ A et de négliger dans la suite la barre au-dessus
de la lettre, en posant tout simplement a=a. Par conséquent les
éléments de A seront désormais dits ordinaires.

Or, les éléments ordinaires ne font qu'une partie de ’ensemble
A des é'éments généralisés, donc ces derniers peuvent itre envisagés
comme une généralisation des é.éments de l'anneau A, c'est ce qui
justifie leur dénomination.
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On voit que si a est un élément ordinaire et b, une suite d’élé-
ments ordinaires qui appartient a un élément généralisé b, la suite
des éléments ordinaires ab, appartient a I'é/ément généralisé ab.

Il s’ensuit que s'il existe, pour deux éléements généralisés a et b,
un élément libre h tel que ha=hb, on a a=—>b. En effet, si les suites
d'é!éments ordinaires a, et b, appartiennent a a et b respectivement,
alors ha,e ha et hb,e hb. Toutes les deux suites ha, et hb, appartien-
nent donc 4 un méme ensemble, ce qui entraine l'existence d’un
é.ément libre ge A pour lequel lim gha,=1lim ghb,. Par conséquent
les suites a, et b, appartiennent a2 un méme élément généralisé, d'ou
la proposition.

Remarquons enfin que pour tout élément généralisé a il existe
un élément libre ge A tel que le produit ga est un élément ordinaire.
En effet, il suffit de supposer que g est un élément libre pour lequel
la suite ga,, ou a,ea. converge fortement. Alors cette suite appar-
tient a I’élement ga qui, d’'apiés le N° 76, est ordinaire.

81. Limite faible. On dira qu'une suite d’éléments généralisés a,
converge faiblement vers un élement généralisé a, lorsqu’il existe un
élément libre ge A pour lequel tous les éléments ga, et ga sont ordi-
naires et la suite ga, converge fortement vers ga. L’élément a sera
dit limite faible de a,.

Nous démontrerons que si fous les éléments d’'une suite b, appar-
tiennent & A, une condition nécessaire et suffisante pour que b, con-
verge faiblement vers b est que lI'é/ément b contienne la suite b,.

En effet, la nécessité est triviale, d'aprés la définition de I'élément-
généralisé. En supposant, d’autre part, que la suite b, appartienne a b,
il existe un élément libre g pour lequel la suite gb, converge forte-
ment ver$ un élément a de A. La suite gb, appartient, d’aprés
le N° 80, a I'élément gb. En vertu de la remarque a la fin du N° 77,
I'élément gb contient la suite constante a,=a, c’est-a-dire on a gb=a.
Donc la suite gb, converge fortement vers gb et par conséquent b,
converge faiblement vers b.

La limite faible d’une suite, si elle existe, est unique. En effet,
s'il y en avait deux a et b pour une suite a,, on aurait lim ga,= ga
et lim ha,=hb, g et h étant des éléments libres et le symbole lim
désignant la limite forte. Par suite lim gha,= gha= ghb, d’'cu a=b.

On voit que la convergence forte entrecine la convergence faible
et l'égalité des deux limites. En effet, si a, converge fortcment vers a,
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la suite ga, converge fortement vers ga, quel que soit I'élément
libre g. D’cu la proposition.

4

L’exemple suivant montre que la limite faible est une générali-
sation essentielle de la limite forte, c'est-a-dire que la limite faible
peut exister bien que la limite forte n’existe pas (méme dans le cas
ou tous les termes de la suite ainsi que la limite sont des éléments
ordinaires).

Exemple 81. Les termes de la suite a,= ['" peuvent itre regardés

comme des éléments de I'anneau I ou ceux de I'anneau complexe
I} du type [A], ou A,=1I; (v. N** 17 et 55). Le premier cas a été
dlscute dans I'exemple 77. Dans le second cas la suite a, converge

faiblement vers l'unité 1 qui est un élément ordinaire de [I;]. Cectte

in—I\

convergence n'est pas forte, car la suite pm_:l I )| n'est bornée
n

par aucune fonction sommable dans l'intervalle 0<t < T (v. N°¢ 12,17
et Corollaire 56).

Signalons encore les propriétés principales de la limite faible.

Si une suite a, converge faiblement vers un élément généralisé a,
il en est de méme de toute suite partielle. Si deux suites a, et b,
convergent faiblement vers un méme élément généralisé a, il en est
de méme de la suite entrelacée, c’est-a-dire de la suite c, ouc,,_,=4a,
et ¢,,—b, (n=1,2,...). La premitre de ces propcsitions est évidente.
Pour demontrer la seconde, il suffit de remarquer que lcs relations
lim ga,—ga et lim hb,=ha entrainent lim ghc,—gha, ou lim désigne la
limite forte.

Remarquons encore que si a, et b, convergent faiblement vers a
et b respectivement, alors les suites a,+b,, a,—b, et a,b, converger.t
faiblement vers a+b, a—b et ab respectivement. En effet, si
lim ga,—ga, lim hb,=hb (g et h libres, lc symbole lim désigne ici la
limite forte), on a lim gh(an+b,)=gh(a+ b) et lim (gha,b,)= ghab,
d’'ou la proposition.

On voit que les propriétés principales de la limite faible sont les
mémes que celles 'de la limite forte; de plus, les deux limites se con-
fondent, d¢s que la limite forte existe. Nous désignerons donc la
limite faible par le méme symbole lim que la limite forte, ce qui ne
conduira pas, en général, aux confusions. S'il y a lieu de discerner
les deux genres de limite, on le dira explicitement.
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82. Fonctions généralisés. Continuité et dérivabilité faibles. Pa-
reillement qu’au N° 65 on peut considérer les fonctions de variable
numérique dont les valeurs sont des éléments généralisés. Ces fonc-
tions seront dites fonctions généralisés; celles dont toutes les valeurs
sont ordinaires seront dites fonctions ordinaires.

Une fonction généralisée a(1) définie sur un ensemble E sera dite
faiblement continue sur E, lorsqu’il existe un élément libre g tel que
produit ga(l) est ordinaire et fortement continu sur E.

Une fonction généralisée a(1) définie sur E sera dite uniformé-
ment faiblement continue sur' E lorsqu’il existe un élément libre g
pour lequel le produit ga() est ordinaire et uniformément fortement
continu sur E.

Une fonction généralisée a(i) définie sur E sera dite faiblement
dérivable sur E lorsqu’il existe une fonction généralisée a'(1) et un
élément libre g pour lequel le produit ga(l) est ordinaire sur E et y
posséde la dérivée forte égale a ga'(Q).

Les régles (67) sont évidemment valables pour ‘la différentiation
faible. En effet, si a'(1) et b'(1) sont respectivement les dérivées
faibles de a(X) et b(1), il existe deux éléments libres g et h, pour
lesquels les fonctions ga(l) et hb(X) sont ordinaires et fortement
dérivables. On a alors

(gh[a(A)+b(A))) = h(ga()]' +ghb(A)]' = gh [a'(2) +b' (D)},
[gh a(2) b(A)]' = [ga()]'hb(X) + ga(A) [hb(L)]
= gh[a'(2) b(A)+a(R) b'(R)),
d’ou la premiére et la quatrieme et, par suite, la deuxi¢me et la
troisieme des relations (67). Enfin on a, pour b(}) =alg(R)],
[gb(]' = ¢'() g a'lp(2)],
d’ou la derniére des relations (67).

Une fonction généralisée a(1) sera dite réguliérement faiblement

dérivable sur E, lorsqu’il existe un élément libre g pour lequel le

produit ga(X) est une fonction ordinaire et régulierement fortement
dérivable sur E (v. N° 68).

83. Intégrale faible. On dira que a est intégrale faible d'une
fonction généralisée a(i) sur l'’ensemble E: a=éa(,l) dA, lorsqu'il
existe un élément libre g pour lequel les produits ga et ga(l) sont
ordinaires et que l'on a

ga =f ga(l) di,

E
ou le dernier symbole désigne l'intégrale forte.
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Si l'intégrale forte d’'une fonction ordinaire existe, alors il existe
évidemment l'intégrale faible et les deux intégrales se confondent.

Théoréme 83.1. Si une fonction a(i) est faiblement uniformé-

ment continue sur un ensemble borné et mesurable E, alors l'intégrale
faible ga(/\)dk existe.

Démonstration. En effet, il existe alors un élément libre g
pour lequelle le produit ga() est uniformément fortement continu sur E.
Il existe donc l'intégrale forte de ga(l) et I'on a

| ga(x) dA=1lims,
E

ou la suite s, est une suite réguliere de ga(l) (v. N° 70):

"n
s,= Y |E;|-ga(x}) G2 )2
y=1
Or, on a s,=gr, ou
kn.
ra= M\E,|- a(x}) (a1, 200
=1

donc la suite r, est faiblement convergente et I'on a
glim r,,=fga(k) da,
E

d’ou le théoréme.
Théoréme 83.2. Si l'intégrale faible a= g a(l) dA existe, on a
Jera() dr=c-[a(R) dn
E E

pour tout élément généralisé c.

Démonstration. L’existence de l'intégrale faible a équivaut
a lexistence de l'intégrale forte j‘_[ga(/l) dX pour un élément libre g

et Iégalité
fga(k) dl=ga.
E

Si h est un élément libre pour lequel hc est ordinaire, on a

fghca(k) diA=ghca,
E
d’ou le théoréme.
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Théoréme 83.3. Siles intégrales faibles a =ga(,l) dA et ber b(1)dA

existent, on a

[la)+ b)) dA = [a(R) dx + [b(A) d2.
E E E

Démonstration. Soient g et h deux éléments libres pour
lesquels les intégrales fortes

fga()dr=ga et [hb(})dA=hb
E E

existent. On a alors
[ghla(d) + b)) dx = [ gha(3)dA + [ghb(2) dx
E E E

=h [ga(d)dx + g [hb(R)d2
E E

= hga + ghb=gh(a -+ b),
d’'cu le théoréme.

Théoréme 83.4. Si a(l) est uniformément faiblement continue
dans un intervalle (4, 2], alors l'intégrale faible
L
b= [a()dk, oa M<A<i,
i
est réguliérement faiblement dérivable dans cet intervalle et I'on a

b'(A)=a().

Démonstration. En effet, il existe alors un élément libre g
pour lequel le produit ga(l) est ordinaire et uniformément fortement

N
continu. En vertu du thé.oréme 70 l'intégrale [ ga(1) dA est réguliere-

ment fortement dérivable dans [, 1] et 'on a

(@b =1 [ ga(R) d2 I'= ga ().

d’ou le théoréme.

Remarque 83. On peut dire qu'une fonction a(1) est faiblement
sommable sur un ensemble mesurable E, lorsqu’il existe un élément
libre g pour lequel le produit ga() est ordinaire et fortement som-
mable sur E. Alors on peut démontrer que toute fonction faiblement
sommable posséde l'intégrale faible. Nous n’entrerons pas ici dans
les détails de cette démonstration qui ne présente d’ailleurs aucune
difficulté.
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84. L’équation différentielle ax'(1) = bx(1). Nous énoncerons
dans les N°® 84 —86 quelques théorémes sur les équations différen-

tielles

ax'(A)=bx(1) et ax"(})=bx(})
qui assurent l'unicité de leurs solutions sous certaines hypothéses '?).
L’existence de ses solutions sera établie, au Chapitre VI, dans quel-
ques interprétations particulicres.

Nous démontrerons, en premier lieu, le

Théoréme 84. Si une fonction généralisée x(X) est régulierement
faiblement dérivable dans un intervalle [, 1,] et y satisfait a I'équa
tion différentielle

(84.1) ax'(1) = bx(3),
ou a est un élément libre et b un élément généralisé quelconque, on a
(842) x(N)x(w)=xQA)x(A+u—2A) pour A, u=21, ef A+u<i,+3,.

Démonstration. Soit g un élément libre tel que le produit
gx(1) est ordinaire et régulierement fortement dérivable dans l'inter-
valle [3,,,]. Alors il en est de méme du produit y, (1) = agx(}) et
I'on a

yi(Q) = agx' (1) = bgx ().

Or, le dernier produit est encore dérivable et, par conséquent,
continu et borné dans l'intervalle [1,1,]. Donc la dérivée de y, (1)
est bornée dans [1;, A,]. On voit aussi facilement que la fonction

yZ (X) — 8gx (AI+AO— A) ’
ou A, est fixé arbitrairement dans l'intervalle [4,,1,], est réguliérement

fortement dérivable sur l'intervalle [1,,A,]. La dérivée de y,(2) est,
pareillement que celle de y, (1), bornée sur [4,,2,].

Considérons maintenant la fonction
z() =y, () y,(X) = a’g®x (2, +1—2).
D’aprés le théoréme 68.4, z(1) est une fonction régulierement forte-
ment dérivable dans [1,2)] et I'on a, en vertu de (83.1)
Z(R) = y1 () - y,(A) + y,(X) - y5(})
= agx'(3) - agx (X, +A—2A) — ag(R) - agx' (A, +A;—2)
= 0.

1) Pour les théorémes analogues dans les espaces plus généraux voir J. G-
Mikusinski [15].
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D’aprés le théoréme 68.1, la fonction z(1) est donc constante et
I'on a z(,) = z(2), c’est-a-dire

ag’x(X) x () = a’g?x(X) x (X, +21,—4),
x(2) x (X)) = x(Q) x (A, +A2—2).

Cette formule a été démontrée pour A, fixé arbitrairement dans
l'intervalle [3,,4,]. Donc, en posant A,=2i+u—1,, il vient (84.1).

d'on

On peut completer le théoréme ci-dessus par la remarque sui-
vante: Si une fonction généralisée x(1) est faiblement dérivable dans
un intervalle [1,,1,] et y satisfait a I'équation fonctionnelle (84.2) alors
il existe deux éléments ordinaires a et b pour lesquels on a (84.1)
dans l'intervalle [,,A;]. En effet, en dérivant (84.2) une fois par
rapport 4 A et 'autre par rapport a x, on obtient

, x () XQA+p—2)=x'Q) x (1) = x () x'(») .
Si gx(1,) et hx'(1,) sont des éléments ordinaires, on a donc pour

”:0: ] !
ghx(2,)) x'(3) = ghx'(3,) x(2),
d’ou la proposition.

85. L’unicité de la solution. On peut énoncer le théoréme d’unicité
pour I’équation (84.1) sous la forme suivante:

Théoréme 85. On suppose que dans l'anneau considéré A la
relation x2=0, ou x ¢ A, entraine toujours x=0. Cela posé, soit x (1)
une fonction généralisée qui est réguliérement faiblement dérivable
dans lintervalle (X, ;] et qui y satisfait a I'équation (84.1), ou a est
un élément libre et b un élément généralisé quelconque. Alors,
si x(A))=0 dans un point quelconque de [, %[, on a identiquement
x () =0 pour tout €1, A,

Démonstration. Supposons que x(x)=0 pour un certain
point x, de l'intervalle [i,,4,). D’aprés le théoréme 84 on a

X ("2) X ("2) =X ('11) X ("1)v

ou x, est la moyenne arithmétique de i,-et x,. Donc x(x,)!=0 et
par conséquent x(x;) =0. Par induction on a %(x,) =0 pour n=2,3,...,
ou x,est la moyenne de A, et x,_,. En vertu de la continuité de x(})
on a donc x (1,)=0. Si maintenant A est un point quelconque de l'in"
tervalle [A, »,], ou p, est la moyenne de A, et 1, on a, d’aprés (84.2),

x(2) x(2) = x(,) x(2A — 1),
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d'ou x(A)?=0 et x(A)=0. Ainsi nous avons démontré l'identité
x(A)=0 pour A€l »,]. En particulier on a x(¢)=0. Or, le raison-
nement précédent prouve encore que x(1)==0 pour A€[x,, 4,], ou x4, est la
moyenne de x, et A, Par induction on a x()=0 pour €[y, 1,
(n=2,3,...), ou u, est la moyenne de x,_, et X, Pour achever la
démonstration, il suffit de remarquer encore que, en vertu de la
continuité de x (1), on a x(1,)=0.

Il résulte du théorétme précédent que si deux fonctions x, (1)
et x,(1) sont régulierement faiblement dérivables dans [lintervalle
[A,,4,) et y satisfont & la méme équation (84.1), alors Iégalité
x,(x,)=x,(x,) dans un seul point x, ¢ [1,, 3, entraine l'identité x,(A) =x,(1)
dans lintervalle [, X,] tout entier. En effet, il suffit de remarquer
que la différence y ()= x,(1) —x,() satisfait encore a I'équation
(84.1) et s'annulle pour A=,

86. L’équation ax"(1) =bx(1). Un théoréme analogue au théo-
réme 85 peut étre démontré pour l'équation du second ordre:

Théoréme 86. On suppose que tout élément de 'anneau considéré
A est libre, c'est-a-dire que l'égalité xy =0 entraine toujours x =0
ou bien y=20. Soit maintenant x (1) une fonction généralisée qui est
deux fois réguliérement faiblement dérivable dans un intervalle [A,, 4,]
et qui y satisfait a I'équation différentielle

(86.1) ax"(2) = bx(2),

ou a et b sont des éléments généralisés quelconques, pourvu que

a#0. Alors, si x(A)=x'(A)=0 dans un point quelconque de [},, ;]

on a identiquement x(A)=0 pour tout Xe[A,A,l.
Démonstration. La démonstration sera divisée en trois

parties:

(I) Fixons p arbitrairement dans l'intervalle [},, 4,] et posons
yQ) =xQ) XA+ p— 2)+x'(A) x(A, +pn— 1) pour A€}, ul.

Soit g un élémént tel que le produit gax(i) est régulierement
fortement dérivable. On vérifie facilement que

[gay(Q)]' = gay'(2) = 0.
Par suite le produit gay(x) est constant. Supposons que x(i,)=
=x'(A4)=0. Alors on a gay(,) =0, donc gay(x)=0 et y()=0

pour tout A€[d,#). Comme u a été fixé arbitrairement dans [3,, .}

on a
x(2) x'(A,+ 11— ) +x'Q) (X, +p— ) =0
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pour tout couple de nombres A et u satisfaisant aux inégalités
A <A< mu<]3, Suppcsons que

(86.2) x(A) #0

pour un certain A,€[d,, #,l, ou u, est la moyenne arithmétique de 2,
et 2,. On a en particulier

x(Xg) X'(A,+ 1 — 29) + x'(3y) x(A,+u—2)=0 pour 3, < u<A,
d’'ou
x(2) () = — x'(2) x(2) pour A, <A< A+ A, — Ay

En vertu du théoréme 85 on a donc x(3) =0 pour A, <A<2,+21,—2,
et en particulier pour A=2,, ce qui n’est pas compatible avec (86.2).
Nous avons ainsi démontré que I'on a x(1) =0 pour X¢[A, u]. Par
conséquent on a x(,)=x'(x)=0. Or, d’aprés le raisonnement de
tout a I’heure, on a encore x(1) =0 pour e[y, u,), ou g, est la
moyenne de x, et A, Par induction on a x(1)=0 pour Aely, ,, u,]
(n=2,3,...), ou u, est la moyenne de y,_; et A, et en vertu de la
continuité de x(1) il vient x(1,)=0 dans lintervalle [i,, ;] tout en-
tier.

-
(II) Supposons maintenant que x(1,) =x'(1,)=0. En posant
A=—2 et x(1)=x(), on a

ax"()) =bx(}) pour Ae[— 2, — )

On vérifie facilement que la fonction x(1) est deux fois régulie-
rement faiblement dérivable et que x(—,) = x'(—2;,)=0. Donc, en
vertu de (I) on a identiquement x(1)=0 dans [—A, —3,] et par
suite x (1) =0 dans [, ;).

(III) Si enfin x(1)) = x'(3,)=0 pour un certain A, intérieur a
[4,, A,], on peut appliquer les raisonnements (I) et (II) aux intervalles
[A5, A,] et [X,, A,] respectivement, d’ou x (1) =0 pour tout e[, 3,].

Il résulte du théoréme précédent que si deux fonctions x,(1) et
x,(1) sont deux fois réguliérement faiblement dérivables et satisfont
& I'équation différentielle (86.1) avec les mémes conditions initiales
x,(X0) = x,(2), x'(X) = x'(x)) (X €[A,, A,)), elles sont identiques. En
effet, la différence y(1) = x,(1) — x,(}) satisfait alors aux conditions
du théoreme 86, d’ou x,(1) — x,(1) =0 pour tout €[}, 3,!.
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Chapitre VL
Applications.

87. Equations intégrales. Nous montrerons tout d’abord une
application trés simple des séries de puissances (v. N°® 63, 64 et 69).

Soit A I'anneau du type [A], ou A> est l'ensembl'e de fonctions
de decux variables a= la(x,y)} considéré dans 'exemple () du N° 64,
Alors I'équation

(87.1) z=a+ kz

posséde toujours la solution

7= 1 a
1—k™°
car le rayon de k est infini et la série
atl < gl 2
l_k—l k4 k24

est fortement convergente; de plus, cette solution est unique. Ce fait
signifie que I'équation intégrale

(87.2) z(x,y)=a(x,y) + ka(x. $)z(s,y) ds

posséde toujours une et une seule solution. En posant en particulier
y=0 et z(x,0)=2z(x), a(x,0)=a(x), 'équation (87.2) prend la forme
de I'équation de Volterra

z(x)=a(x) + ka (x,s) z(s) ds.

Ainsi l'existence et l'unicité de la solution de cette derniére équa-
tion se trouve établie.
Soit maintenant A l'anneau du type [A], ou A: est I'ensemble

de fonctions de deux variables a={a(x,y)] considéré dans I'exemple
(v) du N° 64. Alors I'équation

(87.3) z=a+ Akz,

ou A est un nombre, posséde toujours la solution

1

i T
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pourvu que | A| soit inférieur au rayon o(k) de k; cette solution est
unique. Cela signifie que I’équation

z(x,y)=a(x,y) +A ofl k(x,s) z(s, y) ds
et en particurier I’équation de Fredholm
z(x¥)=a(x) + A J}k(x, s) z(s) ds
posséde toujours une et une seule osolution, si [Al<o(k).

88. L’anneau C,;. Nous passons maintenant au domaine principal
de nos applications.

Désignons par C; l'ensemble des fonctions complexes a={a(t)}
de variable réelle ¢, définies et confinues dans un intervalle donné
0<t<T. La somme de deux fonctions de C, soit entendue au sens
ordinaire et le produit soit défini par la relation (v. N° 10)

ab={a(®)} (b(t)) = of'a(t N

Cela posé, C;. constitue un anneau algébrique commutatif.

Soit C; l'ensemble des fonctions continues et non négatives

pour 0<¢{<T. Cet ensemble satisfait évidement aux axiomes 1*, 2°,
2*® et 3* des N°* 47 et 59. Convenons enfin que le module des
fonctions de C; est entendu au sens ordinaire. Ce module satisfait
aux axiomes 1°—5° des N°* 50 et 59.

On vérifie facilement que I'ensemble C; est fortement complet
(v. N°57).

Nous étudierons maintenant les éléments généralisés de C; qui
sont, comme nous le verrons, d’'une abondance bien variée. Nous en
discuterons successivement les plus caractéristiques types.

89. La classe d'éléments généralisés correspondant aux fonctions
sommables '®). Désignons par S; la classe des éléments généralisés a

pour lesquels le produit la, ou I={1} (v. N° 30), est ordinaire et peut
étre représenté sous la forme

(89) la = ([a (2 de)

1) Les résultats des N°® 89—91 ont été établis dans quelques discussions de 'auteur
avec M. C. Ryll-Nardzewski.
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ou {a(#)} est une fonction sommable dans tout intervalle 0<¢<t,<T.
On voit aussitot que la fonction {a(f)} qui correspond a 1'élément
donné a est déterminée jusqu'a un ensemble de mesure nulle prés.

Nous démontrerons que, réciproquement, a toute fonction {a(?)}
sommable dans les intervalles 0<t <#{ <T on peut faire correspondre
un élément a de S; de maniére que I'égalité (89) ait lieu. En effet,
il existe toujours une suite a,— {a,(f)] de fonctions continues pour
0<t<T qui converge (au sens ordinaire) presque partout vers {a(f)}
et telle que I'on a presque partout 'a,(t)| < b(f), ou {b(f)} est une
fonction sommable dans tout intervalle 0 < f < ¢,<T. La suite la, =

t
— | {aﬂ(z)dt} converge alors, d’aprés le Corollaire 54.1, fortement vers

!
{ [a(z) dr). Donc la suite a, ‘détermine un élément généralisé a pour
lequel on a (89). Cet élément est évidement unique.

Nous avons ainsi établi une correspondence biunivoque entre les

éléments de la classe S; et ceux de la classe S; des fonctions som-
mables dans tout intervalle 0<t<¢#,<T.

90. Isomorphisme des classes S, et S;. Soient a et b deux élé-

ments de la classe S; et {a()}, {b(f)] deux fonctions correspondantes
de S;. Nous démontrerons que la somme a-+b et le produit ab ap-

partiennent encore a la classe S; et que les fonctions leur correspon-
dant sont la forme

(a(t) + b(®)) et | J:a(t—r)b(r)dt}.
En effet, si la = {,(lfa(t)dt} et Ib = {(J:’b(r)dz], on a
1(a+b) = la+1b = {ja(z)dr} + {{:b(r)dr} — {j[a(r)+b(r)l dr},

d'ou la proposition pour la somme.

D’autre part, on peut écrire, en vertu des théoréemes 10.1, 10.3
et 10.4,

] ! )
P’ab = la-lb = {ga(t)dt} {_!;b(t)dr} = ]. {JC(!)d‘t},
t
ou c(t) = fo a(t—1) b(r) dz. Comme I'élément [ est libre, il vient d'ici

I-ab={£c(t)dr].

d’ou la proposition pour le produit.
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En se servant du langage familier de I'algébre abstraite, on
exprimera la propriété des ensembles S; et S; que nous venons de
démontrer en disant que les ensembles S; et S; sont isomorphes par
rapport a l'addition et la multiplication. Cet isomorphisme permet
d’envisager les fonctions sommables comme une généralisation, au
sens du N° 77, des fonctions continues et de les identifier avec les
éléments généralisés de la classe §,.

91. Eléments géneralisés dans I'anneau des fonctions sommables.
L’ensemble S; considéré au N° 89 et 90 constitue évidemment un
anneau algébrique par rapport aux opérations

{a()} + (b)) ={a(t) + b($)} et {a(t)}{b(t)l=lo}a(f—r) b(z)dz}.

L’anneau C; peut étre considéré comme un sous-anneau de S;.

Si les fonctions de S; non négatives presque partout sont con-
sidérées comme des éléments non négatifs et le module est entendu
au sens ordinaire, on peut parler des convergences forte et faible
dans I'anneau S; qui signifient évidemment autre chose que les con-
vergences analogues relatives a I'anneau Cj.

Nous démontrerons que fout élément généralisé de S; est en
méme temps un é!ément généralisé de C;. Plus précisément: tout
élément généralisé de S; contient une suite a, dont tous les termes
sont des éléments de C; et pour laquelle il existe un élément libre
geC; tel que la suite ga, converge fortement dans C;. Cette pro-
position montre qu'il revient au méme si I'on parle des éléments
généralisés de C; ou bien de ceux de S;.

En effet, si une suite b,eS; appartient 2 un ¢lément généralisé
b de §;, il existe un é!ément libre heS; pour lequel la suite hb,
converge dans S; fortement vers un élément ordinaire hbeS;. I
existe donc un élément ce S} pour lequel on a, quel que soit q naturel,

q|/hb,—hb|<c pour n assez grand.
Par conséquent on- a

q!llhb,—Ihb|<Ic pour n assez grand.

Or, les éléments lhb,, lhb et Ic appartiennent tous a C;, donc la
suite lhb, converge dans C; fortement vers lhb.

- r 9 . - = N f .
Considérons, d'autre part, la suite e,={ne~™}. La suite e, con-
verge dans C; fortement vers I°, comme on le voit facilement en
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écrivant Pe, = (] + {,', (e — 1)}. Donc le produit e,-lhb, converge
dans C; et a fortiori dans S; fortement vers I?-lhb ou, ce qui revient
au méme, Ph-e b, converge de cette fagon vers Ph-b. Or, le produit

t
ol enbn={ nfe_"“_r b, (») d1}={ ne _"'f e b, (2 dz}
0 0

est évidlemment une fonction continue et appartient, par conséquent,
a4 C;. Comme g=1Fh est un élément libre de C;, la proposition se
trouve démontrée.

92. L’élément ,,unité“. La suite e,={ ne~™ } jouit d’'une propriété
intéressante. En effet, la relation lim [%e,=1’ entraine successive-
ment lim Fe,a=[*a et

lime,a=a (limite faible),
quel que soit 'élément généralisé a. Si 'on désigne par e I'élément
généralisé qui correspond a la suite e,, on a donc
ea=a. .

L'élément e est donc l'unité dans I'anneau C; d'éléments géné-
ralis:s de C; et I'on peut écrire tout simplement e=1. Cette unité
n'appartient évidemment pas a I'anneau C; ni a S; (v. N° 24).

L'élément 1 peut aussi étre obtenu au moyen de 'une quelconque
des suites:

92.1) {n’te—}, |nsinnt] et {n—n?t+|n—n?tl}.
x x4 x
x=ne"' x=n’te-nt - x=c,(t)
ol :
£ .15 t
x
2n 3
x=nsinn
n=n-n‘t+jn-n't|
2

1/n
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Si I'on admet les fonctions discontinues et si 'on considére la
convergence faible dans I'anneau S;, on peut prendre aussi les suites

1 L‘n'—l
922) {7, fe.0).
ou ¢, (f) est égal a n pour < ,11— et a zéro ailleurs. Les diagrames des
fonctions (92.1) et (92.2) sont représentés sur la page précédente.

Pour démontrer que les suites (92.1) et (92.2) appartiennent a
I'élément unité, il suffit de montrer qu’en les multipliant par un élé-
ment libre g, convenablement choisi, on obtiendra les suites qui con-
vergent fortement vers g. Par exemple, la suite

t 1, 55
I2-{n sin nt} = {nof (t—) sinntdr} = {t—, sinnt}

converge fortement vers {f{} =0F. On peut aussi vérifier directement
pour un élément arbitraire a= {a(f)} e C;, que le produit {n sin nt}. a
converge faiblement vers a. Dans ce but, il suffit de montrer que
le produit

P{n sin nt} a
converge fortement vers ’a. Or, ceci est évident, d’apres le résultat

de tout a I'heure. On peut aussi suivre la voie naive et effectuer le
calcul direct:

B(nsinnt)a= {t—:, sin nt} {a(t)] =
(92.3)

t
=t1-la @l —{ ;[ sinn(t—) a)ds].
La fonction {a(f)} est continue pour 0 <¢<T, donc bornée,

a(t)[ < M, dans chaque intervalle 0 <¢ <t <T. On a donc dans
cet intervalle

. ‘
rlsinn(t—1-a@di| <2 M,
0

d’ou, en vertu du Corollaire 54.2, la convergence forte de la suite (92.3)
vers {t}-{a(t))=Pa.

Le lecteur vérifiera que les suites restantes de (92.1) et (92.2)
convergent aussi faiblement vers 1.

93. L’anneau complexe. Désignons généralement par [a] les élé-
ments généralisés déterminés par les suites

{ane"},
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ou a est un nombre quelconque, complexe ou réel. Alors les suites
{n2te—™)}, {ansin nt} etc.

appartiennent encore a [a). La convergence faible de ces suites se

démontre de la méme maniére que celle des suites du N° 92,

On a

[a] + [Bl=1im [ane~™]} + lim {Bne~™] = lim {(a + B) ne~™} =[a + f]

[a] - [f]=lim {ane~™} - lim {fne™} = lim {a B ne~ "} =[a}f].

Ces deux égalités expriment I'isomorphisme de I’ensemble des

éléments [a] avec l'ensemble des nombres complexes, ou I'addition

et la multiplication sont entendues au sens ordinaire. On peut donc

identifier ces éléments et écrire tout simplement [a]=a. Ainsi les

nombres peuvent étre envisagés comme des éléments extraordinaires

de I'anneau C; .

L’ensemble C; étant un anneau algébrique, il s’ensuit que les élé&
ments de la forme a+a, ol @ est un nombre complexe et aeC;, appar-
tient encore a I'anneau C;. On voit ainsi que I'anneau complexe (C;]
du type [4], ou A,=C; (v. N*® 28 et 29), est un sous-anneau de C;.
Ce fait est théoriquement trés interéssant, car il montre que la con-
struction algébrique de I'anneau complexe peut étre remplacée, dans

le cas de I'anneau [C;], par la construction qui s’appuie sur la notion
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