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Introduction. L’algeébre abstraite permet de considérer comme
multiplication différentes opérations analytiques, p. e.
t

i
0J-a(t —1)b (1) dx, ofa(x,s)b(s,y) ds.

Chacune de ces expressions peut éire envisagée comme le produit
ab de deux éléments a,b ¢t ce n’est que linterprétation de ces elé-
ments ct de la régle de la multiplication qui sont différentes dans les
deux cas. Ce point de vue permet de ramener cartains problémes
d’analyse a ceux d’algébre; c’est ainsi p. e. que les deux équations
intégrales

¢ t
w®) =f(O) + Jh(t—u@) dr,  ulx,y) = f(e,y) + Jk(x,3)uls,y) ds
s¢ raménent a unc méme ¢quation algébrique
u=f4ku.

De plus, cette équation est susceptible d’unc infinité d’autres inter-
prétations.

La solution formelle u= i L kf de cette équation n’ a, tout d’abord,
qu'un sens purement symbolique. Or, cette expression peut gagner

un sens tout a fait précis, des que l'on traite ses symboles comme
des éléments d’un anneau algébrique.
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Nous montrons dans ce travail que beaucoup de probleémes con-
cernant les équations différentielles et intégrales trouvent leur interpré-
tation dans la théorie de I'anncau algébrique. Certaines difficultés qui
se présentent dans cette interprétation peuvent étre levées par

1° I'introduction supplémentaire de I'élément unité dans les an-
neaux qui en sont dépourvus;

2° Pintroduction d’une topologie convenable (en particulier, d'une
notion de convergence).

Notre travail se divisera done en deux parties: dans la premicre,
nous nous hornons a des problémes dans lesquels on peut se passer
de la notion de convergence. Nous montrons, en particulier, que les
idées du caleul de Heaviside trouvent leur justification compléte dans
la théoric des anncaux algébriques. La méthode exposée permet d’em-
brasser le cas général de la résolution des équations différenticlles
& cocfficients constants et elle n'introduit pas de restrictions impo-
sées p. e. par la méthode de la transformation de Laplace."Nous com-
parons, dans le No 42, la portée de ces deux méthodes. Nous donnons
aussi les démonstrations tres simples de quelques théorémes de la
théorie des équations iniégrales de Fredholm.

Dans la seconde partie, qui se trouve en préparation, nous intro-
duirons la notion de limite; ¢’est ce qui permettra d’enrichir le champ
des applications de notre théorie. En particulier, nous donnerons une
méthode de la résolution des équations aux dérivées particlles des ty-
pes les plus importants.

Nous nous sommes proposés d’exposer systématiquement la théorie
de Panneau lincaire, en introduisant progressivement les notions de
Palgeébre et en tichant de donner beaucoup d’exemples. Nous espérons
de rendre ainsi Pexposé plus accessible aux lecteurs non familiers avec
les notions de lalgébre abstraite. Cependant, on trouvera dans la suite
certaines démonstrations qui sont moins ¢lémentaires et qui exigent,
p. ¢., la connaissance des éléments de la théorie des fonctions de va-
riables réelles. Le lecteur qui est empressé de saisir des applications
pratiques pourra négliger ces démonstrations; cela ne 'empéchera pas
de comprendre la suite.

En terminant, qu’il me soit permis d’exprimer ma gratitude
a M. A. Turowicz, qui m'a conseillé de traiter axiomatiquement la
théorie, et a M. M. Biernacki, dont I'extréme bienveillance m’a été
d’un grand sccours pendant la rédaction du présent travail. Cest aussi
avee un grand plaisir que je remercie M. Cz, Ryll-Nardzewski,
qui m’a aidé & éclaircir quelques points particuliers de la théorie, et
Mie H. Pidek pour son concours a la rédaction des N* 38, 39 et 46.
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Chapitre I

Addition

1. Notion de groupe abélien additif. Parmis les propriétés ca-
ractérisant laddition des nombres, nous distinguerons les deux sui-
vantes:

L. (a4b)4+c=a+(c+b);
1. Il existe une solution (au moins) de l'équation a—-+ x=Db.

[’égalité 1 est juste pour tous les triples de nombres arbitraires
a,b,c. D’apres la propriété Il il est toujours possible, pour chaque
couple de nombres a,b, de trouver un troisi¢me nombre x tel que
I'équation a+ x=»5 soit satisfaite.

La notion d'addition, qui ne se rapportait tout d’abord qu’a des
nombres (réels ou complexes), a subi, au cours du développement des
mathématiques, des interprétations bien différentes. On parle p. e. de
Paddition de vecteurs, cette opération étant définie d’une maniére géo-
métrique tout a fait différente de l'addition arithmmétique de nombres,
lLa dénomination ,addition” peut étre justifiée, dans le cas des vec-
teurs, par le fait que cette opération obéit aux mémes lois 1 et 1l.

Il est intéressant de chercher d’autres relations qui peuvent étre
déduites des propriétés | et [I. Ces relations seront siirement justes
dans le cas des nombres ou des vecteurs et, plus généralement, dans
celui des ensembles d’éléments quelconques pour lesquels addition
est définie d’une maniére tout a fait arbitraire, pourvu que les postu-
lats I et 11 soient vérifiés.

On est ainsi amené a la définition absiraite de P'addition que nous
allons préciser ci-dessous. '

Soit 4 un ensemble quelconque d’éléments a, b,c, ..., x,... On fait
correspondre a chaque couple a,b d’éléments de 4 un troisiéme ¢lé-
ment a—+b qui appartient au méme ensemble 4; cet élément est dit
somme de a et b. La maniére dont on établit cette correspondance
ne joue aucun rdle, on demande seulement que les postulats 1 et Il
soient satisfaits.

On dira alors que I'ensemble A4 constitue un groupe abélien par
rapport a cette addition ou, tout court, un groupe abélien additif.

Exemples 1. lLes ensembles suivants constituent des groupes
abéliens:

(a) L’ensemble de tous les nombres entiers, 'addition étant définie
comme d’habitude;

(b) L’ensemble de tous les nombres rationnels, zéro étant exclus
si I',addition” est définie comme multiplication au sens ordinaire;
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(¢) Les nombres 1, —1, i, —i (i2=—1), si I',addition” est définie
comme multiplication au sens ordinaire;

(d) L’ensemble des transformations ecuclidiennes:

x'=x cos g}y sing, Yy =—xsing—+ y cos ¢,
ou I',addition” est définic comme superposition de deux transforma-
tions; '

(e) L’enscinble de toutes les fonctions continues, définies dans un
intervalle commun, addition étant définic comme d’habitude;

(f) L’ensemble de tous les systéemes de n nombres
(4 25 .- +» dn)
ou l'addition est définic comme suit:

(@), 8, -y n)+ (b1, by, o..ubn) = (a4 b, 8.+ by, ..., an+by).

2. Propriétés fondamentales du groupe abélien. Nous établirons
maintenant d’autres propriétés du groupe abélien. Ces propriétés sont
des conséquences des axiomes T et Il et ne dépendent pas de la nature
des éléments considérés. Cette méthode, propre a 'algebre abstraite,
est d'une grande portée, les théorémes déduits étant susceptibles
d’une infinité d’interprétations.

Théoréme 2.1 (la commutativité). On a

(2.1) at+b=b-+}a
pour tout couple a,beA. '
Démonstration. On a d’apreés axiome |
(a+x)+a=a—+(a+x)
pour tout couple a,xed; or on peut choisir, d’apres II, un tel x
que a-+x=>, ce qui donne b-+a=a-tb, ¢’est-i-dire (2.1).
Théoreme 2.2 (I'associativité). On a
2.2) @+ b)-Fe=a+(b+o

pour tout triple a,b,ce A.

Démonstration. En vertu du théoréme 2.1, on peut ‘remplacer
dans 1 c—+b par b+ec.

Le théorcme 2.2 permet de négliger les parentheses et d’écrire
simplement a+b—+c et, plus généralement, a,--...-}-a,.

Théoreme 2.3 (I'existence d'élément nul). Il existe (au moins) un
élément 0eA, tel que

(2.3) b+0=0+b=>b
pour tout beA.
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Démonstration. D’apres LI, il existe, pour tout a donné, un
¢lément 0 tel que a-+0=a. Cecla posé, nous montrerons que l'on a tou-
jours b+0=b pour beAd. In cffet, posons a-}x=b, ce qui est
possible d’apres 11; alors:

b0 =(a+-%)40
=a-+(0-+x) (dapres 1)
=(a+0)+x (daprés le théoreme 2.2
==
En vertu du théor¢me 2.1, on a encore b+0=0-4b.

Théoréeme 2.4 (I'existence d’élément opposé). L’élément ae A étant
donné arbitrairement, il existe (au moins) un élément (—a)eA tel que

(2.4) (—a)+a=a—+(—a)=0.

Démonstration. Ce théoréme est une conséquence directe de
I'axiome Il et du théoréme 2.1.

Exemples 2. lLes éléments nuls, relatifs aux interprétations
données dans les exemples t sont: (a) 0; (b) L5 (¢) t; (d) ¥’ =x, Yy =y;
(e) f(H)=0; (f) (0, 0, ..., 0).

L’élément opposé pour la transformation (d) est
x’ = x cos g — y sin g, Yy = xsinp+ y cos ¢.

3. Remarque. Dans la plupart des traités consacrés a la théorie
des groupes, ce sont justement les théorémes 2.1, 2.2, 2.3 et 2.4 qui
sont employés pour définir le groupe abélien et qui y jouent donc le
role des axiomes. 1l n'est pas difficile d’établir I'équivalence de cette
définition avee la notre. Dans ce travail, nous tachons de réduire
autant que possible le nombre des axiomes, car c’est avantageux
pour les applications. En effet, avant d’appliquer la théorie générale
4 quelque interprétation particuliere, il y a licu de vérifier si les axio-
mes de cette théorie sont satisfaits, il y a donc intérét de réduire le
nombre de ces axiomes au minimum ).

Le lecteur vérifiera sans peine que les propriéiés | et 1l sont des
conséquences des théorémes 2.1, 2.2, 2.3 ot 2.4 lorsque ces derniers
sont admis comme axiomes.

4. Autres propriétés du groupe abélien. Signalons encore les
propriétés suivantes du groupe abélien:

Théoréeme 4.1. [.’élément nul est unique.

Démonstration. Supposons qu'il y ait deux éléments nuls:
0, et 0,. Comme 0, est nul, on a 0, +0,=0,; comme 0, est nul, on a
0,40,=0,; donc 0,=0,.

) L'introduction de 'axiome | est due a A, Tarski,
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Théoreme 4.2. 8i a-+b=a+ ¢, alors b=c.
Démonstration.
(—a)+(a+b=(—a)+a+to),
[(—a)+a]+b=[—a)+a]tc
b=
Théoréme 4.3. La solution de I'équation a+x=b est unique pour
chaque couple a,beA.
Démonstration. Si atx;=b et at+x,=b, on a
a+x,=a-+ x,,
=I5k
Corollaire. L’élément opposé (a un élément donné) est unique.

En effet, I'élément opposé est défini comme la solution de I'équa-
tion a+ x=0.

5. Soustraction. Pour rendre les calculs plus commodes, on intro-
duit le symbole

b—a=0b4(—a).
L’élément b — a satisfait évidemment a I'équation a+x==0b, il peut
donc étre défini comme la solution de cette équation (théorcme 4.3).

On démontre sans peine les formules usuelles de la soustraction:

a—(b-+c)=@—b)—c a—(b—c)=(a—b)+c, etc.

6. Groupes complexes. Soient 4, ..., A, n groupes (abéliens) quel-
conques. Les nombres des éléments ct les définitions de I'addition ne
sont soumises a aucune restriction et peuvent étre différentes dans
chaque groupe, pourvu que les axiomes 1 et LI soient partout satisfaits.
On forme un nouveau ensemble 4 de tous les systémes de n éléments

(@y,...,a0)
ou I'élément a; (i=1,...,n) appartient a ’ensemble A,

Deux systéemes (a,...as) et (b, .., b,) secront considérés comme
égaux, si ai=>b, pour i=1,.., n, et seulement dans ce cas.

On définit dans 4 Tladdition par I'égalité

@y ..ooan)+(bys....ba)=(a,+b,,...,an—+ by).

On voit facilement que I'ensemble 4 constitue un nouveau groupe
abélien. In effet, 'axiome 1 est ici satisfait, car on a

[(a1, o o an) _| (bl’ ., b,,)l +(C,, epe ity ('n) =
=[(a;,+b)+cy ..., (@n+ ba)+cal;
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on a ensuite, en tenant compte de ce que I'axiome I est rempli pour
chacun des groupes A4;:
=|a,+ (¢, + b)), ..., an+(cn+ bn)]
= (8, +0ny u,‘)—l-[(c,, cees (',,)-+—(1)1, ey bn)l
Parcillement, 'axiome 11 est satisfait, car en cherchant une solu-
tion de I'équation
(aly---van)hl_ (-"j----’xn)=(b||--°9bn);
on a a résoudre les n équations
ai-+xi=b; (== 116 o T
ce qui est toujours possible, car les 4; sont des groupes abéliens.
L’ensemble 4 sera dit un groupe (abélien) complexe.
Exemple 6. En supposant que n=2, soient A4, I'ensemble des

nombres réels et 4, celui des fonctions réelles f(t), I'addition des élé-
ments étant entendue au sens ordinaire. On a alors p. e.
(6.1) (1, sin?t) 4 (— 1, cos®t) = (0, 1).

Il est a remarquer que le ,17 dans le second membre doit étre
considéré comme une fonction (constante) de la variable ¢ et non pas
comme un nombre au sens propre, car cet ¢lément appartient au
groupe A,.

Il peut, tout d’abord, sembler inutile d’associer des éléments aussi
différents qu’'un nombre et une fonction, et de les traiter ensemble
comme des ¢léments d’un scul groupe (complexe). Or, nous verrons
plus tard que cette association fournit un instrument puissant qui per-
met de simplifier beaucoup de problémes d’analyse.

7. Autre notation. Tout élément

(8y5...,an)

de 4 peut étre écrit sous la forme de la somme suivante:

(81, 0ur .., 00) (01 @y e o oy O) - . (01, 0s - .., 1),

ou les 0,,0,...,0, désignent les éléments nuls des groupes correspon-
dants. Si tous ces groupes sont formés d’éléments différents, on peut
introduire des abréviations:
a,=(a, O ..., On),
a,=—(0,, a, ..., Oa),
an=(0,, 0, ..., &n).
Cela posé, on peut écrire

(@ ...,an)=a,+a,+ ...+ aa,

ce qui est beaucoup plus commode dans des_calculs pratiques.
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Il y a quelque ambiguité dans cette manicre d'écrire, car le sym-
bole a; peut désigner aussi bien un élément de A que celui de A,
Mais cette ambiguité ne sera pas source de confusion, car I'addition
des éléments appartenant aux différents groupes n’étant guere définie,
la somme

a,+a,+...4+an

doit étre nécessairement considerée comme somme d’éléments de A.

Une difficulté se présente lorsqu'on veut mettre sous la forme
d’'une somme p. e. le second membre de (6.1). On ne peut pas écrire,
dans ce cas, sans ambiguité (0,1)=0-+1. Cette difficulté peut étre
levée par l'introduction du symbole {1}:

(0,1) =0+ {1},

qui significra qu'il s’agit ici d’une fonction. Pareillement, on écrira
dans le cas des nombres complexes (0,1)=0-1i. Ces deux exemples
montrent que, dans les cas ou certains ¢léments des groupes Ay, ..., 4q
sont représentés par les mémes symboles, il faut prendre des pré-
cautions.

Chapitre Il
Multiplication

8. Anneau algébrique. Nous conservons constamment I'hypothese
que l'ensemble considéré A constitue un groupe abélien (additif),
c’est-a-dirc qu'unc addition y est définic satisfaisant aux axiomes |
et 1. Nous introduisons, en plus, une nouvelle opération, en faisant
correspondre a tout couple d’éléments a,b un troisieme élément, dé-
sign¢ par ab ou a-b, appartenant au méme ensemble 4. Cette opc-
ration s’appellera multiplication (et I'élément ab sera dit le produit de
a et b), lorsqu’elle satisfait aux trois conditions suivantes:

IIl. (ab)e=a(bc),

IV. a(b—+c)=ab-+ac,

V. (b+cla=ba-+ ca.

Les deux opérations (addition et multiplication) étant définies, on
dit que I'ensemble 4 constitue un anneau algébrique.

Exemples 8. Les ensembles formés
(a) entiers,
(b) pairs,
de tous les nombres (c) rationnels,
i (d) réels,
(e) complexes;
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I (f) réelles définies dans un intervalle commun,
de toutes les fonctions | (g) complexes définies dans un domaine com-
I mun,

forment des anncaux algébriques, lorsque l'addition et la multiplica-
tion y sont définies au sens habituel.

9. Diverses interprétations du produit. I'n général, la ,multiplica-
tion” est définie d’une maniére abstraite; il n’est done pas nécessaire
qu’elle soit toujours entendue au sens ordinaire. Lorsque les éléments
gu'on ,multiplic” sont des fonctions, les trois interprétations suivantes

du produit jouent, dans l'analyse, un role important:
¢

Ja(t—1)b(r)dz (composition des fonctions d’une variable) ),
0

fa(x.8)b(s,y)ds (composition de Volterra de 1 espéce),
0

X

Ja(x,s)b(s, y)ds (composition de Volterra de Il espéce).
y

Nous allons étudier successivement ces trois genres du produit.

10. Propriétés fondamentales de la composition des fonctions
d'une variable. On a les théorémes suivants:

Théoréme 10.1. Si les fonctions a(t) et b(t) sont définies presque
partout et sommables dans lintervalle 0 <t<T, il en est de méme de

leur composition
1

c(t) =0fa(t—t)b(z) dr.

Démonstration. Supposons d’abord que les deux fonctions
a(t), b(t) soient non négatives. On a alors

jdtofa(t—z)b(r)dz=ofb(z)dzfa(t—z)dt

pour tout u fixé arbitrairement dans lintervalle 0<u<T7. Or, la se-
conde de ces intégrales a une valeur finie, car I'intégrale

et |

fa t—z)dt= fa t)dt

est une fonction continuc de 7 dans lmtervalle 0<z<u Il s’en suit
!

que la fonction Ja(t—7)b(z)dr est définie presque partout et somma-
0

ble dans l'intervalle 0 <t <u. Cette propri¢té se prolonge sur l'inter
valle 0= f<= T entier, car u a été choisi arbitraircment.

?) Ce genre de composition est dit parfois ,,produit de composition”, en anglais
wconvolution” ou ,resultant”, en allemand ,,Faltung” ou ,,Produkt -Integral”,
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Pour démontrer le théorcme dans le cas général, il suffit de poser
a=a,—a, et b=>b,—b, ou a,, a, b,,b,=0, ce qui ramene la démon-
stration au cas précédent.

Théoreme 10.2. Lorsque les fonctions a(t) et b(t) sont définies
presque partout et sommables dans un intervalle 0 <t<T et que, en

plus, elles sont bornées dans tout intervalle 0 <<t, <t<t,<T, alors
la composition

I
c(t)=[a(t—1)b(r)dr
(]
est une fonction continue dans lintervalle 0 <t<T.

Démonstration?®). 1l suffit évidemment de montrer que la diffé-
rence c(t+6O)—c(t) est aussi petitc que l'on veut, pourvu que O
soit suffisamment petit. Supposons d’abord que ©@=0 et choisissons
£, et & de manicre a avoir 0<<g;,<<t—e, <<t On a

c(t+0)—c(t)=0f'|la(t—}—0—t)—a(t—'r]]bh) dr

t
+j[a(t+@—z)—a(t—z)la(z)dz
+ fla(t+0—1)—a(t—1)]b(z)dz

{—¢&
I+ 8

+’fa(t+0-—r) b(r)dr =K, +K,-+K,+K,.

On voit sans peine que les intégrales K, K, et K, sont arbitraire-
ment petites, pourvu que I'on choisisse &, et ¢, suffisamment petits,
mais fixes, et que @< ¢, Or, la fonction b(z) est bornée dans linter-
valle [¢,, t—¢,]; on a donc |b(z)|<<M et

— f—n

Ky <M[|a(t+O0—1)—a(t—1)dr=MJ|a(u+0O)—a(u)|du,

ot la derniére intégrale s’annule pour @ >0, ce que nous démontre-
rons au N° suivant.
La démonstration cst analogue dans le cas ©@<0.

Remarque 10. L’exemple suivant montre que le mot ,bornées” ne
peut pas étre supprimé dans le théoréme 10.2.

Soit a(t)=7';, b(t)=l7|_T'_—”

. 1
sommables pour {=0: leur composition e(f)= r—. ‘ —  est
JV({t—1)|t—r1|

0

; les deux fonctions a(f) et b(f) sont

f

une fonction discontinue au point f=1.

3) La démonstration qui suit est empruntée a G. Doetsch [2], p. 159.
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Théoreme 10.3. Si les fonctions a(t), b(t) et c(t) sont définies pres-
que partout et sommables dans lintervalle 0 <t<T, alors les deux
fonctions:

t " {Ea
(10.1) F(t) zoff(t—r)c(r)dr, G(1) =0fa(t —7)g(r)dr

t t

ott f()=Jfa(t—1)b(z)dr et g(t)=fb(t —z)c(z)dz, sont définies presque
0 (1}

partout, sommables dans l'intervalle 0 <<t <T et identiques l'une a I'autre

(c’est-a-dire que 'unc des intégrales (10.1) ayant une valeur déterminée

pour quelque valeur de t (0 ¢t<<T), il en est de méme de Pautre et
les deux valeurs sont égales).

Démonstration. La premicre partie de la proposition, & savoir
I'existence et la sommabilité de F(f) et de G(f), est une conséquence
immédiate du théoréme 10.1.

Les fonctions I'(f) et G(t) peuvent s’écrire sous la forme

1 T

(10.3) F(t) =6’ a(t—1) I(_)I.b(r —o)c(o)dd]dr,
t t—o

G(t)=of|fa(t—o—w)b(m)dwlc(a)da.
0
En posant dans la dernicre intégrale w=1—a, clle devient

e
(10.4) G(t) =df|fa(t—r)b(t—a)dzlc(o)do.

Lorsque les fonctions a(t), b(t) et c(f) sont non négatives, I'existence
de l'une des intégrales (10.3), (10.4) entraine celle de 'autre, ainsi que
I'égalité des deux intégrales. Le cas ou les fonctions a(t), b(t), c(t) sont
arbitraires s¢ ramcne au précédent de la méme manicre que dans la
démonstration du théorcme 10.1.

Théoreme 10.4. Si les fonctions a(t) et b(t) sont définies presque

partout et sommables dans intervalle 0 <t<T, alors les fonctions
1

t
F()=[a(t—1)b(r)dx, G(t)=ofb(t—r)a(z)dr o<t<=T)

0
sont identiques (voir théorcme 10.3).

Démonstration. En posant t —z=0, la seconde intégrale se
ramcne a4 la premiére.

11. Démonstration de la formule lim f|a(u—}-@) — a(u)|du=0.
®—>0 i

Nous nous sommes appuyés dans la démonstration du théoréme 10.1
sur le lemme suivant que nous allons démontrer maintenant:
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Lemme!). Si la fonction a(u) est sommable dans un intervalle
ouvert J, on a

lim [ a(ut60)—a()| du=0

-0 1

pour tout intervalle fermé 1C J.

Démonstration. Soit ¢ un nombre positif arbitraire. Comme
I'intégrale f a(u)/du est une fonction absolument continue de I'ensem-

ble Q, il e\lst(‘ un nombre % =75(e)=>0, tel que l'inégalité¢ Q| <y
entraine | a(u) du< e [Yaprés un théoréme dii a N. Lusin, on peut
Q

déterminer un ensemble fermé F  J tel que la fonction a(u) soit con-

tinue (uniformément) sur I et que |]—I‘|< On peut trouver cn-

2
suite un nombre 6 >0 tel que les relations

u, u40)el, |O|<é
entrainent |a(u-}+6)—a(u)| <e.

Iixons arbitrairement @ (|@|<<4) et désignons par Qe I'ensemble
de tous les points u de l'intervalle I tels que ue(J—F) ou bien
(u+0)e(J—F). On a évidemment | Qg|<< 7. Soit, enfin, Py I'ensemble
des points de lintervalle I qui n’appartiennent pas a Q. On voit ais¢-
ment que ue Py entraine (u—+0)ek.

Pour achever la démonstration, il suffit de remarquer que

} a(u+6)—a(u)|du Qf;a(u—}—O)—a(u)idu—}—ofia(u—}—(ﬁ)ldu—{—of a(u)|du
] (]
| Pol+e+e<e(ll]42)

12. L’anneau I7. Pour éviter 'ambiguité qui pourrait étre facheuse
dans la suite, convenons désormais de désigner les fonctions d’une
facon générale par a,b, ... ou par {a(t)}, [b(f)], ..., et d¢ reserver les sym-
boles a(t), b(f), ... pour désigner les valeurs de ces fonctions au point ¢.

Désignons par Ir 'ensemble de toutes les fonctions complexes d’une
variable réelle t, définics presque partout et sommables dans I'inter-
valle 0 <t<<T. On dira que deux éléments a,b de Ir sont égaux, et
on écrira a=>b, lorsque cn tout point de I'intervalle 0 <¢<<T ou l'une
quelconque des fonctions a= {a(f)}, b={b(t) a une valeur déterminée
(finie), il en est de méme de l'autre et les deux valeurs sont - c¢gales ®).

1) Ce lemme et la démonstration qui suit sont. valables dans l'espace euclidien
a un nombre quelconque de dimensions.

5) Dans la théorie des fonctions réelles, on dit souvent que deux fonctions a, b
sont ,égales” lorsque leurs valeurs ne différent que sur un ensemble de mesure nulle.
Ce point de vue sera discuté¢ plus précisément dans le Nv 17,
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On définit dans Ir I'addition et la multiplication (N° 8) par les for-
mules suivantes (on a, belr):

a+b={a(B)} -+ {b(®)] = la(®)+ (1)),
ab— la(f)]-1b(t)) — iof,u(t—r)b(z)dz}.

Cela posé, on montre que Ir constitue un anncau algébrique par
rapport & ces deux opérations. En effet, 'ensemble Ir est un groupe
ab¢lien par rapport a Paddition, il reste done a vérifier que le ,pro-
duit” ab appartient encore a I'ensemble Ir et que les axiomes Ill, IV
et V sont satisfaits. Or, les théorémes du N° 10 sont évidemment vala-
bles pour les fonctions complexes; on a done, d’apreés le théoréeme 10.1,
abelr. En vertu du théoréme 10.3, on a (ab)c=a(be) (axiome 1ll).
Lles axiomes 1V et V sont aussi satisfaits car on a

t

y ¢
0f&(t—r)|b(r)+(‘(r)](lr =ufa(t—r)b(r)d1 +0fa(t—t)c(t)dt,

t t t
of[b(t—r)—}—c(t—r)|u(r)dr=0fb(t—t)a(r)dr+0fc(t—r)a(r)dr.

13. Les sous-anneaux de Ir. Considérons I'ensemble Ir(i) de tou-
tes les fonctions réelles qui appartiennent a Ir. En conservant la méme
définition de Paddition et de la multiplication, 'ensemble Ir(i) consti-
tue ¢évidemment encore un anncau algébrique. Nous dirons d’une fagon
générale qu'un ensemble est un sous-anneau de Ir lorsqu’il est

1° un sous-ensemble de I,

2° un anncau algébrique (par rapport a I'addition et & la multipli-
cation adoptées dans I).

I7(i) est un sous-anncau de Ir. Pour s’assurer qu’un sous-ensemble
Ir(n) de Ir est un sous-anneau de Ir, il suffit de vérifier que I'addi-
tion et la multiplication des éléments de Ir(n) donnent toujours des
éléments de Ir(n), ce qu'on exprime souvent en disant que P'addition
et la multiplication sont intérieures dans Ir(n).

Pratiquement, on définira un sous-ensemble de Ir, en demandant
que les fonctions envisagées possedent quelque propriété accessoire.
Dans I'exemple précédent, on demandait que les fonctions soient
réelles.

Nous donnons ci-dessous différentes propriétés dont chacune dé-
termine un sous-ensemble de Ir: on demandera, par exemple, que cha-
cune des f[onctions envisagées soit

(1) réelle;

(if) déterminée (et finie) partout dans l'intervalle ouvert 0 <<t<<T
et bornée dans tout intervalle partiel fermé #, < €< i,;
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(1i1) déterminée (et finie) partout dans l'intervalle 0 <t<<T et bor-
née dans tout intervalle partiel 0 <t<{;

(iv) intégrable an sens de Riemann dans tout intervalle partiel
I, < t<t, de I'intervalle 0<<t<<T;

(v) continue dans lintervalle 0<<t<<T;

(vi) continue dans l'intervalle;

(vil) continue pour 0 < t<<T ¢t nulle pour t=0;

(viii) analytique;

(ix) un polyndme;
ou, enfin, on supposera que
(x)

T=+oco et, pour toute fonction f, il existe un nombre (réel) s
pour lequel l'intégrale [e™*'f(t)dt<co est convergente*); etc.
(1]

Désignons respectivement par Ir(i), ..., I7(x) les sous-ensembles de
I dont les éléments satisfont a la condition (1), ..., (x). Le lecteur véri-
fiera que les ensembles Ir(i), ..., Ir(x) constituent des sous-groupes de
Ir; il suffit & ce but de vérifier que si-deux fonctions possédent 'une
quelconque des propriétés précédentes, leur somme et leur produit de
composition poss¢dent la méme propriété. Afin de le démontrer pour
(i1)-(vii), on peut se servir du théorcme 10.2.

Remarque 13. 1l est clair que la propriété accessoire qui définit
un sous-ensemble de Ir ne peut pas ¢étre tout a fait arbitraire. Par
exemple, la condition que les fonctions soient constantes n’est évidem-
ment pas satisfaite par leur produit de composition (4 moins que I'une
des fonctions soit nulle).

Désignons enfin, d’une fagon générale, par Ir(p,q,...) le sous-en-
semble de Ir dont les éléments possc¢dent simultanément les proprié-
tés (p),(q),...; 'ensemble Ir(p,q,..) est l'intersection de Ir(p), Iz(q),...
On voit aisément que si I7(p), IT(q), ... sont des sous-anneaux de I,
il en est de méme de Ir(p,q, --.)-

14. L’anneau F. Nous désignerons par F I'ensemble de toutes les
fonctions complexes f= {f(x,y)} de deux variables réelles, ces fonctions
étant assujettics aux conditions suivantes:

1° f est définie presque partout dans le carré K=|[0,1; 0, 1];

2° f est mesurable superficiellement dans K;

3% il existe pour tout fel un couple de nombres positifs m et k

tel que |f(x,y)<<m x—y|* ' dans K en tout point ou la va-
leur de f(x,y) est déterminée.

% La conditton (x) joue un réle essentiel dans la théorie de la transformation
de Laplace (voir N 41 et 42),
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Ces conditions entrainent la sommabilité de la fonction f dans K,
. 9. - P =1 s oo o
puisque l'intégrale |/ m|x—y dxdy a évidemment une valeur finie.
K

On dira que deux éléments a,b de F sont égaux (a=b) lorsque
en tout point du carré¢ K ot P'une quelcongue des fonctions a=a(x, y),
b=b(x,y) a une valeur déterminée (finic), I'autre a aussi une valeur
déterminée et les deux valeurs sont égales (voir N° 12).

On définit la somme ct le produit de deux fonctions a,bel’ par
les ¢galités suivantes:

a-+b=la(x, y)} + |b(x, y)} = la(x, y)+ b(x, y)},
ab=la(x,y)}-|b(x,y)} = Lfa(x, 3)b(s, y)ds).

On voit tout de suite que la somme a-}-b est toujours une fon-
ction de I'. Nous démontrerons encore qu’il en est de méme du pro-
duit ab.

En effet, le produit (au sens habituel) a(x,s)b(s,y) est mesurable
par rapport a 8 pour tout couple x,yeK sauf pour un ensemble de me-
sure nulle au plus. On a ensuite |a(x, 8)b(s,y)|<<m,m. x —s|k—1.[s—y k!
ou k=min (1, k, k,) pour tout triple de valeurs x,y,s de K tel que le

1

produit a(x, s)b(s, y) est déterminé. Or, I'intégrale [ 1x —s|* ' |s—y[* ' ds
0

1
est finic pour tout x+y. Il s’en suit que lintégrale fa(x,s)b(s,y)ds
0
est finie presque partout dans K. De plus, 'inégalité

| 1
[ a(x, 8)b(s, y)ds| < m, m, -f]x—slk_'-ls—y]k—‘ds
o 0

a lieu pour tout couple x,yeK ou l'intégrale du premier membre est
déterminée. Lorsque 0<<y<<x<<1, lintégrale du second membre est
égale a la somme des trois autres:

4

oﬂx—s)"—‘(y—s)*"ds+f(x—s>‘“‘(s—y>‘ “dst-f(s—x)! T (s —y) T ds
y x

T
i)

et cette somme est inféricure (par substitution = dans la se-

|-

conde intégrale) a

ofy(x—y)“‘(y—s)"’ds+(x—y)“‘—‘of'(1 — ) T+
+xfl(3—x)k_l(x—y)k_'ds=

= = T e T B R — ) =) <

<=y ' (+Bk b+ )

ou B(k,k) est la fonction ,beta” d’Euler.
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Par raison de symétrie, on a

1 ¢
|fa(x, 8)b(s, y)ds| < [i—}—B(k, k)] m, m, ‘x-—ylk 2
0

partout dans K ou la valeur de lintégrale est déterminée. Ceci prouve
que le produit ab satisfait a la condition 3°.

Nous allons démontrer que I'ensemble I est un anneau algébrique.
I'n effet, les axiomes 1 et 1l sont évidemment réalisés, I'addition
étant définic comme d’habitude. Il suffit done de montrer que les
axiomes l[[-V le sont aussi.

Ad Il. On a

— —

(ab)e= : f Ibf a(x, s)b(s, t)ds|c(t, y)dt

a(bc)= "-6 r'la(x, 3) L f b(s, t)c(t, y) dtlds}.

Si les fonctions a, b,c sont non négatives, 'existence de I'une de
ces intégrales entraine celle de l'autre et I'égalité des deux. Le cas
général se démontre en posant a=a,—a,, b=0>b,—b,, c=c,—c, on
les fonctions ay, a,, b,, b,, c,, ¢, sont non négatives.

Ad IV et V. On a

1

Ofa(x, s)[b(s, y)+c(s, y)]ds =Ofa(x, s)b((s,y)ds +0fa(x, s)els, y)ds,
0f[b(x, 8)-+c(x, 3)|a(s, y)ds ———Ofb(x, s)a(s, y)ds —{—6fc(x, s)a(s, y)ds.

15. L’anneau V4g. Soient A et B deux nombres réels (finis ou
infinis), tels que 4 < B. Nous désignerons par Vs I'ensemble de toutes
les fonctions complexes f= {f(x,y)} de deux variables réelles et qui
satisfont aux conditions suivantes:

1° f est définic presque partout dans le triangle 7Tas:

A<y<x<B;
2° f est mesurable superficicllement dans Tas;
3° a toute fonction f et a tout couple de nombres a, 8 (ot 4 <<a<<f<<B)
on peut faire correspondre deux nombres positifs m et k tels
que |f(x,y)l<m x—y*~! en tout point x,y du triangle Tap
(a<y<x<p) ou la fonction f a une valeur déterminée.

L’égalité de deux éléments de Vip étant définic d’une manicre

analogue qu’au N° 12, on définit la somme ct le produit comme suit:

a—+b=la(x,y)}+ {b(x, y)l =la(x, y)+ b(x. y)l,
ab={a(x, y)|-|b(x, y)} ={yfu(x, 2)b(s, y)ds].
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Nous laissons au lecteur de démontrer que 'ensemble V4p consti-
tue un anncau algébrique; cette démonstration n’est d'ailleurs qu’une
modification des démonstrations préeédentes.

16. Les sous-anneaux de F et de Vg lin imposant une propriéié
accessoire quelconque aux foncetions de F, on obtient un sous-ensemble
de I® Pour que ce sous-ensemble constitue un anncau algébrique, il
suffit que I'addition et la multiplication y soient intérieures (voir N° 13).
Ainsi, on peut considérer p. e. un sous-anncau des fonctions réelles,
des fonctions continues, des polynomes ete.

Le méme procédé peut étre appliqué évidemment a Panneau Vgp.

17. Les anneaux Ir, F et Vg En supposant que aelr, désignons
par & la classe de toutes les fonctions de Ir qui ne different de a que
sur un ensemble de mesure nulle. Le sens du symbole b étant
analogue, on écrira d=0b lorsque les classes 4 et b sont identiques.

Si a=b, on a d=>b. Cependant d=5b n’entraine pas nécessaire-
ment a=b.

Désignons par It Pensemble de toutes les classes du type précé-
dent. On définit laddition et la multiplication des classes d, b, ... elr
comme il suit.

On appelle somme d+b de i et b la classe de toutes les fonctions
qu'on peut obtenir par laddition de deux fonctions dont 'une appar-
tient a 4 et l'aure & b. Parcillement, on appelie produit ab la classe
de toutes les fonctions qui sont le produit de deux fonctions quelcon-
ques dont T'une appartient a a ct lautre a b.

On voit aisément que 'ensemble Ir constitue un anneau algébrique.

[D’une manic¢re tout a fait analogue, on introduit les anncaux
F et f/AB.

18. Autres exemples d’anneaux algébriques. Dans toutes les in-
terprétations précédentes, Paddition était basée sur la notion d’addi-
tion habituelle. Or, il est clair qu'au point de vue théorique ce n’est
pas nécessaire en général. Nous n’aurons d’ailleurs pas besoin dans la
suite d’introduire dés anncaux algébriques ou laddition serait définie
d’une autre manicre. Nous nous contenterons donce de donner 3 exem-
ples trés simples, sans leur attacher une importance particulicre.

Exemple 18.1. [.’ensemble 4 se¢ compose de deux éléments: 0 et 1.
On définit Paddition et la multiplication comme suit:

04+0=0, 0-0=0,
01 =1, 0-1=0,
14+0=1, 1-0=0,

1+1=0, 1-1=1.
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Exemple 18.2. I’ensemble 4 se compose de tous les nombres
réels. On pose par définition
at+b=(a+b—1),
a-b=(@-+b—a-b).
ou les signes -, — et - entre paranthéses sont entendus au sens or-

dinaire. .

Exemple 18.3. [.’ecnsemble A se compose de tous les nombres réels
positifs. 1’addition est définic comme la multiplication au sens ordi-
naire. Cependant le ,produit” de deux éléments a et b est égal o alogb,
ce symbole étant interprété au sens ordinaire.

Nous laissons au lecteur le soin de vérificr que I'ensemble 4 con-
stitue, dans chacun de ces trois cas, un anneau linéaire.

19. Eléments permutables. Dcux éléments a,b d’un anncau algé-
brique 4 sont dits permutables si ab= ba.

Or, la permutabilité des éléments n’a pas lieu en général. Consi-
dérons p. e. les éléments a={x} et b={y} de 'anncau F. On a:

ab={x}-{y}=lnfxyd8 =[xy},

et} s} {2

de sorte que ab= ba. Les éléments {x] ¢t {y} ne sont donc pas per-
mutables.
Au contraire, si 'on pose p. e.

a=={sin zx-sin ny}, b=|{cos nx-cos ny},

on aura ab=ba. En effet:
1
ab=lfsin Ax-sin 8- COS 18+ COS Y (Is}=0,
]

1
bu=lfcos X COS m8-sin s Sin Y ds}:().
0

Dans I'anneau F, il y a donc des éléments qui sont permutables
et il y en a qui ne le sont pas.

Cependant dans I'anneau [ tous les éléments sont permutables en
vertu du théoréme 10.4.

Par conséquent, il en est de méme de 'anncau I7.

[’anncau dont tous les éléments sont perinutables est dit anneau
commutatif. Les anneaux Ir et It sont done commutatifs. Les anncaux
F, F, Vap, Vap ne le sont pas, mais certains parmi leurs éléments sont
permutables.
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20. Puissance. Il est commode d’introduire les symboles:

a=a',
a-a=a?,
et en général:
(20.1) a"-a=a"t! pour n=1,2,...

Le symbole a® est dit la n®m puissance de a.

Théoréeme 20. On a a™-a"=a™*" pour tous m,n naturels.

Démonstration. Le théoreme est exact pour n=1 et pour m
arbitraire. Admettons que

(20.2) am. g1 = gmtn—t,
En multipliant (20.2) par a, il vient
(@m-a~')-a=amt"'.4,
d’ou en vertu de I'axiome Il et de la formule (20.1)
am.-gt=gmtn,

On déduit aussitot du théoreme 20 que les puissances d’'un méme
élément sont toujours permutables, c’est-a-dire que a™-a"==a"-a™.

Exemples 20. Soit {1} I'élément de Panncau Ir. On a alors
tll—l 1
L .
0= {5 =
On le démontre par recurrence.

lorsque {1} est considéré comme élément de F ou de F4p, on
obtient respectivement

W o =
=t ou (r=f={l
21. Regles pratiques du calcul. Les calculs ou n’interviennent
que les trois regles: addition, soustraction et multiplication, s’effec-
tuent, grace aux axiomes |-V, comme dans l'algebre classique, avec
cette restriction unique que les facteurs d’un produit ne peuvent pas
¢tre échangés en général.

Exemples 21. (a+ b)(c+d) = ac+ ad 4 be + bd,
(@—b) (c—d)= ac —ad — bc + bd,
(@a+b)(a—b)=a>—ab+ ba—b* cte.

Le lecteur établira rigoureusement. ces formules, en s’appuyant
sur les axiomes 1-V et sur les relations établies aux: N 2. 4 et 5.
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[l faut remarquer qu'il est défendu, en général, d’effectuer dans
le dernier exemple la réduction des termes —ab et ba, car il peut
arriver que ab + ba. C’est sculement dans le cas ou la permutabilité
des éléments a,b est établie, qu’on peut simplifier cette formule.

22, Le ,zéro” dans Panneau algébrique. Tout anneau algébri-
que A posséde (en sa qualité du groupe abélien additif) un élement
nul 0, caractérisé par les égalités a +0=0-+a=a (qui sont vraics
pour tout ae 4). Cet élément est unique (théoréme 4. 1), c’est-a-dire :
si 0, et 0, sont des ¢léments nuls, on a nécessairement 0, =0,. Dans
les interprétations Iy, I' et Vap, I'élément nul est représenté par la
fonction identiquement. nulle. Dans les anncaux Ir, I et Vg, le role
d’élément nul jouent les classes des fonctions presque partout nulles.

Nous démontrerons maintenant une propriété générale du zéro.

Théoreme 22, On a
(22) a-0=0-a=0
pour tout élément de I'anneau considéré A.

Démonstration. On a pour tout couple a,be A4:
ab+a-0=a(b-+40)=ab+ o0,

d’ot a-0=0 d’aprés le théoreme 4.2. On démontre d’une maniére
analogue que 0-a=0.

23. L’,,unité” dans anneau algébrique. On appelle unité, et on
désigne par 1, un élément tel que

(23) lra=a1=a

pour tout élément a de I'anncau considéré.

Dans les exemples (a), (¢), (d) et (e) du N°8, le nombre 1 joue le
role de l'unité; dans les exemples (f) et (g), il en est de méme de la
fonction f(x)=1. Dans I'’ensemble des nombres pairs (exemple (b) du
Ne8), il n’y a pas d’unité. Cet exemple montre qu’il peut exister des
anneaux algébriques dépourvus d’unité. Par contre, existence du
zéro ecst assurée pour tout anncau algébrique. l.es exemples 18.2 et 18.3
donnent des interprétations de l'anneau algébrique ou I'unité est diffé-
rente du nombre 1. Dans I'exemple 182, c’est le nombre 0 qui joue
le role de I'unité (et le nombre t y joue, inversement, le role de I'élé-
ment nul); dans l'exemple 18.3, Punité de Panncau est représentée
par la base des logarithmes considérés.
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Théoreme 23.1. Si 'élément unité existe, il est unique.

Démonstration. Si Pon avait deux unités 1, et 1,, on aurait
d’apres (23) 1, =1,-1,=1,.

Le plus simple anncau algébrique est celui qui ne contient qu’un
scul élément. Cet élément peut étre considéré, évidemment, comme
I'élément nul 0 et, en méme temps, comme 'unité 1. On a dans ce
cas 0=1. Or, la réciproque est vraie:

Théoreme 23.2. Si 0 —= {, lanneau se réduit a un seul élément.

Démonstration. Soit a un élément quelconque de Tanneau
considéré; on a d’apres (23) et (22)

a=a-l=a-0=0.
Ce théoréeme peut étre énoncé sous une autre forme:

Theéoreme 23.2 (bis). Lorsqu’un anneau algébrique posséde au moins
deux ¢léments et que lunité 1 existe, elle est différente de 0.

24. Les anncaux Ir, I, Vas, IVAB, F et F sont dépourvus d'élé-
ment unité. Chacun des anncaux Ir, Vg et IF contient une fonction
qui est identiquement égale a 1 dans le domaine considéré. Il ne faut |
pas confondre cette fonction avee I'élément unité. Nous démontrerons
que ces anncaux, ainsi que Ir, Vg, F, n'ont pas d'unité.

(° Anncaux Ir et Ir. Si unc foncton {e(t)] était I'unité de Ir, on
aurait en particulier {e(f)}- {1} = {t}, c’est-a-dire
{
(24.1) fe(r)dr =1
0
pour 0<=¢-= T, ce qui est évidemment impossible. On voit en méme
temps que l'anncau It n’a non plus d'élément unité, car I'égalité (24.1)
ne peut pas étre vraie presque partout.
2" Anneaux Fap et Vap. Supposons que la fonction le(x,y)} soit
Punité de anneau Vip. On aurait alors [e(x,y)}- {1} ={1}, ¢est-a-dire

(24.2) fZ(x,s) ds=1.
Yy

Supponsons que cette égalité ait licu presque partout dans le
triangle Tup (A =y<<x<<B). Or, il existent deux nombres positifs
m et k tels que e(x,y) << m(x — y)*'. Donc

(24.3) | fe(x,8)ds| < mfzx ) e =-'E (x — y)*,
y Yy

ce qui est incompatible avee (24.2). Llinégalité (24.3) prouve l'absence
de I'unité dans les deux anncaux Vg ot V.
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3° Anncaux I et I'?). Supposons qu’il existe une fonction [e(x,y)}
telle que

1
(24.4) j‘e (x,8)s"ds = x" presque partout dans 0 <<x << (.
0

Fixons x de la maniere que I'égalité¢ (24.4) ait lieu pour tout
n=1,2,... On a aussi

1
xfe(x,s) s"'ds = x"
0
et, en retranchant cette égalité de (24.4),
1
fe(x,s)(x——-s)s"“ds'=() (=1 2N%)
0

Il s’en suit que e(x,s) = 0 presque partout dans 'intervalle 0<<s< |,
ce qui n'est pas compatible avec (24.4). Cela prouve l'absence de
I'élément unité dans les anncaux F et I

L’absence de l'unité entraine des complications dans les calculs.
En particulier, il est impossible d’introduire d’une manicre directe
les éléments inverses (voir N°25). Cette difficulté sera levée plus tard
(N°27) par lintroduction de la notion d’anneau complexe.

25. Eléments inverses. Si deux éléments a et b satisfont a la re-
lation
ab=ba—1 (1 = unité),
ils sont dits inperses 'un par rapport a l'autre; nous écrirons dans

ce cas

b=*a" ¢ Ct 323'

D’apres cette définition, les éléments inverses ne peuvent exister
que dans les anneaux qui contiennent I'élément unité.

Théoréme 25.1. Lorsqu'un élément inverse a un élément donné
aeA existe, il est unique.

Démonstration. Si b, et b, sont des éléments inverses par
rapport & 4, on a

b, = b,(ab,) = (b,a) b, = b,.

Théoreme 25.2. Si les inverses l el £ par rapport a a et b exi-

a b
stent, il existe aussi l'inoerse du produit ab et I'on a
ISt e
ab b a

) La démonstration qui suit est due a M. Cz. Ryll-Nardzewski.
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Démonstration.

lab)( ;} :l jzu (.h ;’) :l =4 :1 )
(11) L)(Bb)z%(';'“)b= ;;b=|.

Théoreme 25.3. Lorsque linverse _:T de a existe et que a et b sont

1 ;
permutables, alors R et b le sont aussi.

Démonstration.

Lo Efad) hom g bt = (bl o) L

4a

L A l 1 :
Théoréme 25.4. lorsque les inverses 7 et o de a et b existent et
que les élements a, b sont permutables, leurs inverses le sont aussi.

Démonstration.

11 (LR Tl O 8 VRS i (R O T R (e ; B U T P | L'
a bz(b b) '-a f;)=b(."a)b=b - ”_’ b=(_b};)'.” c,'.): b a

26. Equation linéaire. Si la permutabilité des éléments n’est pas
établie, les deux équations
(2().[) {(x::b,
(206.2) xa=>b
doivent étre regardées comme différentes.

SO | : :
Si I'inverse 5 de a existe, le produit

est évidemment une solution de (26.1). On voit sans peine qu’elle est
unique. En effet, s’il y avait deux solutions x, et x,, on aurait, en

multipliant les égalités ax, =b et ax,=0b par

1
xl = .' b, x2 = —l- b’
i u

et par suite x, = x,.
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. i 3 : l e ; s
Pareillement, s'il existe I'inverse = de a, I'équation (26.2) posséde

. 1 : |
une solution et une scule, & savoir x=25 =

Dans le cas ou les éléments a et b sont permutables, on a
| 1 o .
. b=b . Par conséquent la solution x est permutable avec a et
«

les deux équations (20.1) et (26.2) sont évidemment équivalentes. On
peut alors écrire leur solution sans ambiguité sous la forme

(ce qui n’est pas légitime en général).
L’existence de l'inperse de a assure lexistence et [unicité¢ de la
solution pour les deux équations (20.1) et (20,2).

Lorsque I'élément a n’a pas d’inverse, leur solution peut exister
ou ne pas exister, suivant le cas. Il suffit, pour le voir, de prendre
comme I'anneau 'ensemble de tous les nombres entiers avee addition
et multiplication usuelles. Alors aucun élément, sauf 1, n’a d’inverse.
Cependant I'équation 2x =6 admet une solution: 3; I'équation 2x =75
est par contre, dépourvue de solution. Si le coefficient a n’a pas d'in-
verse, il se peut qu'il y ait plusicurs, ¢t méme une infinité¢ de solu-
tions; l'unicité¢ n’est donc pas assurée en général. En cffet, il y a une

]
infinité de fonctions f= [f(x)] de I'anneau F telles que ff(x)dx=1;
0

chacune d’elle satisfait a I'équation {1}-x={1]}.

27. Anneau complexe. Nous avons vu dans les N* précédents
que I'élément ,unité” joue un grand réle dans la théorie des anncaux
algébriques et qu’il existe cependant des anneaux qui en sont dé-
pourvus (voir N°24). Dans les cas ou cela entraine certaines difficul-
tés dans les applications, il parait avantageux dassocier les anncaux
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