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Sur quelques propriétés du triangle')
(0 Lilku wlasnosciach trojkata)

Nous résolvons ici deux problémes de la géomeétrie du triangle. Les
formules que nous obtenons, cunduisent aisément, dans certains cas par-
ticuliers, aux théorémes de Menelaos, de Ceva, et a quelques autres pro-
priétés du triangle.

i. Probleme I. On inscrit dans un triangle donné A,A,A, un autre
triangle B,B,B; de sorte que les sommets BB, B, divisent les cotés
A,A; A3 A, A A, respectivement dans les rapports p,,p, p;- On demande

la relation entre Iaire P du trigngle A,A.A, et I'aire Q du triangle
BleBg.

B,
Ao A,
Résolution.
1 y
AAIBQB'):'I‘_I_—‘)_.,AAIBﬂAa: 1"f"p. ITilp_(P'

) Les problémes résolus dans cet article ont été suggérés par la lecture du livre
»Kalejdoskop matematyczny” de M. H. Sieinhaus.
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de méme
A 1 b,
 A.B B, = -
A:B1B; 1*P.;1+P1“
1 p:
A ‘B-l = ———
£ A:B.By 1+ p1 :"P:P'
Donc
Q__.“_ 1 ps Dl %, wor | p2 )P
l+p1+p, t+pst+tp 1 +pt+pS "
c'est-a-dire

Q= I+ pypaps ' P
(1 p)(1+p)(T+py)
On peut démontrer que cette formule est encore valable, lorsquon
admet des divisions extérieures des cotés (et aires négatives des triangles).

On déduit sans peine de la formule ci-dessus qu' une condition néces-
saire et suffisante pour que les points de division By, By B soient situés
sur une méme droite, est que 1+ p,p,p; =0 (Théoréme de Menelaos).

2. Probleme II. On joint les sommets B,, B,, B; d'un triangle donné aux
points C,,C,, C3 qui divisent les coétés B,B,, B,B, B, B, respectivement
dans les rapports q;,q,qs. Les points d'intersection des droites B,C,, B,C.,
B, C, sont désignés respectivemen! par A,, A,, A;. On demande la relation
entre I'aire P du triangle A, A, A; et I'aire Q du triangle B, B,B,.

(1)

B,

Résolution. Les triangles A, A, A; et B, B, B, sont maintenant dans
la méme. relation que dans le probléme précédent. Or, les rapports p,, p,, ps
de division des cotés A, A, A, A,, A;A, ne sont pas connus (Sur la
figure 2 on a marqué des divisions extérieures). Le probléme peut étre
ramené au précédent, en établissant des relations entre les nombres
P1 P2 P3 €t gy, qu Qs

Considérons le triangle A, B,B, est désignons respectivement par
P+ P: . Py les rapports de division de ses cotés par les points C,, A, A;.
Ces 3 points se trouvent sur une droite, on a donc
(2) 1+ pyp;py =0
Or, on déduit de la figure 2 que l'on a:
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Py = qyi
J By b B, A, A S o S
e : bt 5 e By
A A, —B; As —A, B, 1+ A) B,
B; A,
A; B,
== = —> -I 1 . o T
] _AlAa_-"Bg Al _'A3 B-_) Bg Al = 1+p2
DRSS T s HL 7z W g ﬁﬂpa .
A, B, A, B, A; B, E
 a
La relation (2) se transforme donc en
1 N1t pE
+_ . -
G Sk 1tp: p. i
d'ou
_ b1t py
et, par symétrie,
{1 Palrie Rl)
I q: 1§55 D) S
(5) l e 01 18 pi(1t ps)
! 1" Ripe
En formant le produit des 3 égalités (4), (5), on trouve
(6) qd1929s = — D1 P2 Ps.
On tire sans peine de (4), (5)
1-+p, Y Py '
l 1
—Q——— e =1,
di 1+p, 1+p, \
1 ot 1 =l
14+p, & 1+p, '
) . 1 1
2sol : d 3 égalit — )
En résolvant le systeme de ces galites par rapport aux 1+p, 1+p,

1 !

i+~p;' on obtient 1 1t + g.q,

1+p, I —q, q,q; i

| 1 _1+q +q.4q;

|1+P2 1 —q1 gy Gas.
_1749,7"q.q:

1--p; 1 —q,q,q,

(7)
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Les relations (1), (2) et (7) donnent aisément

(1 —q.,q929,)°
P= e LTI
@ (1+q, tq192) (1 q9:179293) (1 937" qaq,) Q

3. Supposons que tous les q,, g, g, soient finis et posons
C =1—4,9:9a
D, =1+q,% q:qa
D,y=1+q;+ qsqu
Dy =1+4q,+ qqai
on peut écrire alors la formule (8) sous la forme
- C?
BT D, b, &
Les nombres C, D,, D,, D, possédent la propriété suivante;

Si deux quelconques des nombres C, D,, D,, D, s'‘annulent, tous les
quatres s'annulent.

Pour le démontrer, designons par u, {}, v une permutation cyclique
arbitraire des nombres 1, 2, 3 (c’est-a-dire 1'une quelconque des permutations
1,2, 3 2 3 1; 3, 1, 2). Nous distinguons deux cas:

a) C= Da =0,

c'est-a-dire
(9) 1+q3+ qpqy =0,
(10) 1—q, apqy =0.

On voit d'aprées (9) que a3 0. En retranchant (10) de (9), on obtient
gp(l + g, + gyq.) = qg Dg = 0.
d'un Dg = 0. La permutation a, },y étant tout a fait arbitraire, on a sure-
ment C= D, = D, = D, = 0 dans le cas considéré.
b) Du = Dﬁ =0,

c'est-a-dire
(9) 1+qg3+qgqy=0,
(11) IH gt ot g, =1 OF

En vertu de a) il suffit. de démontrer que C = 0. En multipliant (9) par
gq. (11) par gp, et en formant ensuite leur somme, on a
290989y t+ (g8 + gpqy) T q,(1 +gp) =0,
d'ou, en vertu de (9) et (11),
294939y —1—qy-q89y =0

c'est-a-dire C = 0.

4. Lorsque les droites t, et tg qui joignent respectivement les points
B, avec C, et Bg avec Cg deviennent paralléles (les nombres q,.q» Qs
restant finis), l'aire Q croit indéfiniment et l'un au moins des nombres
D,,D, D; doit s'anrtuler. Chaque position des droites {, t3 détermine les


qvq2.qa
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nombres g, gg Lorsque t, et tg sont fixés, on peut toujours trouver un tel
nombre g, que D, 0 et Dg+0. Cela posé, on a D, = 0. Comme D, ne
dépend pas de la position de t, ou, ce qui revient au méme, de la valeur
de q, on a

ta [ tg 2 Dy =0.

Nous démontrerons qu'on a de méme
D*; =0)> L, ” tﬁ_

Supposons, en effet, que pour deux droites fixées on a D = 0. Soient
q. et gy les nombres correspondants. On mene par le point Bg une droite
t’,; paralléle a t, En désignant par q’B le nombre correspondant, on a
1+q,t Quqlﬁ =0,
Or, on a aussi
1L+ Qu_*'_QaQH:O

et par suite g’z = gg ce qui prouve que des droites t'g tp sont identiques.
Alors:

Une condition nécéssaire et suffisante pour que les droites t, et tg soient
paralléles (q,,qs q; étant finis), est que D, = 0.

Lorsque les droites concourent dans un point, l'aire P devient nulle
et I'on a C=0. Dautre part, lorsque C=0 et D; == 0 (i=1,2,3), on a
P =0 et les droites t), tat; se rencontrent dans un point. Lorsqu’enfin

C = D, = D, = D; = 0, toutes les droites t;, t,, t; sont paralleéles entre elles
et on peut dire qu'elles se rencontrent a l'infini. Ainsi donc:

Une condition nécessaire et sutfisante pour que les droites t,,t.,t; soient
concourantes (q,,q,,q; étant finis) est que C = 0 (Théoréme de Ceva).

D'aprés ce que nous venons de dire on peut attribuer a chacun des
facteurs de (8) une interprétation géométrique.
. 1
5.8 g,=q.=¢q;=2, la formule (8) donne P = 7 Q. Cette égalité
peut étre illustrée d'une maniere bien suggestive par la construction que

voici:
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Une construction analogue peut étre appliquée pour illustrer le probléme 1

dans le' cas p.e. p, =p, = p; = 2, Q:é P:

Remarque faite pendant la correction des épreunves. M. E. Pelcer
m'a fait apprendre que la formule (8) se trouve aussi établie dans le livre
H. Dérrie, Mathematische Miniaturen (Breslau, 1943). p. 41—42, La dé-
monstration de M. Dorrie s'appufe sur le théoreme de Ceva et celui d’'Aubel.
Ma démonstration directe a été obtenue en 1939, mais, a cause de l'occu-
pation allemande en Pologne, elle n'avait pu étre publiée.

Streszczenie

W artykule powyzszym rozwigzujemy 2 zadania dotyczgce trojkatow.
Z ksztaltu otrzymanych wzoréw wynikajg latwo twierdzenia Menelaosa
i Cevy oraz pewne inne wlasnosci trojkata.
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