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Mieczystaw Biernacki

Sur une propriété des suites a termes poaositils
(0 pewnej wlasnoici ciqgéw o wyrazach dodatnich)

Considérons deux suiles a termes positifis: py, p,. pn.. el a,, Q.. an...
supposons que la suite an est bornée supérieurement et que I'on a
1)

lim pPn

n->oc  a,pn +'a.,pn_,+...+fanb, Tl

alors by, b,.. bn.. étant une suite a termes positifs quelconque telle que
la série b;+b,+..+bn ... diverge on a:

lim pn L
) n-oo. I711-7"'*'bzp;l-1'*‘---+b"px e

Démonstration. 11 suffit évidemment de considérer le cas ou an=1
(n=1, 2, 3..). B, Bs... Bn...., étant une suite a termes positifs telle que la
série [}, +B,+ fn+ ... diverge et a;, a,.. an... une suite quelconque, on
a généralement :

dim, . edot.tan - lim o dn
n =+ Bi+B+..+Bn = n-= Jfn
il suffit donc, en posant Pn =p,+t p,....+pn (n=1, 2,...), d'établir que la suite
Pn

tend vers zéro lorsque n>> ou encore que la suite:
P,

(3) bl+b2 I P;;'_L+b‘,- P;;z +...+bn- })_n

augmente indéfiniment dans les mémes conditions. Or on a d'aprés (1)
(ou tous les an sont égaux a 1):
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donc k étant un entier quelconque l'expression (3) est plus grande que
;(bl+b2+....+bk) si n est assez grand.

Remarque 1. Si la suite an n'est pas bornée I'énoncé peut étre en défaut,
Voici un exemple de ce cas. Posons p,=1 et pn=2°"2 (n=2) et puis an =pn
pour toute valeur de n. On trouve sans peine:

o LD R L

a,pn +..+anp, 2 (n—2)
donc la condition (1) est vérifée. En posant d'autre part bn =1 (n=1, 2...)
on trouve que

Pn pn_ 1

b,pn+...+bnp, pn+, 2

L'égalité (2) n'est donc pas vérifiiée.

Remarque 2. Il n'est pas possible de remplacer dans I'égalité (2) lim
par lim.

Considérons en effet le cas ol an =1 pour toute valeurde n et ol pn= 1
si n n'est pas le carré d'un entier et pn =m si n=m? ,m étant.un entier.

Posons bn=1:n (n=1, 2, 3...). Si n n'est pas le carré d'un entier on a

ooty
SR Yoy OBl | e et s o It T G

v i e
Pn Pn m

-= m,

donc la condition (1) est bien vérifiée. Or nous avons d’autre part, en
supposant que n=m?

m
bpn+..tbap 1\w S k
b AL ol B .-
pn T M i S + — mi1—k
s=1 k—l

Les termes de la deuxiéme somme croissent avec k, le dernier terme est
4 1
m et avant-dernier inférieur a 9+ Nous avons donc:

bipn +..tbnpy logn M (M= _ 210gm 3
pn m m m 2
et par suite
2 pn a2
lim bipnt+..tbnp, 3
==

qui justifie bien la remarque 2.
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Streszczenie,
W pracy tej badam ciagi lan {, 'pni i !bni o wyrazach dodatnich.
Zakladam ze ciag lan | jest ograniczony i ze szereg b,+b,+.... jest roz-

biezny. W tych warunkach zaleznosc¢:
. Pn
lim = 0
n—»> @)Pn +a,pn—,+..+anp,

pocigga za sobg zaleznosc:
lim_ L1 P S,
n—>>  bpnt+bpn— +..+bnp,

przyczym granica tego ostatniego wyrazenia moze nie istniec.
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