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Sur le moyennes de module des lonclions holomorphes

0 irednich modulu lunkcyj holomerlicznych

§ 1. En partant d'une formule de S. Mandelbrojt!) je vais établir
dans ce travail une formule générale (cf. le théoréme I du § 2) qui exprime
I'intégrale:
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d'une fonction holomorphe dans le cercle |z| = r a I'aide des nombres de
zéros des fonctions f (z) -a 2). Le reste du travail est consacré aux diver-
ses applications de la formule en question. Au § 3 j'en déduis une deé-
monstration nouvelle d'un théoréme connu de Littlewood?): ,Si f (2)
et F (z) sont holomorphes dans le cercle [z|-~1 et si f(z) est subordonnée
a F(z) dans ce cercle on a pour tout r < let pour tout A= o:

1) Quelques remarques sur les fonctions univalentes. Bull. des Sci. Mat. (2), 58
(1934), Ce résultat a été aussi établi par Prawitz (Ark. Mat. Astr. 20 A, Nr. 6. 1927).

2) La démonstration de cette formule est reproduite dans mon travail: ,,Sur les
fonctions en moyenne multivalentes” § 6. La méme formule a ete établie sous la forme
différente par D. C. Spencer (Journ. Lond. M. S. 15, 1940).

3) Proc. Lond. Mat. Soc. 2,23, 1924. Plus tard F. Riesz a démontré le théoréme
en utilisant la théorie des fonctions sousharmoniques {(ibidem). Les deux démonstrations sont
reproduites dans le livre de G, Julia Principes géoméltriques d'analyse, 2 parlie, Paris,
Gauthier - Villars, 1932, p. 108-112 et 120.
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I}_. (r.f) =1 i (r.F)

I'égalité n'ayant lieu que si f(z) F(e"q'z) ou 1 est réel”. Au § 4 j'obtiens
une proposition analogue a celle de M. Littlewood. Enfin au § 5 je
donne une expression de f}(r.f) a l'aide de la caractéristisque T (r,f) de
M. Nevanlinna, ,

§ 2. Supposons que f (z) soit holomorphe et ne s‘annule pas sur la
circonférence |z| = r. Si A est réel et si z = re'e et f (z) = Re'? on ob-
tient, en utilisant des formules de Cauchy — Riemann, les égalités:

9 o h_areh 2 log, . 4k 10 arg
- = . — = i i @
o 1=l L1 g g d L2

d'ou il résulte que l'on a:
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ol C est la courbe décrite par le point d'affixe f (z) lorsque z décrit la
circonférence |z| =r dans le sens direct. La formule (1) a été établie et
appliquée par S. Mandelbrojt (loc. cit. sous ')). Supposons que C ne
ne soit pas tangente & une demi-droite (¢ = const. et que cette demi-droite
ne contienne pas des points multiples de C (il n’y a qu'un nombre fini des
demi-droites ¢ = const. qui ne remplissent pas ces conditions). Désignons
par M\M, . . . Mn des points d’'intersection de la demi-droite en question
avec C et posons € = + 1 (—1) si un point qui décrit C lorsque ¢ croit,
traverse en M; la demi-droite en tournant dans le sens positif (négatif)
autour de l'origine. En ‘posant encore OM; = R; (O est l'origine) on
a d'apres (1):

2n
v [ ;
ST *.i(res)
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Supposons maintenant que f(z) soit holomorphe dans le cercle |z|< ret dé-
signons par n, (¢,¢) le nombre des racines de 1'équation f(z) = oe'® qui sont
contenues dans le cercle |z| < r'). D’apreés le ,principe de I'argument”, si
w = pe'P et si f(z) décrit la courbe C dans le sens qui correspond aux
e croissants n, (¢, 9) est égal a la variation de l'argument de f(z) — w,
donc si R; - ;<o < R; ce nombre est précisément égala &+ ¢, + ... +
enetsio<p<R,il estégalae + e + ...+ €en, enfin si p > Rn on
an, (0,9) = o. Or nous avons:

27
A .
o =iJ (81R7‘+... + gnRz;)dtv |n=n(y)|
r 1
(o)

4) Chaque racine est comptée avec son ordre de multiplicité.
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donc nous obtenons 1'énoncé suivant:
THEOREME 1. Supposons que f(z) soit holomorphe dans le cercle
|z| “ r. En désignant par n, (p,) le nombre des racines de I'équation f(z)
= pe'¢ contenues dans le cercle 'z| - r et par M(r,¢) le maximum de |(z)|
lorsque |z| = r et arg f(z) = ¢ on a l'égalité:

2n 20 M(r,q)

Ao

d 3 ) )& A" ;' = by 1 .
(2 3 ) lfre®)ffde =" | do n (ewle  de  (Aréel)
o

(0] o

Il est clair que 1'on peut remplacer dans cette égalité M(r,q) par
[c'est ce que fait M. Spencer dans l'article cité sous )].

§ 3. Avant de passer a la démonstration du théoréme de M. Lit-
tlewood je vais rappeler quelques définitions. On dit ?) qu'une surface
de Riemann s est portée par une surface de Riemann S si entre points p de
s et points P de S on peut établir une correspondance continue telle que,
a tout point p de s, corresponde un point P et un seul de S sur lequel il
se projette, de maniére qu' a toute courbe fermée sur s, décrite par
p. corresponde une courbe fermée sur S décrite par le point P correspon-
dant et si, pour certaines positions de p,son homologue P est confondu
avec p. En particulier, si s est contenue dans S, elle est portée par S
tandis que la réciproque n'est pas toujours exacte.

Soit maintenant D un domaine simplement connexe, z, un point in-
térieur de D que nous appelerons centre du domaine et F(z) une fon-
ction holomorphe dans ce domaine: nous dirons®) qu'une fonction (z),
également holomorphe dans D, est subordonnée a F (z) dans D si:

12 Elle prend au point zo la méme valeur que F(z) [f(zo) = F(z0)],

20 L'aire de Riemann s, en laquelle la fonction f(z) transforme D,
peut étre considérée comme portée par l'aire de Riemann S en laquelle
F(z) transforme D.

Nous supposerons dans la suite que D est un cercle |z <r et que
le point zo est a l'origine, dans ces conditions on démontre sans peine ?/
que pour que f(z) soit subordonnée a F(z) dans le cercle |z| < r (le centre
étant a l'origine) il faut et il suffit qu'elle soit de la forme: f(z) = F[&(z)]
ou @(z) est une fonction holomorphe et inférieure a r en module dans

5) G. Julia, loc. cit. p. 67-70.
6) G. Julia, loc. cit. p. 104.
?) cf par exemple G. Julia, loc. cit. p. 105-106.
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le cercle [z|<r et nulle a 'origine (c. a. d. qui satisfait aux conditions du
lemme de Schwarz). On en déduit aisément que si {(z) est subordonnée
a F(z) dans le cercle |z/<r elle lui est subordonnée dans tout cercle [z|<r’
ou r< r.
Supposons maintenant que f(z) soit subordonnée a F(z) dans le cercle
z| <1, le centre zo étant a l'origine; nous établirons d'abord l'inégalité :
2 . 2@
3) 1 [ log |f(rele)|de = = [ logl|F(re’®)| ds (r<\1)
2 2 -
0 0
Désignons par n,(o) le nombre des zéros de f(z) contenus dans le

cercle |z|< t (chaque zéro étant compté avec son ordre de multiplicité). En
supposant que f(o)* o on a la formule de Jensen:

1 2z o A
4) 4 o [ log f(re'e)lde = loglf(o)] + | =" dt.
O o

Si F(z) et donc aussi f(z) ne s’annulent pas dans le cercle |z|<r
il résulte de (4) et de l'égalité analogue relative a la fonction F(z) que
l'inégalité (3) a bien lieu et cela avec le signe d'égalité. Dans le cas
général ®) désignons par k l'ordre de multiciplité de l'origine si celle - ci
est un zéro de F(z), sinon posons k = oi soient z,, z, . . . . zq d'autres
zéros de F(z) contenus dans le cercle |z!<r. Posons:

q
k i
M@= 7 I :—“ z?-:
i=1 i

(z; est le nombre complexe conjugué de z ). Sur la circonférence [z|=r
on a |M(z)| =1 et pour |z| <r on a [M(z)|<1. La fonction M (z) possede
dans le cercle |z|< r les mémes zéros que F(z) avec le méme ordre de
multiplicité, et 1'on peut écrire
F(z)=M(z)v(z)

"y (z) étant holomorphe dans le cercle | z| <r et ne s'y annulant pas. On
a donc, puisque f(z) = F[é(z)] [@(0) = o, |@(z)| < 1 dans le cercle [z| < 1, donc
aussi |@(z)|<r lorsque |z|<r1]:

2 1 2{" 1 2n
2T [ log|i(re'9)|de =2——7|: ,’ log?F[&(re‘O)Ildo= 2—“ /. lOglM[d;(relo)”do
o 0 o
+_1"2x '[D(ree)] i2x V[® (re'8)] | de = =
2 f 1021‘l[w(re9)]1deé:M [ log |V [® (re‘e)] {de = logy [(0)!
o o

8) Cette partie ed la démonstration est analogue aux considérations de M,
Littlewood.
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" 2n " 2xn : 2n
o [ loglw(re) ds = o [ log| M(re®)w(re'®)[de =" [ log| F(re')!ds,

(o] (o] (o]
c. a. d. I'inégalité (3). Il résulte de la dénonstration que cette inégalité
ne se réduit pas a l'égalité que si l'on a @ (z)| = r pour | z| = r ce qui
ne peut avoir lieu que si @(z) = e'? z, ¢ étant rézl

Désignons par Nt (9, ¢) le nombre des racines de 1'équation F (z) =

pe'r qui sont contenues dans le cercle |z| < t, Il est clair que si f(z) est
subordonnée a F (z) la fonction [f(z) — a] est, quelque soit a, subor-
donnée a [F(z) — a]. En remplacant donc dans l'inégalité (3) f(z) par #(z)
—oe'e et F(z) par F(z) — ce'® et en tenant compte de la formule de Jensen
on obtient l'inégalité :

I T

U N () L+ Nt (o) i

19 19z [T gl b loetne ) (Gl
o

le signe d'égalité ne pouvant avoir lieu que dans les deux cas suivants:
1on an, (0,9) = o et Ny (0,9) = o pour [t|<r; 2° on a fz) =
F (e'® z), ¢ étant réel.

Intégrons maintenant 1'égalité (2) du théoréme I entre des limites
o et r, en y remplacant d'abord, lorsque arg’f (o) = ¢, les limites o et 2x
par ¢, et ¢, + 2a°, il vient:

i 2n ) 5 Pyt 2700 r :
axJ lreo) " do= 1) T [ap[ o " ap [ M@ Wt 1> 0)
(o] P o (0]

Cette égalité ainsi que l'égalité obtenue en y remplacant f par F
et n par N entrainent immédiament, en tenant compte de (5), 'énonceé
de M. Littlewood. Il résulte de ce qui précéde que le signe d'égalité
ne peut avoir lieu dans cet énonceé que si 'on a f(z) = F(eV z), \ étant réel.
§ 4. Désignons maintenant par Ir (¢) la somme des longueurs des arcs de
la circonférence |z| = o qui sont couverts par les valeurs de la fonction
f(z) holomorphe dans le cercle |z | = r lorsque z décrit ce cercle (un arc
recouvert k fois est compté k fois). On évidamment:

2x
1r(0)
[ n(ep)de = — =
o
donc la formule / 2 / peut s'écrire:
2n 3 At © t 2
(2) ar | f(re®)] de = . [ (@)™ “do
o o

9) Lorsque f(0) =0, on peut poser ¢, = o.
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On en déduit immeédiatement 1'énoncé suivant:

Théoréme II. Considérons les fonctions f(z) el F(z) holomorphes
dans le cercle | z| < r et supposons que la somme des longueurs des arcs
de la circonférence | w| = ¢ qui sont couverls par les valeurs de f(z) lors-
que z décrit le cercle | z| < r ne surpasse pas — quelque soit 0 — la somme
analogue relative a la fonction F(z) (un arc couvert k fois est compté k fois)
Dans ces conditions on a:

T T
(6) —d—zf If(re‘“}l) do = -2 2( |F (re)*do
dr dr
0

8
I'égalité n'ayant lieu que si les sommes des longueurs des arcs sont
égales pour toute valeur de o. 3
En particulier, si |f(o)| < |F(o)| el si les conditions précedentes, dans
lesquelles on a remplacé r par t, sont remplies pour tout o <t=r, on a:

2= ’ 2n :
| |ilre')|"de = f |F(ree)| *de
o 0

I'égalité n'ayant lieu que si les somines de longueurs des arcs sont égales pour
tout ¢ et pour tout t (o <t = r).

Il est clair que dans le cas parliculier ou f (z) et F (z) sont uni-
valentes dans le cercle |z|< 1 l'inégalité (6) (avec r < 1) constitue une
précision du théoréeme de M. Littlewood.

§ 5. La fonction caractéristique T(r,f) de R. Nevanlinna d'une fonction
f(z) méromorphe dans le cercle |z| <R /R = o~/ est définie par la for-
mule

2x i
+
T firol) = 1 [log f(re'®) | de + [ _'_(_‘?_.! dt
o o

; .
ou log u= log u lorsque u >1 et log u = o lorsque u <1 et ou n; ()
est le nombre des poles contenus dans le cercle |z| < t(chaque pole é-
tant compté avec son ordre de multiplicité). On démontre'’) que si a,b,c

et d sont des constantes, telles que ad-bc =+ o et si @ (z) = “f! iL db
€

les caractéristiques T(r,¢) et T(r, f) ne différent que d'une quantité qui

reste bornée lorsque r®»» R. H. Cartan a établi") une formule inté-

resante: en suposant que l'origine ne soit pas un poéle, elle s'écrit:

10) p. ex. R. Nevanlinna, Eindeutige analytische Funktionen Berlin, J.
Springer, 1936, p. 162,

11) H.Cartan, Sur la fonction de croissance attachée a une fonction méromorphe
de deux variables et ses applications aux fonctions méromorphes C. R. Acad. Sc. Paris
189, 1929. cf. aussi R, Nevanlinna, loc. cit. p. 168 - 169.
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r L
T(r,1)=21 [ Bl et log | ifo) |

wJ t
0

Iy /1/ ayant la méme signification qu'au § 4. En appliquant cette formule
a la fonction p—f (z) (0> o) on obtient la suivante:

: IN T e s A Tl )
(7) r(’* L’) “2mp J *——t'——df LR i [
0

En intégrant l'égalité /2 / du § 4 entre les limites o et r et en te-
nant compte de /7 / on obtient l'égalité:

b ) ; e i (o) |
[ ttreo)|" = 2asy* + 200 [ o AT () — g0 | o[ 10
o o

d'ou en effectuant les calculs on obtient le
Théoréme IIl. Sif(z) est holomorphe dans le cercle | z| < r et si T(rf)
est la caractéristique de R. Nevanlinna on a I'égalité:

12‘!‘ . =] f
‘ i A = A2 7\'1 |

ax [ liree)| “ds =% | o IT(rl-")de (1> o)
o o

Voici une application du théoréme III, Si f(z) est holomorphe dans le
cercle |z| = r on a l'inégalité:

2% 2n

o , g R

Fok |f(re'e) [de = [ |1 (re®)  ds
o o

donc d’'apres le t‘l{éoré.ne III, oi I'on a posé A = 1 on a:

oo oo

£ ’ f J f
d)do |= | T (r, —)do
d l LT (I' ) . I
r o 1 . 0

Remarque. T(r,0o—'f) est une fonction décroissante et convexe de 0'%).

La premiére propriété est évidente. Pour établir la seconde désignons
par a; (0 < @, <.. < a, — 2n) les valeurs de o pour lesquelles on a | f(re'®)|
= 0 et supposons que l'on ait | f(re'¢) | > ¢ das les intervalles o, < o < 0y,

GOy, . ... U, <@ < a, par exemple. En désignant par E I'ensemble
de ces intervalles et en supposant que r soit fixe on trouve de suite que,
aT(ro'h) z_._Lf :
20 e JE®°

12) lorsque ¢ dépasse le maximum de | f(rei0)|, T(r,0—'f) est évidemment une constante.
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En différentiant encore une fois on trouve ensuite que l'on a:

82Tg' : 11] J‘ P ( (o, —a,) i i ﬁﬁrj_:gn;l)]
0

Bor ik Ao
Or tous les termes du crochet sont évidemment négatifs ou nuls, on
M
a donc bien 4 ,>oet ceci établit la convexité de T(r,07'f),

o 0*

Streszczenie

Podaje nowy dowod twierdzenia Littlewooda: Jesli f(z) i F(z) sa
funkcjami holomorf1cznem1 w kole |z| <R, f (o) = F (o) a powierzchnia
Riemanna funkcji f lezy ‘na takiejze powierzchni funkcji F to srednia
modutu funkcji f na kole |z| = r < R nie przekracza takiejze sredniej
funkcji F.

Otrzymuje rowniez inne analogiczne twierdzenie, z ktorego wynika -
w przypadku gdy fi F sg jednolistne - zaostrzenie wyzej cytowanego twier-
dzenia Littlewooda.



