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Wstep

Zgodnie z ustawg o rachunkowosci ,,instrumentem finansowym jest kontrakt,
ktory powoduje powstanie aktywow finansowych u jednej ze stron i zobowigzania
finansowego u drugiej strony” [Ustawa z dnia 24 wrzesnia 1994 r.]. Oznacza to, ze
instrument finansowy daje wierzycielowi uprawnienie do przyszlego przychodu
finansowego wymagalnego w $cisle okreslonym terminie wymagalnosci. Z posiada-
niem instrumentu finansowego jest zwigzane ryzyko utraty posiadanego bogactwa.
Nieprecyzyjne oceny korzysci ptynacych z posiadania instrumentu finansowego sa
naturalng przyczyna ryzyka obarczajacego instrumenty finansowe.

Wartos$¢ przysztego przychodu z tytutu posiadania instrumentu finansowego in-
terpretujemy jako antycypowang wartos$¢ przyszta (w skrocie FV) tego instrumentu.
Zgodnie z teza o niepewnosci [Mises, 1962; Kaplan, Barish, 1967] kazdy przyszty
nieznany nam stan rzeczy jest niepewny. Niepewnos¢ w ujeciu Misesa 1 Kaplana
jest skutkiem braku naszej wiedzy o przysztym stanie rzeczy. W rozpatrywanym
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przypadku mozna jednak okresli¢ ten przyszty moment czasu, w ktorym rozpatry-
wany stan rzeczy bedzie juz nam znany. Ten rodzaj niepewnosci Misesa i Kaplana
nazywany jest w skrocie niepewnos$cia. Jest to warunek wystarczajacy do tego, aby
modelem niepewnosci byto prawdopodobienstwo [Kolmogorow, 1933; Mises, 1957,
Lambalgen, 1996; Sadowski, 1997; Czerwinski, 1969; Caplan, 2001]. Z tego powodu
niepewno$¢ okresla si¢ tez niepewnoscig kwantyfikowalng. Warto tutaj zauwazy¢,
ze FV nie jest obcigzona niepewnoscig Knighta [1921]. Wszystko to prowadzi do
stwierdzenia, ze FV jest zmienng losowa.

Punktem odniesienia do oceny instrumentu finansowego jest jego warto$¢ bie-
zaca (w skrocie PV), zdefiniowana jako terazniejszy ekwiwalent platnosci dostepne;j
w ustalonym momencie. Powszechnie jest obecnie akceptowany poglad, ze PV przy-
sztych przeptywdw finansowych moze by¢ wartoscig przyblizong. Konsekwencja
takiego podejscia jest ocena PV za pomocg liczb rozmytych. Odzwierciedleniem tych
pogladow bylo zdefiniowanie rozmytej PV jako zdyskontowanej rozmytej prognozy
warto$ci przysztego przeptywu finansowego [Ward, 1985]. Koncepcja zastosowania
liczb rozmytych w arytmetyce finansowej wywodzi si¢ od Buckleya [1987]. Defini-
cja Warda jest uogélniona w pracach Chiu i Parka [1994] oraz Greenhut, Normana
i Temponi [1995] do przypadku nieprecyzyjnie oszacowanego odroczenia. Sheen
[2005] rozwija definicj¢ Warda do przypadku rozmytej stopy nominalnej. Buckley
[1987], Gutierrez [1989], Kuchta [2000] i Lesage [2001] dyskutuja problemy zwig-
zane z zastosowaniem rozmytej arytmetyki do wyznaczania rozmytej PV. Huang
[2007b] rozwija definicje Warda do przypadku, kiedy przyszly przeptyw finansowy
jest dany jako rozmyta zmienna losowa. Bardziej ogélna definicja rozmytej PV jest
proponowana przez Tsao [2005], ktory zaktada, ze przyszty przeptyw finansowy jest
okreslony jako rozmyty zbidr probabilistyczny. Wszyscy ci autorzy przedstawiaja
PV jako dyskonto nieprecyzyjnie oszacowanej wartosci przyszitego przeptywu fi-
nansowego. Odmienne podejScie zostato zaprezentowane w pracach Piaseckiego
[2011a, 2011b] oraz Piaseckiego i Siwek [2015], gdzie rozmyta PV oceniono na
podstawie biezacej ceny rynkowej instrumentu finansowego. Pod pojgciem portfela
finansowego autor rozumie dowolny, skonczenie elementowy zbiér instrumentow
finansowych. Kazdy portfel finansowy jest instrumentem finansowym i w zwigzku
z tym jest oceniany w ten sam sposob, jak jego sktadniki. W pracy Markowitza
[1952] przedstawiono przypadek prostej stopy zwrotu, gdzie PV jest dodatnig liczba
rzeczywistg, natomiast FV jest zmienng losowg o normalnym rozktadzie prawdopo-
dobienstwa. Drogg dedukcji matematycznej wykazano tam miedzy innymi, ze stopa
zwrotu z portfela jest Srednig wazong stop zwrotu z jego poszczegdlnych sktadnikow.

Praca Markowitza [1952] stanowi punkt wyjscia do rozwoju teorii portfelowe;.
Gtownie na rozwoj tej teorii miata wptyw teoria zbioréw rozmytych [Zadeh, 1965].
Dostrzegano problem nieprecyzyjnych ocen stop zwrotu i ograniczen. Zaowocowa-
o to powstaniem wielu rozmytych modeli portfela finansowego. Kompetentnym
zrédlem informacji o tych modelach s3 opracowania Fang, Lai i Wanga [2008] oraz
Gupty i in. [2014]. Badania nad przedstawionymi modelami sg nadal kontynuowane
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[por. prace: Huang, 2007a; Duan, Stahlecker, 2011; Li, Jin, 2011; Wu, Liu, 2012;
Liu, Zhang, 2013; Zhang, Zhang, Xiao, 2013; Mehlawat, 2016; Guo i in., 2016;
Saborido 1 in., 2016].

Istotng wada wszystkich cytowanych powyzej prac jest zdefiniowanie ex cathedra
rozmytej stopy zwrotu z portfela jako kombinacji liniowej stop zwrotu z jego poszcze-
golnych sktadnikow. Jedynym uzasadnieniem takiego stanu rzeczy byto mechaniczne
uogolnienie modelu Markowitza do przypadku rozmytego. Uogodlnienie to nie byto
uzasadnione droga dedukcji. Ostabia to wiarygodno$¢ prowadzonych obliczen.

Jedna ze wspdlnych cech tgczacych wszystkie wymienione powyzej prace jest
stosowanie funkcji przynaleznos$ci zbiorow rozmytych jako substytutu rozkladu
prawdopodobienstwa. Oznacza to, ze losowo$¢ w tych modelach jest zastgpowana
przez nieprecyzyjnos¢.

Prace Piaseckiego [2011a, 2011b], Siwek [2015] oraz Piaseckiego i Siwek [2017]
nie mieszcza si¢ w tym nurcie badawczym, poniewaz w opisanych tam modelach
funkcja przynaleznosci nie zastepuje rozktadu prawdopodobienstwa, lecz wchodzi
z tym rozkladem w interakcje. To rozszerzenie modelu w istotny sposob wzboga-
ca mozliwosci rzetelnego opisu stopy zwrotu. Pomimo uwzglednienia nieprecyzji
W 0szacowaniu stopy zwrotu, w zaproponowanym rozmytym modelu mozna wy-
korzysta¢ bez zmian cala bogata empiryczng wiedz¢ zebrana na temat rozktadow
prawdopodobienstwa stop zwrotu. Jest to wysoce korzystna cecha zaproponowanego
modelu, gdyz przybliza mozliwos¢ jego realnych zastosowan. Losowos¢ w tych
modelach wchodzi w interakcje z nieprecyzyjnoscia.

Obecnie rozwijane s3 badania wedtug obu wymienionych wyzej paradygmatow.
Modeli uwzgledniajacych interakcj¢ losowosci z nieprecyzyjnoscia jest niestety
mniej. Najprawdopodobniej wynika to z faktu ich wyzszej ztozonosci matematyczne;j.
Na niwie finanséw skwantyfikowanych do tego nurtu badawczego mozemy zaliczy¢
prace Tsao [2005], Huang [2007b], Siwek [2015] oraz Piaseckiego i Siwek [2017],
z czego do analizy portfelowej odnoszg si¢ jedynie dwie ostatnie.

W pracy Siwek [2015] przedstawiono przypadek prostej stopy zwrotu, gdzie PV
jest rozmyta liczba trojkatng, natomiast FV to zmienna losowa o normalnym roz-
ktadzie prawdopodobienstwa. W ten sposéb jako punkt wyjscia wybrano zatozenie
o normalnym rozktadzie prostej stopy zwrotu, przyjete w opracowaniu Markowitza
[1952]. Za opisaniem PV za pomoca trdjkatnej liczby rozmytej przemawiaja wyniki
dyskusji przeprowadzonej w pracach: Buckleya [1987], Gutierrez [1989], Kuchty
[2000] i Lesage’a [2001]. Narzedziem stosowanym do oceny korzysci z posiadania
instrumentu finansowego byta rozmyta oczekiwana stopa zwrotu. Zastosowano tutaj
arytmetyke liczb rozmytych. W wyniku tej analizy uzyskano zaleznosci tak bardzo
skomplikowane, ze uniemozliwiato to dalszg formalng analize wlasciwoSci portfela.

Alternatywne rozwigzanie tego problemu zaproponowano w pracy Piaseckiego
i Siwek [2017], gdzie oczekiwang stopg zwrotu zastgpiono oczekiwanym czynnikiem
dyskonta. Nastepnie wykazano, ze rozmyty oczekiwany czynnik dyskonta portfela
jest srednig wazong rozmytych oczekiwanych czynnikow dyskonta poszczegolnych
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sktadnikow portfela. Dzigki temu do zadania wyboru portfela mozna zastosowaé
rozmyty program liniowy.

Celem niniejszego opracowania jest przedstawienie odmiennego podejscia do
wyznaczenia rozmytej oczekiwanej stopy zwrotu z portfela opisanego w pracy Siwek
[2015]. Do wyznaczenia rozmytej stopy zwrotu wykorzystamy tym razem definicjg
prostej stopy zwrotu.

1. Wybrane elementy teorii liczb rozmytych

Za pomoca symbolu F (R) oznaczamy rodzing wszystkich podzbioréw rozmy-
tych w prostej rzeczywistej R. Dubois i Prade [1979] definiuja liczbe rozmyta jako
podzbiér rozmyty L € F(R) o ograniczonym nos$niku, reprezentowany przez swa
funkcje przynaleznosci p;, €[0; 1]® spetniajacg warunki:

Tyer Hr(x) =1 (M

v(x,y,z)E]R3: X< y <z= ,UL(}’) = min{ﬂL(x)' /-lL(Z)} (2)

Zgodnie z zasadg rozszerzenia Zadeha suma liczb rozmytych K, L € F(R) jest
liczba rozmyta

G=K®L 3)
opisang przez funkcje przynaleznosci:

te(2) = sup{ug (x) A p,(z — x): x € R} 4

W tej pracy szczegbdlng uwage poswiccimy rozmytej liczbie trojkatnej T (r, s, w),
wyznaczonej dla dowolnych licz rzeczywistych r < s < u za pomoca funkcji przy-
naleznoS$ci u(- |r, s, u), okreslonej na no$niku liczby nastepujaco:

ﬁ-(x—r)rﬁx<s
ux|r,s,u) = 1x=s (5

1
—_ . — <
— (x—uw)s<x<u

Podstawowg zaleta liczb trojkatnych jest prostota ich dodawania, gdyz mamy:

T(ry + 13,51 +Sp,ug +up) =T(ry,81,u1) D T(ryp,55,up) (6)
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2. Stopa zwrotu z instrumentu finansowego

Dla ustalonego momentu t > 0 rozwaza¢ bedziemy prosta stope zwrotu r z da-
nego instrumentu finansowego, zdefiniowang za pomoca zaleznosci:

Ve(w)-Vp

r(w) = B 7

gdzie:

w € ( — stan elementarny rynku finansowego

V, — FV opisana za pomocg zmiennej losowej V;: Q - R
Vo — PV oszacowana w sposob doktadny lub przyblizony

Za Markowitzem [1952] zaktadamy, Ze prosta stopa zwrotu r: 0 = R, wyzna-
czona dla PV réwnej cenie rynkowej €, ma normalny rozktad prawdopodobiefistwa
N(7,0). W tym artykule — podobnie jak w pracy Siwek [2015] — zaktadamy dodat-
kowo, ze PV jest oszacowana jako rozmyta liczba trojkatna T(Cmm, C; max) re-
prezentowana za pomoca (5) przez swa funkcj¢ przynaleznosci ,u( |Cmm, C; Cmax)
gdzie:

Cmm = ¢ jest maksymalnym dolnym oszacowaniem mozliwej ceny rynkowe;j,
~C < Crax jest minimalnym gérnym oszacowaniem mozliwej ceny rynkowe;j.

W pracy Piaseckiego i Siwek [2017] pokazano, ze w tej sytuacji oczekiwana
stopa zwrotu R € F(R) jest liczbg rozmyta dang za pomocg funkcji przynaleznosci
p(- |F Cmm, C; Cmax )okreslonej na swym nosniku przez tozsamos$¢:

147 Cmin |
1+r ¢ Crni 1+7
ST omin <]
1 Cmin € 147
c
_ o < X 147
p(r|r, Cminr C; Cmax) = < 1 1+t =1 (8)

147 Cmax
141 ¢ 147 _ Cmax
1 Crmax 1+r = C

3. Portfel finansowy

Rozwazmy teraz przypadek portfela finansowego 7 ztozonego z n instrumentow
finansowych Y;(i = 1,2, ..., n). Za Markowitzem [1952] zaktadamy, ze dla kazdego
instrumentu Y; jego prosta stopy zwrotu 7;: 0 > R, wyznaczona dla PV réwnej ce-
nie rynkowej C;, ma rozklad normalny N (7;, 0;). Zatézmy, ze PV instrumentu Y; jest
rowna trojkatnej liczbie rozmytej T(Cr(gn, C;, C,(,iax), gdzie:

- Cv‘r(rgn jest maksymalnym dolnym oszacowaniem mozliwej ceny rynkowe;j

instrumentu finansowego V;,
C,(riax Jjest minimalnym gérnym oszacowaniem mozliwej ceny rynkowej in-

strumentu finansowego Y;.
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Rozmyta oczekiwana stopa zwrotu z instrumentu V; jest wtedy wyznaczona przez
funkcje przynalezno$ci p(- |f, ¢W ¢ ¢D ) opisang za pomocg (8).
Cena rynkowa portfela T wynosi:

Cr =211 G ©)
Oczekiwana stopa zwrotu 7 z portfela jest rowna:

_ n G -

T = Yy 7 (10)
Maksymalne dolne oszacowanie mozliwej ceny rynkowej portfela i jest rowne:

é(") _ CV(i)

min ?=1 min (11)
Minimalne gérne oszacowanie mozliwej ceny rynkowej portfela  jest rowne:
Crnae = Ziea G (12)

Zgodnie z (6) PV portfela m jest rowne tréjkatnej liczbie rozmytej
T(Cv,(fizl i Crs (f,(,’fa)x). Wtedy rozmyta oczekiwana stopa zwrotu z portfela 1 jest jedno-
znacznie wyznaczona przez funkcje przynaleznoéci p(- |Fn, ¢ ¢ ¢ )opisanq

min’
za pomocy (8).

4. Numeryczna ilustracja modelu

W pracy Piaseckiego i Siwek [2017] portfel m ztoZzono z instrumentéw finan-
sowych Yy 1 Ys.

PV instrumentu Y; jest okreslona za pomocg trojkatnej liczby rozmytej
T(50;90; 110). Przewidywana stopa zwrotu r;: 2 = R z instrumentu Y; jest zmienng
losowa z rozktadem normalnym N(0,25;0,5). Wtedy, zgodnie z (8), oczekiwana
stopa zwrotu z instrumentu Y; jest liczbg rozmyta dang za pomoca funkcji przyna-
leznosci:

2B 1,1,2527>0,25

147

p(-10,25;50;90;110) =<1, = 0,25 (13)

25625 4 55025 > 1 > 0,0227
1+r

PV instrumentu Y, jest okre$lona jako trojkatna liczba rozmyta T(90; 96; 144).
Przewidywana stopa r,: £2 = R zwrotu z instrumentu Y, jest zmienng losowa z roz-
ktadem normalnym N (0,5; 0,4). Wtedy, zgodnie z (8), oczekiwana stopa zwrotu
z instrumentu Y5, jest liczbg rozmyta dang za pomocg swej funkcji przynaleznosci:
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——15 0,6=>r>05
1+r

p(-10,5;90;96;144) = { 1,7 = 0,5 (14)
= 4+305>r>0
147

Zgodnie z (9), (11), (12) PV portfela i jest trojkatng liczba rozmyta:
PV =T(50 4+ 90;90 + 96; 110 + 144) = T(140; 186; 254) (15)
Zgodnie z (10) oczekiwana stopa zwrotu z portfela m jest rowna:

Te = =025 +—=-0,5 = 0,3790 (17)

Wtedy, zgodnie z (8), oczekiwana stopa zwrotu z portfela i jest liczba rozmyta
dang za pomoca swej funkcji przynaleznosci:

Sff‘” 3,0469,0,8316 > r > 0,3790

p(-10,3790; 140; 186; 254) =< 1,7 = 0,3790 (18)
237720 1 37353 0,3790 > r > —0.0097

W pracy Piaseckiego i Siwek [2017] wyznaczono oczekiwany czynnik dyskonta
portfela 7 jako rozmyta liczbe trojkatng T'(0,5458; 0,7252; 0,9923). Korzystajac
z tej wartosci, wyznaczamy dla portfela 7 jego rozmyta oczekiwang stopg zwrotu
dang za pomocg funkcji przynaleznosci:

35741 _ 30423 0,8321 = r > 0,3789

pn(r) = 17 =0,3789 (19)
37239 13,7151 0,3789 > r > 0,0078

Jest wyraznie widoczne, ze w rozwazanym przypadku oczekiwana stopa zwrotu
wyznaczona w tym opracowaniu jest niemal rowna oczekiwanej stopie zwrotu wy-
znaczonej za pomoca metody opisanej w pracy Piaseckiego i Siwek [2017]. Z punktu
widzenia praktyki finansowej mozna stwierdzi¢, ze obie oceny oczekiwanej stopy
zwrotu sg identyczne.

Podsumowanie

Zaprezentowana tutaj metoda wyznaczania nieprecyzyjnie oszacowanej oczeki-
wanej stopy zwrotu portfela charakteryzuje si¢ duza prostotg obliczen. Ma to jednak
swoja cen¢. Zaproponowana metoda nie pozwala przedstawi¢ oczekiwanej stopy
zwrotu z portfela jako kombinacji liniowej oczekiwanych stop zwrotu z jego poszcze-
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golnych sktadnikow. W tej sytuacji zastosowanie rozmytego programu liniowego do
wyboru sktadu portfela jest tutaj niemozliwe. Pozostaje jedynie zarzadzanie sktadem
portfela za pomoca oczekiwanego czynnika dyskonta [Piasecki, Siwek, 2017].

Z drugiej strony ustalony portfel instrumentéw finansowych jest instrumentem
finansowym. Zdecydowana wigkszo$¢ strategii zarzadzania instrumentem finanso-
wym wykorzystuje warto$¢ oczekiwanej stopy zwrotu z zarzadzanego instrumentu.
W pracy Piaseckiego [2011b] pokazano, jak mozna te strategie adaptowaé dla przy-
padku instrumentu finansowego z rozmyta PV. W tej sytuacji korzystanie z rozmytej
oczekiwanej stopy zwrotu, wyznaczonej metodg opisang w niniejszym artykule, po-
zwoli w efektywny sposob adaptowac wspomniane powyzej strategie do przypadku
zarzadzania portfelem z PV dang jako trojkatna liczba rozmyta.

Spostrzezenia te prowadza do sformutowania nastgpujacych zalecen dla zarza-
dzania portfelem instrumentéw z PV danymi jako trojkatne liczby rozmyte:

— sktad portfela okreslamy, stosujac zadanie programowania liniowego mini-

malizujace rozmyty oczekiwany czynnik dyskonta portfela,

— ustalonym portfelem zarzgdzamy, stosujac metody wykorzystujace rozmyta

oczekiwang stope zwrotu z portfela.

W przedstawionym studium przypadku pokazano, ze oczekiwana stopa zwrotu
wyznaczona w tej pracy jest niemal identyczna z oczekiwana stopa zwrotu wy-
znaczong za pomoca metody opisanej w pracy Piaseckiego 1 Siwek [2017]. Jest to
bardzo interesujace spostrzezenie, ktore w trakcie dalszych badan formalnych nalezy
potwierdzi¢ i uog6lnic.

Uzyskane tutaj wyniki badan zachecaja do ich kontynuacji. Sugerowanym kie-
runkiem przysztych badan moze by¢ uogoélnienie przedstawienia PV na przypadek
rozmytej liczby trapezoidalne;.
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Expected Rate of Return from Financial Portfolio — the Case of Triangular
Fuzzy Present Value

The main aim of this article is to present an uncomplicated method of estimating return rate on a port-
folio of securities with Present Values presented as triangular fuzzy numbers. Determined return rates on
the securities are not triangular fuzzy numbers. Despite this, we achieved a solution that is based on the
arithmetic of triangular fuzzy numbers. The whole considerations are illustrated by a numerical example.

Oczekiwana stopa zwrotu z portfela finansowego — przypadek tréjkatnych rozmytych
wartosci biezacych

Glownym celem artykutu jest przedstawienie nieskomplikowanej metody szacowania stopy zwrotu
z portfela instrumentow finansowych o wartosciach biezacych przedstawionych jako trojkatne liczby roz-
myte. Wyznaczone stopy zwrotu z poszczegolnych sktadnikow nie sa trojkatnymi liczbami rozmytymi.
Pomimo tego uzyskano takie rozwigzanie, ktore bazuje na arytmetyce tréjkatnych liczb rozmytych. Catos¢
rozwazan zilustrowano przyktadem numerycznym.



