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Bemerkung zur quasikonformen Fortsetzung

Abstract. An elementary proof of a theorem of T. Sugawa about quasi-

conformal extendibility is given.

Bekanntlich ist die Herleitung von hinreichenden Bedingungen für die
quasikonforme Fortsetzbarkeit von z. B. im Innern des Einheitskreises schli-
chten konformen Abbildungen von ganz anderer Natur als die Herleitung
von notwendigen Bedingungen. Bei hinreichenden Bedingungen (vgl. Lit-
eratur in [3], [5]) wird im allgemeinen eine explizite Konstruktion einer
Fortsetzung vorgenommen, wobei die Funktionswerte der Fortsetzung aus
denen der ursprünglichen Abbildung im Innern des Einheitskreises gebildet
werden. Hier soll an einem Beispiel gezeigt werden, daß auch Konstruk-
tionen möglich sind, bei denen die Fortsetzung aus den Randwerten der
ursprünglichen Abbildung gebildet wird. Dies führt unter Umständen zu
besseren Ergebnissen, d. h. kleineren Dilatationsschranken für die Fortset-
zung.

In [3] wurde in Verschärfung eines Resultates von M. Fait, J. G. Krzyż
und J. Zygmunt [1] (vgl. auch [4]) folgender Satz bewiesen.
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Satz. Erfüllt die analytische Funktion f(z) = z + a2z
2 + ... für |z| < 1 die

Bedingung

(1)
∣∣∣∣f ′(z)− 1 + k2

1− k2

∣∣∣∣ ≤ 2k

1− k2
(0 < k < 1),

dann ist f(z) schlicht und zu einer schlichten k-quasikonformen Abbildung
der Vollkugel nach |z| ≥ 1 fortsetzbar mit f(∞) = ∞, wobei f(z) − z
beschränkt ist.

Der Beweis in [3] stützt sich auf das sogenannte λ-Lemma, wobei beklagt
wird, daß damit keine Konstruktion der Fortsetzung gelingt. Dies liefert der
folgende elementare Beweis, der zeigt, daß das schwere Geschütz λ-Lemma
nicht nötig ist.

Wir können dazu zunächst annehmen, daß f(z) noch für |z| ≤ 1 an-
alytisch ist, da sonst f(z) zunächst in |z| ≤ r < 1 betrachtet wird mit
anschließendem Grenzübergang r → 1.

Dann machen wir den Ansatz

(2) f(z) =

{
z + ω(z) für |z| ≤ 1

z + ω
(

z
|z|

)
für |z| ≥ 1,

in den in der Tat in der 2. Zeile nur die Randwerte von f(z) eingehen. Es
folgt ∣∣∣∣fz̄

fz

∣∣∣∣ =

∣∣∣ω′
(

z
|z|

)
· 1

2|z|

∣∣∣∣∣∣1 + ω′
(

z
|z|

)
· 1

2|z|

∣∣∣ .
Dies ist ≤ k, wenn ω′

(
z
|z|

)
1

2|z| im Kreis mit Diametralpunkten − k
1+k

und k
1−k liegt. Wegen |z| ≥ 1 genügt es, wenn dies für 1

2ω′
(

z
|z|

)
gilt. Das

ist erfüllt, wenn (1) gilt.
Übrigens folgt aus (1), daß f(z) ”close–to–convex” ist, indem man in

[2] auf S. 51 in (1) setzt g(z) ≡ z. Außerdem ist unmittelbar erkennbar,
daß Funktionen (2) die nach Z. Lewandowski äquivalente, von M. Biernacki
eingeführte Eigenschaft ”linearly accessible” (vgl. z. B. [2], S. 51/52) be-
sitzen.
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